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Aufgabe 1 Grundlagen zur SU(2)-Symmetrie fiir Teilchen und Antiteilchen

Up- und Down-Quarks kénnen als Dublett im (komplexen) SU(2)-Isospinraum zusammengefasst wer-

den:
|n) = ( 3), wobei |u) = ( (1)) und |d) = ( (1))

Basisvektoren darstellen. Die starke Wechselwirkung erhilt den Isospin, woraus folgt, dass der Hamil-
tonoperator der starken Wechselwirkung invariant unter unitdren Transformationen im Isospinraum ist.
Es gilt also

-

[H,]]=0 mit T==7

1
2

und den Paulimatrizen 7; (T = (71, T, 73)), gegeben als
01 0 —i 1 0
Tl:(l 0): T2:(i O); TBZ(O _1) (1)

1 1
13|u) = §|U>, 13|d> = _5|d)

(a) Zeigen Sie, dass

und weiter
I |u)y=0, I.|d)=|u), I_|u)=1d), I_|d)=0,

mit den Auf- und Absteigeoperatoren I, = I, £ il,. Die Zustdnde |u) und |d) mit I, |u) = O bzw.
I_|d) = 0 werden Zustédnde mit hochstem bzw. niedrigstem Gewicht genannt.

Die Matrizen I; sind Generatoren der Gruppe SU(2). Fir die Paulimatrizen kann durch explixite
Rechnungen gezeigt werden, dass
3

Tka:6jkﬂ+iZijlTl (2)
1=1
und es folgt fiir die I;
3

[IjJIk]:iZijlIl . (3)

=1

Gleichung (3) definiert die (Lie-)Algebra der Gruppe SU(2). Die in Gleichungen (2) und (3) auftreten-
den Grofen €;;; werden Strukturkonstanten genannt und sind im Falle der Gruppe SU(2) durch den

1



Epsilontensor gegeben. Alle Elemente der Gruppe SU(2) und deren Wirkung auf Elemente des Isospin-
raums konnen nun ausgedriickt werden durch

(&)=v@(y) mic U@ =exp(i7 1) = expl(5 7). @

wobei
G -T:= 1) + 9,1, + @315 mit (91, 9y, 03) € R°
und analog fiir ¢ - 7.
(b) Uberpriifen Sie, dass fiir U() gilt
U(g)=cos(£)1+isin(£)¢-7

AR Y

¢:=|¢| und ¢:=
Fiir die adjungierten Zustinde (ii| und (d| ergeben sich die unitiren Transformationen zu
- I u N
(@ d)=(@d) U' bzw. (&,)z(uf) (&). (5)
(c) Zeigen Sie, dass
(UT)t =1,UT,.
Benutzen Sie dafiir die Eigenschaft der Paulimatrizen

t_
T =—TyT; Ty

Leiten Sie daraus ab, dass 7,|f1) als Dublett wie in (4) transformiert, also

o §)=va(5)

Die Antiteilchenzustinde |i) = ¢|u) und |d) = €|d), mit dem Ladungskonjugationsoperator ¢, wer-
den daher zusammengefasst als

sodass das Teilchen- und Antiteilchendubletts in gleicher Weise unter SU(2) transformieren.

Aufgabe 2 Deuteronreaktionen

Benutzen Sie, dass die starke Wechselwirkung den Isospin erhélt um zu zeigen, dass der Wirkungsquer-
schnitt o der Reaktionen pp — n*d und np — n°d die Relation
o(pp—n*d)
o(np - n0d)
erfiillt. Das Deuteron d ist der Kern des schweren Wasserstoffs Deuterium und hat Isospin I = 0, Pionen
7 haben Isospin I = 1.

2

Hinweise:

* Sie diirfen annehmen, dass fiir den Wirkungsquerschnitt gilt:

o ~ |Amplitude|* ~ > (I, I AIL I,)[* .
I

* Benutzen Sie das Wigner-Eckart-Theorem




Aufgabe 3 Pion-Pion-Streuung

Pionen haben Isospin I = 1. Folglich kénnen zwei Pionen in Zustdnden mit Isospin I =0, 1, 2 sein.
(a) Konstruieren Sie die (Zweiteilchen-) Isospinbasis |I,I;) mit I = 0,1,2 aus den Einteilchen-
Pionzustinde |n*) = [1,1), |n°) = |1,0) und |7~) = |1,—1). Benutzen Sie die Clebsch-Gordan-
Koeffizienten.

(b) Driicken Sie die Streuamplituden

(| T|n " n™),
(ntn|T|n%n0),
(n°n°|T|n%n°),
(et T|nOnt),
(n*n*|T|n ),

wobei T ein isospinerhaltender Operator ist, durch die Isospinamplituden T! = (I, I5|T|I,I5) mit
I=0,1,2 aus.




34. Clebsch-Gordan coefficients 010001-1

34. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,
AND d FUNCTIONS

J J
Note: A square-root sign is to be understood over every coeflicient, e.g., for —8/15 read —/8/15. Notation:
[ ] m m
1/2x%x1/2 é — 0 3 = v
Yy =4/ — cosf X ici
[+uv2+u2] 1] o o 1 Ar 2x1/2 52|52 372 m; m, | Coefficients
T2 12Uz 12| 1 3 o bzeve] 1)m2+m2 o
“U2 +12|1/2-1/2)71 Vi =~/ — sinfe™® +2 -1/2| U5 4/5] 5/2 3/2
|-v2-12 8w +1 +1/2| 4/5-1/5|+1/2 +1/2
o 5 (3 29 1) +1-1/2| 2/5 35| 5/2 32
=4/-—|5cos*0 — = = -2 -
1x1/ 2 [72 2 -3 3 0+1/2| 3/5-2/5]-12-12
+3/2 312 12 5 0-1/2| 3/5 2/5|5/2 3/2
Fr=v2 1|lvz-+v2 v — - [15 i 0 cosd it -1+1/2| 2/5-3/5]-3/2 -3/2
2 -1-1/2] 45 1s| 52
+1-12| U3 23| 32 U2 8 3/2x1/2
0+v2| 213 -u3l-v2-12 s 1[5 [ +i Jj é "2 +1/2) 15 —4/5]-5/2
0-U2| 23 y3|a2| Y3 = |5, sin 0o [2-v2] 1
-1 +1/2| 1/3-2/3]-3/2 +3/2 -1/2|1/4 3/4] 2 1
ox1[3 — / +1/2 +1/2[3/4-14] 0 0
-1- 5/2
«3[ 3 2 32x1 1,255 =% +v2-1y2(y2 vzl 2 1
[+2+1] 1]+2 +2 [Ferz v 1f+s2 +312 ~y2+1y2(2-1u2| -1 -1
+2 0|1/3 2/3 3 2 1 +3/2 o]l 2/5 3/s5l 512 32 12 -1/2-1/2|3/4 1/4] 2
+1 +112/3 -1/3] +1  +1 41 +1/2 +1| 3/5 -2/5|+1/2 +1/2 +1/2 -3/2 +1/2) 1/4-3/4]-2
+2-1\1/15 13 3/5 +3/2-1|1/10 2/5 1/2 |=3r2-1/2] 1
1x1 |2 +1 0(8/15 1/6-3/10] 3 2 1 +1/2 0| 35 1/15 -1/3| 572 32 12
— +2 +2 +1 0+1| 2/5 -1/2 /10| 0 0 © -1/2+1(3/10 -8/15 1/6|-1/2 -12 -1/2
frreaf af+r #1 +1-1|15 1/2 3/10 +1/2 -1|3/10 8/15 1/6
+1 o2 w2 2 1 o 0 0f3t5 o0 -25| 3 2 1 -1/2 0| 35 -1/15 -U3| 5/2 32
o+1t/2-1/2] 0 0 © -1+1|ys5 -y2 10| -1 -1 -1 -3/2+1|110 -2/5 12|32 -3/2
+1-1|/6 12 1/3 0-1| 2/5 1/2 1/10 -1/2-1| 3/5 2/5|5/2
0 olz3 o-w3| 2 1 -1 0|8/15 -1/6-3/10| 3 2 -3/2 0| 2/5 -3/5|-5/2
-1+1|lue-y2 v3l-1 -1] -2 +1|1/15 -1/3 3/5| -2 -2 [-2-1] 1
0-1j/2 1/2] 2 -1-1|2/3 v3| 3
Y, " = (=1)"mym -1 ofy2-12]-2 -2 0{1/3-2/3]-3 (j1jamaimaljije J M)
11| 1 4 —i —2-1]1 _ T—j1—j (507 i T M
I dino = Vart1 Y emime I = (=172 (jaj1mama |joj1 T M)
i __pym-m/ g _ i 3/2%x3/2] 3 > 0 14 cosf
dm’,m_( 1 dm,m’_d—m,fm/ 3] 3 2 d(l)O:cosO d}/;IQICOS— d%lz—
[+3/2 +3/2] 1]+2 +2 ) /2,1/ 2 , 2
2x3]2 | 12— +32+12| V2 v2| 3 2 1 g2 —an? g sind
Fzwai2] ilsiz2+si2 112432 ;;z'ijz 1;'; 1;'; 3/1’; 1/2,-1/2 2 Lo V2
32
+2+1/2] 317 47| 772 B2 32 TU2+12 138 T o Sos 3 2 T 0 1 1—cos@
+1+3/2| 417 -8/ 7|+3/2 +3/2 +3/2 -1/2+3/2|1/5-1/2 3¥10] 0o o0 0 o0 A1, =7
+2-1/2) 1/7 16/35 2/5 +3/2 -3/2 [1/20 1/4 9/20 14
+1+1/2| 4/7 135 -25| 7/2 52 32 12 Jjg _ig 920 14-1/20-1/4
2)(2 +j 2 3 0+3/2| 2/7-18/35 1/5| +1/2 +1/2 +1/2 +1/2 ~1/2 +1/2 |9/20 -1/4 -1/20 1/4 3 2 1
22 1] +3 +3 +2-3/2| 1/35 6/35 2/5 2/5 -3/2 +3/2 |1/20 -1/4 9/20-1/4) -1 -1 -1
+1-1/2|12/35 5/14 0 -3/10 1232 Us U2 310
t2 41112 12 4 3 2 0+1/2(18/35 -3/35 -u5  ys| 72 52 32 v2| |y5-35 35 o -us[ 3 2
F142|Y2-Y2)+2 42 +2 -1+3/2| 4/35-27/70 2/5 110 -2 -U2-U2 -U2| | _3541y2| 1/5-1/2 3/10| -2 -2
+2 0(3/14 12 27 +1 -3/2|4/3527/70 2/5 1/10 o -
+1 41| 47 0-8/7 4 3 2 1 0 -1/2[18/35 3/35-1/5 -1/5 |_;§§ _ijg 5;_52 _:
0 +2(3/14-1/2 2/7] +1 +1 +1 +1 -1 +1/2 12/35 -5/14 0 3/10| 772 5/2 3/2
> 10114 310 37 U5 -2 +3/2 | 1/35 -6/35 2/5 -2/5[|-3/2 -3/2-3/2 ai2-32
+1 0| 3/7 1/5-1/14-3/10 0 -3/2| 2/7 18/35 1/5
0 +1| 3/7 -1/5-1/14 3/10 4 3 2 1 0 -1 -y2| 47 -1y3s-2/5| 72 52
-1 +2 (1/14-3/10 3/7 -1/5 0 0 o0 0 0 > +v2| U7-16/35 28| 512 a2
+2 -2 | 1/70 1/10 2/7 2/5 1/5 -1-3/2| a7 37|72
+1 -1 835 2/51/14-1/10 -1/5 —2-1/2| 37 -47}72
0 0 [18/35 0-2/7 0 15
-1+ | 8/35 -2/5 1/14 1/10 -U5| 4 3 2 1 -2-3/2| 1
d3/2 _l+cost 0 -2 +2 | /70-1/10 2/7 -2/5 15| -1 -1 -1 -1
3/23/2= T g9 93 +1 -2|1/14 310 3/7 1S
. 2 0 -1| 3/7 1/5-1/14-3/10
82 7\/51 +oosf 0 a2, = (LCOSH) -1 o| 37 -U5-114 3/10] 4 3 2
3/2,1/2 2 2 ’ 2 -2 +1|114-3/10 3/7 -Us| -2 -2 -2
3/9 1—cos 0 9 _ ldcos . 0 —2[3/14 12 27
d3§2ﬁ1/2:\/gTCOS§ dg1=——5 — sin 6 -1 -1| 47 o-37| 4 3
1+ cosf -2 0314 -1/2 2/7| -3 -3
d?/2 n )y = 7ﬂsing d2, = ﬁ sin? dil = B (2c0s0 —1) -1 -2|u2 12| 4
3/2,-3/2 2 2 207 4 -2 -1|U2-1u2|-4
32 3cosf—1 6 9 l—cosh . 2 _ 3 - =
41/2,1/2 = fcosi 42’71 = _Tsme (11,0 3 sin € cos 6
3/2 _ 3cosf+1 .0 9 (1 —cosf\2 9 1 —cosf o _ (3 o 1
d1/2,—1/277f sin 5 dy _o= (T) dl’_lfT(QCOSO*Fl) do,o*(g cos 97§>

Figure 34.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (7The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974). The coefficients
here have been calculated using computer programs written independently by Cohen and at LBNL.




