2. Relativistische Quantenmechanik TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

05.11.2020 | Michael Buballa | 1



2.1 Motivation TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

05.11.2020 | Michael Buballa | 2



2.1 Motivation TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

» Die nichtrelativistische QM hat sich in vielen Bereichen der Physik bewahrt,
z.B. Wasserstoff-Atom.

— Warum relativistische QM?

05.11.2020 | Michael Buballa | 2



1
2.1 Motivation

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

» Die nichtrelativistische QM hat sich in vielen Bereichen der Physik bewéhrt,
z.B. Wasserstoff-Atom.

— Warum relativistische QM?

» Schon in der klassischen Physik gehorcht die Welt der Relativitatstheorie,
die Newton’sche Physik ist bestenfalls eine gute Naherung dazu.

— Im Streben nach einer mdglichst korrekten Theorie sollte man versuchen,
auch die QM relativistisch zu formulieren.

05.11.2020 | Michael Buballa | 2



1
2.1 Motivation

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

» Die nichtrelativistische QM hat sich in vielen Bereichen der Physik bewéhrt,
z.B. Wasserstoff-Atom.

— Warum relativistische QM?

» Schon in der klassischen Physik gehorcht die Welt der Relativitatstheorie,
die Newton’sche Physik ist bestenfalls eine gute Naherung dazu.

— Im Streben nach einer mdglichst korrekten Theorie sollte man versuchen,
auch die QM relativistisch zu formulieren.

» Bislang ist das nur flr die spezielle Relativitatstheorie gelungen,
fhrt dort aber auch im Bereich kleiner Geschwindigkeiten zu tieferen
Einsichten:

» Existenz von Antiteilchen
» Natur des Spins
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ist, werden aber auch die héchsten Geschwindigkeiten erreicht,
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» Abschatzung: Bohr'sches Atommodell
Elektronen bewegen sich auf Kreisbahnen mit L = nh
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» Wasserstoff: Z=1 = Y=L nichtrelativist. Ndherung ok
» Urankern: Z2=92 = ¥=0,67 ? » fragwirdig

» Quarks im Proton (QCD): mc® ~5MeV, r~1fm — L~40%
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» Grundaxiom der Speziellen Relativitétstheorie:

Die physikalischen Gesetze und insbesondere die Lichtgeschwindigkeit
sind in allen Inertialsystemen gleich.

» Beispiel: reiner Lorentz-Boost
» zwei Inertialsysteme: K: (t,x,y,2), K: (t',x,y, 2

» Zur Zeit t = 0 gelte auch t’' = 0, und beide Koordinatenurspriinge stimmen
tberein:  (t,x,y,2)=(0,0,0,0) = (,x',y',2')=(0,0,0,0)

» K’ bewegt sich gegeniiber K mit konstanter Geschwindigkeit V.
» Zur Zeit t = t' = 0 werde am Ursprung ein Lichtblitz erzeugt.

» Dann gilt fiir die Wellenfront:
Ki x®+y?+ 2% = (ct)? (c: Lichtgeschwindigkeit)
K: x2+y2+2?%=(ct)?
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» Lorentz-Boost in x-Richtung:

» K’ bewege sich relativ zu K mit konstanter Geschwindigkeit v in x-Richtung.
» Die Richtungen der Koordinatenachsen von K und K’ stimmen Uberein.

Dann ergibt sich:

ct' =~ (ct — Bx), =Y, ’YEF

1_p2
Xl:rY(X_BCt)i
Y=y,
zZ' =z
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» Lorentz-Boost in x-Richtung:

» K’ bewege sich relativ zu K mit konstanter Geschwindigkeit v in x-Richtung.

» Die Richtungen der Koordinatenachsen von K und K’ stimmen Uberein.

Dann ergibt sich:

ct' = v (ct — Bx), p=Y ~=
Xl:V(X_BCt)i

y'=vy,

zZ' =z

= (crP=(ct)P—x2—y?—Z22=(ct')}—x%—y

T: ,Eigenzeit”

12

— 7’2 = invariant
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> Rapiditat: x=1In+%2 = ~y=coshy, Ay=sinhy

1-8
ct coshy —sinhy 0 O ct
N x| | —sinhy coshxy 0 0 X
y | 0 0 10 y
z 0 0 0 1 z

— formale Ahnlichkeit mit (imaginaren) Drehungen
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x

. . ct
» kontravarianter Vierervektor: ( ﬂ) =
X

/N
x| X

N———
Il

x X
o "
I
=
=
I

<

X3
X0 X0
. . X1 —x' x° ct
> kovarianter Vierervektor: (x,) = = > | = L= -
X2 —X —X —X
X3 —x*
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X
. . ct X0 X1
» kontravarianter Vierervektor: =1 . 1= > |l =" =x
X X X
X3
X0 X0
. . X1 —x' x° ct
> kovarianter Vierervektor: (x,) = = > | = L= -
X2 —-X —X —X
X3 —x°
3
= > X = () = ()2 = () = () = (1) = X% = (er)?

=0
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X
. . ct X0 X1
» kontravarianter Vierervektor: 1= =] e =x")=x
X X
X3
X0 X0 o
1
. . X —X X ct
» kovarianter Vierervektor: (x,)=| 7' | = 2 | = =
X2 —X —X —X
X3 —x°

= x2=xtx, = 23: xtx, = (x0)2 — (x")2 — (x3)? — (x®)2 = (ct)® — X2 = (c7)?
n=0
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XO
. . ct X0 X1
» kontravarianter Vierervektor: 1= =] e =x")=x
X X
X3
X0 X0 o
1
. . X —X X ct
» kovarianter Vierervektor: (x,)=| 7' | = 2 | = =
X2 —-X —X —X
X3 —x°

= x2=xtx, = 23: xtx, = (x0)2 — (x")2 — (x3)? — (x®)2 = (ct)® — X2 = (c7)?
n=0

» Einstein’sche Summenkonvention:

3
» griechische Indizes: a“b, = > a“b,
n=0

3
> lateinische Indizes: &by = > & bx
k=1
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» Zusammenhang zwischen ko- und kontravarianten Vierervektoren:

X, = GuuvX”

0 0
0 0
XM = gHVXV _(1) 7?

1 0

w 0 -1

(g,uu) = (gﬂ ) = 0 0
0 0

(metrischer Tensor)

» Metrischer Ternsor auf sich selbst angewandt:

g, =9" 9w, 9," =gung
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» Zusammenhang zwischen ko- und kontravarianten Vierervektoren:
. =g X 1 0 0 0
= Guv » 0 -1 0 0
(g,uu) = (g ) = _
v 0 0 1 0
xH* =gt¥x,
0 0 o -1
(metrischer Tensor)
» Metrischer Ternsor auf sich selbst angewandt:
1 0 0 O
01 0 O
RPN _ A _ -
g“l/ - g# g)\l/s guy - gﬁb}\g v = (g V) - (gMV) - O 0 1 0
0 0 0 1
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» Zusammenhang zwischen ko- und kontravarianten Vierervektoren:
X 1 0 0 0
= Guv » 0 -1 0 0
(g,uu) = (g ) = _
m v 0 0 1 0
x* = gt¥x,
0 0 o -1
(metrischer Tensor)
» Metrischer Ternsor auf sich selbst angewandt:
1 0 0 O
01 0 O
gl"y = g#)\gkl/! guy = gﬁb}\g)\u = (gﬂy) = (gMV) = O 0 1 0
0 0 0 1

= g, = gu” =04, =46,"= (SZ (in Anlehung an das Kronecker-Symbol)
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» Physikalische Gesetze sind invariant unter Poincaré-Transformationen

inhomogene Lorentz-Transformationen: | x"* = A*, x” + a*

(homogene) Lorentz-Transformationen + rduml. und zeitl. Translationen

» Lorentz-Transformationen: | x"* = A*, x”

= Lorentz-Boosts + rduml. Drehungen + Raumspiegelg. + Zeitspiegelg.

eigentlich orthochrone Lorentz-Transformationen

» Beispiel: Boost entlang der x-Achse
coshy —sinhy
—sinhy coshx
0 0
0 0

(Af) =

o = OO
- O O o
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X'=N"x (= Definition von A ")

= Qua X' = G Aaﬂ XB = Gua /\aﬁ gBV X, = A“V = Gy Aaﬁ gﬁu
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X'=N"x (= Definition von A ")

= Qua X' = G Aaﬁ XB = Gua /\aﬁ gBV X, = A“V = Gy Aaﬁ gﬁu

d.h. man kann auch die Indizes von A mit Hilfe des metrischen Tensors verschieben.

» Invarianz der Eigenzeit:

N X, Ny XA = X/HX/H=! X, X" = Xx,9% x> = [NSA = gY) = 6%
kompakt: ATA = g

» Ruicktransformation:

Vo_ AV A _ v pAM A _ |2V v o_ I p v
X" =g\ x* = NN xt =N x = |x" =xHA,

analog: X, = x, A\

v
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= vierkomponentige Objekte a, die sich unter Lorentz-Transformationen
verhalten wie (x*) bzw. (x,,):

H _Ap qv v o_ oM v
a =N, &, a =a’" N},

! v /
au=N"a,, a, =a, \',,

» Skalarprodukt: a-b = a'b, = a,b"
= a-b=ab (analog zu x’ #x/, = x"x,,)
» Beispiel: Viererimpuls p = (p*) = ( Eéc >
mit der relativistischen Energie E = \/m?2c* + p2¢?

2 —
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» Vierergradienten:

o  _ ox¥ o _ AV lé]
ox'H T Ox'H 9xv T T'm OxV
e} _ Ox, 0 = A\M 0
Bxfl - BXL ox, vV Ox,

wie x,

wie x#

—  Kkovariant
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» Vierergradienten:

0 _ " 9 _pAv.d :
aor = oonaxy = N o wie X,
o _ o 0 _ Ap 0 o i
o, = oxon = Mo, Wiex

-

kovariant

kontravariant

-

-

[o -
Oxr — aﬂf
9 = Hu
oxy g
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» Vierergradienten:

o  _ ox¥ o _ AV lé]
ox'H T Ox'H 9xv T T'm OxV

9 — Ix, O _ /\;L i
ox/, T Ox/, Ox, vV Ox,

—  Kkovariant

— kontravariant

» Zusammenhang mit dem gewdhnlichen Dreiergradienten:

vk_@ Iel

T ooxk T T ox

0 —

oxr — YK
0 — g
X, =9
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a0 = ooy = NS awr  Wiex, —  kovariant = 5 =0,
0 _ 9% 0 _ pAp O ia xi i 9 — gu
o, = ox Ox = AN, 5  Wwiex! — kontravariant — o, =0
» Zusammenhang mit dem gewdhnlichen Dreiergradienten:
k_ 0 _ _0
v = oxk T an
0 190 0 10
ox° c ot O c ot
= (0,) = 5 = S , (0M) = 5 = -
(5:7) \% (%) -V

» d'Alambert-Operator: 0O = 9,0" = 525 — V2
» Tensoren zweiter Stufe: A’ ¥ = NN g AP (wie xHxV)
Beispiele: Feldstarketensor F*¥, g, A*,

» Tensoren n-ter Stufe. A" #1-kn = A1 NHn AV
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» Aus A,V A, = 6% (s.0.) kann man herleiten:
> det(A,") = £1
» A% > 1 oder A% < —1
— Klassifizierung von Lorentz-Transf. durch die Vorzeichen von det(A,”) und A%,
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> det(A,") = £1
» A% > 1 oder A% < —1
— Klassifizierung von Lorentz-Transf. durch die Vorzeichen von det(A,”) und A%,
» Boosts und Drehungen:  det(A ") = +1, /\00 > 1
(kdnnen kontinuierlich aus der Identitat erzeugt werden)

ot of 10 0 0
» Raumspiegelg.: x’ <)?/> = (_}/) = (A*) = ( 8 _; ,? 8
o 0o o0 -1

= det(A,")=—1, A% >1
- o ct'
> Zeitspiegelg.: x' = g )=
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