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2.1 Motivation

I Die nichtrelativistische QM hat sich in vielen Bereichen der Physik bewährt,
z.B. Wasserstoff-Atom.

Þ Warum relativistische QM?

I Schon in der klassischen Physik gehorcht die Welt der Relativitätstheorie,
die Newton’sche Physik ist bestenfalls eine gute Näherung dazu.

Þ Im Streben nach einer möglichst korrekten Theorie sollte man versuchen,
auch die QM relativistisch zu formulieren.

I Bislang ist das nur für die spezielle Relativitätstheorie gelungen,
führt dort aber auch im Bereich kleiner Geschwindigkeiten zu tieferen
Einsichten:

I Existenz von Antiteilchen
I Natur des Spins
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2.1 Motivation

I Gerade in der Welt des ,,ganz Kleinen”, für die eine qm. Beschreibung wichtig
ist, werden aber auch die höchsten Geschwindigkeiten erreicht,
z.B. kosmische Höhenstrahlung, Teilchen-Beschleuniger.

I Abschätzung: Bohr’sches Atommodell

Elektronen bewegen sich auf Kreisbahnen mit L = n~

n = 1: L = r p = rmv = ~ ⇔ v = ~
r m

≈ 2 keV Å
0,5Å·500 keV

= 1
125

~c ≈ 200 MeV fm = 2 keV Å

Elektron: mc2 = 511 keV

Bohr’scher Radius (Wasserstoff): rB ≈ 0, 5Å
I Wasserstoff: Z = 1 ⇒ v

c = 1
137 nichtrelativist. Näherung ok

I Urankern: Z = 92 ⇒ v
c = 0, 67 ” ” fragwürdig

I Quarks im Proton (Quarkmodell): mc2 ∼ 300 MeV, r ∼ 1 fm Þ v
c ∼ 0, 67

05.11.2020 | Michael Buballa | 3



2.1 Motivation

I Gerade in der Welt des ,,ganz Kleinen”, für die eine qm. Beschreibung wichtig
ist, werden aber auch die höchsten Geschwindigkeiten erreicht,
z.B. kosmische Höhenstrahlung, Teilchen-Beschleuniger.

I Abschätzung: Bohr’sches Atommodell

Elektronen bewegen sich auf Kreisbahnen mit L = n~

n = 1: L = r p = rmv = ~ ⇔ v = ~
r m

≈ 2 keV Å
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Elektron: mc2 = 511 keV

Bohr’scher Radius (Wasserstoff): rB ≈ 0, 5Å
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I Wasserstoff: Z = 1 ⇒ v
c = 1

137 nichtrelativist. Näherung ok
I Urankern: Z = 92 ⇒ v

c = 0, 67 ” ” fragwürdig

I Quarks im Proton (Quarkmodell): mc2 ∼ 300 MeV, r ∼ 1 fm Þ v
c ∼ 0, 67

05.11.2020 | Michael Buballa | 3



2.1 Motivation

I Gerade in der Welt des ,,ganz Kleinen”, für die eine qm. Beschreibung wichtig
ist, werden aber auch die höchsten Geschwindigkeiten erreicht,
z.B. kosmische Höhenstrahlung, Teilchen-Beschleuniger.

I Abschätzung: Bohr’sches Atommodell

Elektronen bewegen sich auf Kreisbahnen mit L = n~

n = 1: L = r p = rmv = ~ ⇔ v
c = ~c

r mc2 ≈ 2 keV Å
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2.2 Lorentz-Transformationen

I Grundaxiom der Speziellen Relativitätstheorie:

Die physikalischen Gesetze und insbesondere die Lichtgeschwindigkeit
sind in allen Inertialsystemen gleich.

I Beispiel: reiner Lorentz-Boost
I zwei Inertialsysteme: K: (t , x , y , z), K’: (t ′, x ′, y ′, z′)

I Zur Zeit t = 0 gelte auch t ′ = 0, und beide Koordinatenursprünge stimmen
überein: (t , x , y , z) = (0, 0, 0, 0) =̂ (t ′, x ′, y ′, z′) = (0, 0, 0, 0)

I K’ bewegt sich gegenüber K mit konstanter Geschwindigkeit ~v .

I Zur Zeit t = t ′ = 0 werde am Ursprung ein Lichtblitz erzeugt.

I Dann gilt für die Wellenfront:

K: x2 + y2 + z2 = (ct)2 (c: Lichtgeschwindigkeit)

K’: x ′2 + y ′2 + z′2 = (ct ′)2

05.11.2020 | Michael Buballa | 4



2.2 Lorentz-Transformationen

I Grundaxiom der Speziellen Relativitätstheorie:

Die physikalischen Gesetze und insbesondere die Lichtgeschwindigkeit
sind in allen Inertialsystemen gleich.

I Beispiel: reiner Lorentz-Boost
I zwei Inertialsysteme: K: (t , x , y , z), K’: (t ′, x ′, y ′, z′)

I Zur Zeit t = 0 gelte auch t ′ = 0, und beide Koordinatenursprünge stimmen
überein: (t , x , y , z) = (0, 0, 0, 0) =̂ (t ′, x ′, y ′, z′) = (0, 0, 0, 0)

I K’ bewegt sich gegenüber K mit konstanter Geschwindigkeit ~v .

I Zur Zeit t = t ′ = 0 werde am Ursprung ein Lichtblitz erzeugt.

I Dann gilt für die Wellenfront:

K: x2 + y2 + z2 = (ct)2 (c: Lichtgeschwindigkeit)

K’: x ′2 + y ′2 + z′2 = (ct ′)2

05.11.2020 | Michael Buballa | 4



2.2 Lorentz-Transformationen

I Grundaxiom der Speziellen Relativitätstheorie:

Die physikalischen Gesetze und insbesondere die Lichtgeschwindigkeit
sind in allen Inertialsystemen gleich.

I Beispiel: reiner Lorentz-Boost
I zwei Inertialsysteme: K: (t , x , y , z), K’: (t ′, x ′, y ′, z′)

I Zur Zeit t = 0 gelte auch t ′ = 0, und beide Koordinatenursprünge stimmen
überein: (t , x , y , z) = (0, 0, 0, 0) =̂ (t ′, x ′, y ′, z′) = (0, 0, 0, 0)

I K’ bewegt sich gegenüber K mit konstanter Geschwindigkeit ~v .

I Zur Zeit t = t ′ = 0 werde am Ursprung ein Lichtblitz erzeugt.

I Dann gilt für die Wellenfront:

K: x2 + y2 + z2 = (ct)2 (c: Lichtgeschwindigkeit)

K’: x ′2 + y ′2 + z′2 = (ct ′)2

05.11.2020 | Michael Buballa | 4



2.2 Lorentz-Transformationen

I Grundaxiom der Speziellen Relativitätstheorie:

Die physikalischen Gesetze und insbesondere die Lichtgeschwindigkeit
sind in allen Inertialsystemen gleich.

I Beispiel: reiner Lorentz-Boost
I zwei Inertialsysteme: K: (t , x , y , z), K’: (t ′, x ′, y ′, z′)

I Zur Zeit t = 0 gelte auch t ′ = 0, und beide Koordinatenursprünge stimmen
überein: (t , x , y , z) = (0, 0, 0, 0) =̂ (t ′, x ′, y ′, z′) = (0, 0, 0, 0)

I K’ bewegt sich gegenüber K mit konstanter Geschwindigkeit ~v .

I Zur Zeit t = t ′ = 0 werde am Ursprung ein Lichtblitz erzeugt.

I Dann gilt für die Wellenfront:

K: x2 + y2 + z2 = (ct)2 (c: Lichtgeschwindigkeit)

K’: x ′2 + y ′2 + z′2 = (ct ′)2

05.11.2020 | Michael Buballa | 4



2.2 Lorentz-Transformationen

I Grundaxiom der Speziellen Relativitätstheorie:

Die physikalischen Gesetze und insbesondere die Lichtgeschwindigkeit
sind in allen Inertialsystemen gleich.

I Beispiel: reiner Lorentz-Boost
I zwei Inertialsysteme: K: (t , x , y , z), K’: (t ′, x ′, y ′, z′)

I Zur Zeit t = 0 gelte auch t ′ = 0, und beide Koordinatenursprünge stimmen
überein: (t , x , y , z) = (0, 0, 0, 0) =̂ (t ′, x ′, y ′, z′) = (0, 0, 0, 0)

I K’ bewegt sich gegenüber K mit konstanter Geschwindigkeit ~v .

I Zur Zeit t = t ′ = 0 werde am Ursprung ein Lichtblitz erzeugt.

I Dann gilt für die Wellenfront:

K: x2 + y2 + z2 = (ct)2 (c: Lichtgeschwindigkeit)

K’: x ′2 + y ′2 + z′2 = (ct ′)2

05.11.2020 | Michael Buballa | 4



I Lorentz-Boost in x-Richtung:

I K’ bewege sich relativ zu K mit konstanter Geschwindigkeit v in x-Richtung.
I Die Richtungen der Koordinatenachsen von K und K’ stimmen überein.

Dann ergibt sich:

ct ′ = γ (ct − βx) , β ≡ v
c , γ ≡ 1√

1−β2

x ′ = γ (x − βct) ,

y ′ = y ,

z′ = z

⇒ (cτ )2 ≡ (ct)2 − x2 − y2 − z2 = (ct ′)2 − x ′2 − y ′2 − z′2 = invariant

τ : ,,Eigenzeit”
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I Rapidität: χ = 1
2 ln 1+β

1−β ⇒ γ = coshχ, βγ = sinhχ

⇒


ct ′

x ′

y ′

z′

 =


coshχ − sinhχ 0 0
− sinhχ coshχ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




ct
x
y
z


Þ formale Ähnlichkeit mit (imaginären) Drehungen
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Minkowski-Raum

I kontravarianter Vierervektor:

(
ct

~x

)
≡

(
x0

~x

)
≡


x0

x1

x2

x3

 ≡ (xµ) ≡ x

I kovarianter Vierervektor: (xµ) ≡


x0

x1

x2

x3

 ≡


x0

−x1

−x2

−x3

 =

(
x0

−~x

)
=

(
ct

−~x

)

⇒

x2 ≡ xµxµ ≡

3∑
µ=0

xµxµ = (x0)2− (x1)2− (x2)2− (x3)2 = (ct)2−~x 2 = (cτ )2

I Einstein’sche Summenkonvention:
I griechische Indizes: aµbµ ≡

3∑
µ=0

aµbµ

I lateinische Indizes: ak bk ≡
3∑

k=1
ak bk
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Metrischer Tensor

I Zusammenhang zwischen ko- und kontravarianten Vierervektoren:

xµ = gµνxν

(gµν ) = (gµν ) =

 1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1



xµ = gµνxν

(metrischer Tensor)

I Metrischer Ternsor auf sich selbst angewandt:

gµν = gµλgλν , g ν
µ = gµλgλν

⇒ (gµν ) = (g ν
µ ) =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


⇒ gµν = g ν

µ ≡ δµν ≡ δ ν
µ ≡ δνµ (in Anlehung an das Kronecker-Symbol)

05.11.2020 | Michael Buballa | 8



Metrischer Tensor

I Zusammenhang zwischen ko- und kontravarianten Vierervektoren:

xµ = gµνxν

(gµν ) = (gµν ) =

 1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


xµ = gµνxν

(metrischer Tensor)

I Metrischer Ternsor auf sich selbst angewandt:

gµν = gµλgλν , g ν
µ = gµλgλν

⇒ (gµν ) = (g ν
µ ) =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


⇒ gµν = g ν

µ ≡ δµν ≡ δ ν
µ ≡ δνµ (in Anlehung an das Kronecker-Symbol)

05.11.2020 | Michael Buballa | 8



Metrischer Tensor

I Zusammenhang zwischen ko- und kontravarianten Vierervektoren:

xµ = gµνxν

(gµν ) = (gµν ) =

 1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


xµ = gµνxν

(metrischer Tensor)

I Metrischer Ternsor auf sich selbst angewandt:

gµν = gµλgλν , g ν
µ = gµλgλν

⇒ (gµν ) = (g ν
µ ) =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


⇒ gµν = g ν

µ ≡ δµν ≡ δ ν
µ ≡ δνµ (in Anlehung an das Kronecker-Symbol)

05.11.2020 | Michael Buballa | 8



Metrischer Tensor

I Zusammenhang zwischen ko- und kontravarianten Vierervektoren:

xµ = gµνxν

(gµν ) = (gµν ) =

 1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


xµ = gµνxν

(metrischer Tensor)

I Metrischer Ternsor auf sich selbst angewandt:

gµν = gµλgλν , g ν
µ = gµλgλν ⇒ (gµν ) = (g ν

µ ) =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



⇒ gµν = g ν
µ ≡ δµν ≡ δ ν

µ ≡ δνµ (in Anlehung an das Kronecker-Symbol)

05.11.2020 | Michael Buballa | 8



Metrischer Tensor

I Zusammenhang zwischen ko- und kontravarianten Vierervektoren:

xµ = gµνxν

(gµν ) = (gµν ) =

 1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


xµ = gµνxν

(metrischer Tensor)

I Metrischer Ternsor auf sich selbst angewandt:

gµν = gµλgλν , g ν
µ = gµλgλν ⇒ (gµν ) = (g ν

µ ) =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


⇒ gµν = g ν

µ ≡ δµν ≡ δ ν
µ ≡ δνµ (in Anlehung an das Kronecker-Symbol)

05.11.2020 | Michael Buballa | 8



Lorentz-Transformationen

I Physikalische Gesetze sind invariant unter Poincaré-Transformationen

= inhomogene Lorentz-Transformationen: x ′µ = Λµν xν + aµ

= (homogene) Lorentz-Transformationen + räuml. und zeitl. Translationen

I Lorentz-Transformationen: x ′µ = Λµν xν

= Lorentz-Boosts + räuml. Drehungen︸ ︷︷ ︸
eigentlich orthochrone Lorentz-Transformationen

+ Raumspiegelg. + Zeitspiegelg.

I Beispiel: Boost entlang der x-Achse

(Λµν ) =

 coshχ − sinhχ 0 0
− sinhχ coshχ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1
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I Lorentz-Transformation der kovarianten Komponenten:

x ′µ = Λ ν
µ xν (= Definition von Λ ν

µ )

= gµα x ′α = gµα Λαβ xβ = gµα Λαβ gβν xν ⇒ Λ ν
µ = gµα Λαβ gβν

d.h. man kann auch die Indizes von Λ mit Hilfe des metrischen Tensors verschieben.

I Invarianz der Eigenzeit:

Λ ν
µ xν Λ

µ
λ xλ =

x ′µ x ′µ != xν xν

= xν gνλ xλ ⇒ Λ ν
µ Λµλ = gνλ = δνλ

kompakt: ΛTΛ = g

I Rücktransformation:

xν = gνλ xλ = Λ ν
µ Λµλ xλ = Λ ν

µ x ′ µ

⇒ xν = x ′ µ Λ ν
µ

analog: xν = x ′µ Λ
µ
ν
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Vierervektoren

I Kontra- und kovariante Vierervektoren

= vierkomponentige Objekte a, die sich unter Lorentz-Transformationen
verhalten wie (xµ) bzw. (xµ):

a ′µ =Λµν aν , aν =a ′µ Λ ν
µ ,

a ′µ =Λ ν
µ aν , aν =a ′µ Λµν ,

I Skalarprodukt: a · b ≡ aµbµ = aµbµ

⇒ a′ · b′ = a · b (analog zu x ′ µx ′µ = xµxµ)

I Beispiel: Viererimpuls p = (pµ) =
(

E/c
~p

)
mit der relativistischen Energie E =

√
m2c4 + ~p 2c2

⇒ pµpµ = E2

c2 − ~p 2 = m2c2 X
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I Vierergradienten:
∂

∂x′µ = ∂xν

∂x′µ
∂
∂x ν = Λ ν

µ
∂
∂x ν

wie xµ Þ kovariant Þ ∂
∂xµ ≡ ∂µ

∂
∂x′

µ
= ∂xν

∂x′
µ

∂
∂xν

= Λµν
∂
∂xν

wie xµ Þ kontravariant Þ ∂
∂xµ
≡ ∂µ

I Zusammenhang mit dem gewöhnlichen Dreiergradienten:

∇k = ∂
∂xk = − ∂

∂xk

⇒ (∂µ) =

(
∂
∂x0

( ∂
∂xk )

)
=

(
1
c
∂
∂t
~∇

)
, (∂µ) =

(
∂
∂x0

( ∂
∂xk

)

)
=

(
1
c
∂
∂t

−~∇

)

I d’Alambert-Operator: 2 ≡ ∂µ∂µ = 1
c2
∂2

∂t2 − ~∇2

I Tensoren zweiter Stufe: A′ µν = ΛµαΛ
ν
β Aαβ (wie xµxν )

Beispiele: Feldstärketensor Fµν , gµν , Λµν

I Tensoren n-ter Stufe. A′ µ1...µn = Λµ1
ν1

...Λµn
νn

Aν1...νn
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Lorentz-Transformationen:
weitere Eigenschaften

I Aus Λ ν
µ Λµλ = δνλ (s.o.) kann man herleiten:

I det(Λ ν
µ ) = ±1

I Λ0
0 ≥ 1 oder Λ0

0 ≤ −1
Þ Klassifizierung von Lorentz-Transf. durch die Vorzeichen von det(Λ ν

µ ) und Λ0
0

I Boosts und Drehungen: det(Λ ν
µ ) = +1, Λ0

0 ≥ 1

(können kontinuierlich aus der Identität erzeugt werden)

I Raumspiegelg.: x ′ =

(
ct ′

~x ′

)
=

(
ct

−~x ′

)
⇒ (Λµν ) =

(
1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

)
⇒ det(Λ ν

µ ) = −1, Λ0
0 ≥ 1

I Zeitspiegelg.: x ′ =

(
ct ′

~x ′

)
=

(
−ct
~x ′

)
⇒ (Λµν ) =

( −1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
⇒ det(Λ ν

µ ) = −1, Λ0
0 ≤ −1
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(
ct

−~x ′

)
⇒ (Λµν ) =

(
1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

)
⇒ det(Λ ν

µ ) = −1, Λ0
0 ≥ 1

I Zeitspiegelg.: x ′ =

(
ct ′

~x ′

)
=

(
−ct
~x ′

)
⇒ (Λµν ) =

( −1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
⇒ det(Λ ν

µ ) = −1, Λ0
0 ≤ −1
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