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JHX) = a (®*(x)9"P(x) — D(x)0HP*(x))

<
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» Nullkomponente: p = 1/ = A (62 — o2 0¥)

> eben Welle:  &(t,7) = Ne n(E=FD
2
= p= |/\[| %
» nichtrelativistischer Grenzfall: E — mc® = p— |_/\/|2 v

» Nullkomponente eines Vierervektors:
x E < Lorentzkontraktion des Volumens < gréBere Dichte
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» E kann durch VergréBerung des Impulses verringert werden.
= Stabilitatsprobleme!
» Wahrscheinlichkeitsinterpretation

ebene Welle: p = |NV[? £, negativ fur E <0
» Auflésung der Probleme erst im Rahmen der Quantenfeldtheorie

(negative Energien < Antiteilchen, p = Ladungsdichte)
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korrektes Verhalten unter Lorentz-Transformationen x — x’ = Ax

» erfillt fiir Skalarfelder V(t,7) = V(x): V'(x) = V(A" 'x)

» Coulomb-Potenzial: Nullkomponente des Viererpotenzials (A*) = <§>

» Feldstarketensor: FM = 9AY — QYA = E- und B-Felder
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mr = Ij'L =q (E+ g X é) (Lorentzkraft)
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und den Euler-Lagrange-Gleichungen %% -2 =0

aus der Lagrange-Funktion
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Ankopplung des elektromagnetisches Feldes
in der klassischen Mechanik

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

» Bewegungsgleichung einer Punktladung:
mr = Ij'L =q (E+ g X é) (Lorentzkraft)
lasstsich mit E = —V¢ — 124,
und den Euler-Lagrange-Gleichungen Fok — ok = 0
aus der Lagrange-Funktion
L(F,7) = TmrF? — qo(t,F)+ 97 A(t,7) herleiten.

» kanonisch konjugierter Impuls: p* = B = mr +%Ak

= Hamilton-Funktion:

H=F-p—L=1mrP+qp= 5ol +qo
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ohne elektromagnetisches Feld: E = H

= Effekt des elektromagnetisches Feldes:
E - E—qo, p— p— %Z\ ~minimale Substitution”

N q
» kovariant:  p* — pt — ZAH
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& H-qo = 7(5-%2)2

2m

ohne elektromagnetisches Feld: E = H

= Effekt des elektromagnetisches Feldes:
E - E—qo, p— p— %Z\ ~minimale Substitution”

> kovariant: pt — pt — ZAH
» analoge Ersetzungsvorschrift in der QM:
i+ 0 i+ 0 iRy, iRy 7

> kovariant: D, = 0, + 75LA,
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(r-24)

2m

& H-qo =

]
“m

ohne elektromagnetisches Feld: E = H

N
3

= Effekt des elektromagnetisches Feldes:
E—E-qp, P— p-—2A ,minimale Substitution”

> kovariant: pt — pt — ZAH
» analoge Ersetzungsvorschrift in der QM:
i+ 0 i+ 0 iRy, iRy 7

» kovariant: D, = 8u+;,;—chu ,kovariante Ableitung”!

"Der Name hat nichts mit Lorentz-Kovarianz zu tun, sondern mit dem Verhalten unter
Eichtransformationen.
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— Klein-Gordon-Gleichung im elektromagnetischen Feld:

0.0 +

mc

) Jotn

0
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[DND“ + (%ﬂcb(x) -0

> explizit:

(00 12) (o ) () ot =
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— Klein-Gordon-Gleichung im elektromagnetischen Feld:

[D D" + (mc) }cb(x) -0
h

> explizit:

(0320 5) (5 Joe -

» nicht explizit kovariante Form:

(ih%— ) (t,7) = [( v- 94 ) 02+m204}d>(t,F)
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— Klein-Gordon-Gleichung im elektromagnetischen Feld:

[D D" + (mc) }cb(x) -0
h

> explizit:

(02 5) (5 Jo -

» nicht explizit kovariante Form:

(ih%— ) (t,7) = [( v- 94 ) 02+m204}d>(t,F)

c

» erhaltener Viererstrom: (— Ubung)
) = g (ST () D(x) — D(x)IHP*(x)) — & O*(X)P(x)A*(x)

2m
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» Schrédinger-Gleichung:
E= % +V = DG 1. Ordnung int, 2. Ordnung in ¥
= E nach unten beschrankt, aber Gleichung nicht Lorentz-kovariant

» Klein-Gordon-Gleichung:
E? = p2c? + m®c* — DGI. 2. Ordnungintund 7

= Lorentz-kovariant, aber E = ++/B2¢2 + m2¢* nicht nach unten beschrankt
» Alternativen?

» Einschrankung auf positive Wurzel:  E = +y/m2c* + p2c2
= ihd ¢ = Vmct — h2c2V2y = (m2 — V2 - ot )y

— nichtlokale Theorie (beliebig hohe Gradienten)

— akausal (Ausbreitung von Signalen mit Uberlichtgeschwindigkeit)
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» Ansatz von Dirac: 1. Ordnung in Raum- und Zeitkoordinaten

/hg (t,7) = Hp(t,7) := (hcakak+6mc> P(t,7)

freie Dirac-Gleichung in nicht explizit kovarianter Form (1928)

» o, B: zu bestimmende Konstanten
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» Ansatz von Dirac: 1. Ordnung in Raum- und Zeitkoordinaten

/hg (t,7) = Hp(t,7) := (hcakak+6mc> P(t,7)

freie Dirac-Gleichung in nicht explizit kovarianter Form (1928)

» o, B: zu bestimmende Konstanten
» Rotationsinvarianz:
zumindest o keine gewdhnliche Zahlen — Matrizen

» zweimalige Anwendung der Gleichung:

(ih2) 0 = ihd Hop = HB o = (12 akdy + Bmc?) (B8 o) + Bmc?) o)
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(ih2)2 0 = (B2 akdy + Bmc?) (1€ a'd) + Bmc?)
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<
|

= (22 kO + Bmc?) (22 /9 + pmc®) ¢

= (—h202 ool 00 + ? mc? (o B + BaX)Ok + mzc“ﬁz) P
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(ih2)2 0 = (B2 akdy + Bmc?) (1€ a'd) + Bmc?)
= (—h202 ool 00 + ? mc? (o B + BaX)Ok + mzc“ﬁz) P
2 o, o K he o, k +

(—112c {o¥ '} Okd + 2 mc® {ak, B} 0 + nPctB?) o

mit dem Antikommutator {A, B} = AB + BA.
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(ih2)2 0 = (B2 akdy + Bmc?) (1€ a'd) + Bmc?)
(—h202 ool 00 + ? mc? (o B + BaX)Ok + mzc“ﬁz) P
= (—2 o o'l Ok ag al, K +
( ;FLZCZ{ k ’}68/+h, mc? {a¥, B} Ok + mPc*2) ¥

mit dem Antikommutator {A, B} = AB + BA.

» Begrindung fur den letzten Schritt:

3 3
akal k0 = Y okl 0koy = % > (aka’ OO + o'k 8/3k)

K,I=1 K=
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(ih2)2 0 = (B2 akdy + Bmc?) (1€ a'd) + Bmc?)
(—h202 ool 00 + ? mc? (o B + BaX)Ok + mzc“ﬁz) P

= (—1h2c® {ak, o'} k0, + ¢ mc® {oX, B} Ok + mPct32)
mit dem Antikommutator {A, B} = AB + BA.

» Begrindung fur den letzten Schritt:

3 3
akal k0 = Y okl 0koy = ; > (aka’ OO + o'k 8/3k)

K,I=1 K=

Me

(ako/ + a’ak) ok0) = % {ak, a’} OkO)
1

1
2
k
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> also:
(ing)° v = (= 11262 {ak, o} 040y + 1 mc? {ak, B} O + mPc* 2 ) v
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» also:

(ing)° v = (= 11262 {ak, o} 040y + 1 mc? {ak, B} O + mPc* 2 ) v
» angewendet auf eine ebene Welle (f,7) = 1o e~ #(E—PD
E2y = (15 {ak, o'} pupy 2 + {a¥, B} pmc® + mzc462>¢
< (BP2c? + mPc*)y

= ¥ und 3 sind Matrizen mit

{ak,al} — 2(5“, {Oék,ﬁ} — 0, ﬁZ = 1
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