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©(p) +lpx
(mm)e

» alternativer Ansatz: (x) = 1, ’(x)
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ii) negative Energien

» einzige Stelle, an der zuvor E > 0 einging:  Eliminierung von x
— E < 0: gleicher Ansatz, aber eliminiere ¢

» alternativer Ansatz: (x) = w}f)(x) = (so(p)) ethPX

= =

» schreibe nach wievor: p-x=Et—p-X

|
= in2 ¢S (x) = ~EyS'(x) — Energie=—E < 0= E>0
b e (x) = =By (x) = Impuls = —p
» Ersetzung (E,p) — (—E, —p) < Vertauschung ¢ < x

1
0

. - 0 5,“
= lin. unabh. Lésungen: x4 = N<1 > Xy = N( >; o(p) = Epe X(P)

19.11.2020 | Michael Buballa | 1



Zusammenstellung der freien Losungen TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

» positive Energie:

UENX) = us(P) e 7P

() = ( L Lrdp)

Ermc2 P14 (P)

» negative Energie:

U5I(x) = ve(P) enP

. _G-pc_ . /0 . L (1
vio(P) = (02 ’”;“’3’), x+(P) =N(p)< ) x1(B) =N(p)( )
X1.4(P) 1 0

» inbeiden Fallen: p-x = Et—p-X mit E =+1/p2c?+ m2c*
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> explizit:

U'5=U1Px+azpy+03pz= ( Pz ,Dxlpy>

Px + ipy —Pz

1 0

. ﬁ 0 . . 1
= w(p) = N(p) p:C , W(p) = N(P) | Gipe
E+mc? E+mc?

(Px""pv)c —pzC

E+mc? E+mc?

(px—ipy)c pzC

E+mc? E+mc?
N —PzC (px+ipy)c
vi(P) = N(P) E+8702 . wva(p) = N(p) ETCZ

1 0
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» Wahrscheinlichkeitsdichte:
Yl = Py% = 10 mit Viererstrom j* = cypytep

— sollte sich proportional zu p° = E transformieren, z.B. 4Ty = -£;

m

» positive Energien:

)
ATl
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» Wahrscheinlichkeitsdichte:
Yl = Py% = 10 mit Viererstrom j* = cypytep
— sollte sich proportional zu p° = E transformieren, z.B. Ty = %

» positive Energien:

ot @ = =4 o) B)-2-BC ¢S(5)
vk s = ul(P)us@) = (£LP), Pl(F) L) (02 995(5))
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Yl = Py% = 10 mit Viererstrom j* = cypytep

— sollte sich proportional zu p° = E transformieren, z.B. 4Ty = -£;
» positive Energien:

AT - - &-pe s(B)
sk wsh = ul(B) us(B) = (@i(B), gol(p)arﬁcz)( f,pf >
E+mc2 ('DS '6)
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» Wahrscheinlichkeitsdichte:

Yl = Py% = 10 mit Viererstrom j* = cypytep

— sollte sich proportional zu p° = E transformieren, z.B. 4Ty = -£;
» positive Energien:

@@ _ G- ( ®s(P) >
¢p,s d)p Us(P) Us(p) (‘Ps(p) @s(p) E+mc2) Ef:nggz os(B)

= (1+ e ) lesPI - £ W2

» analog fiir negative Energien: w;,;”qﬁ;;) = vi(P) vs(P) = =2E L IN(B)?
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» Wahrscheinlichkeitsdichte:

Yl = Py% = 10 mit Viererstrom j* = cypytep

— sollte sich proportional zu p° = E transformieren, z.B. 4Ty = -£;

v

positive Energien:

+ + — - &.BC S(ﬁ)
P ) = B usB) = (l(B), gol(p)arﬁcz)( f,p‘i )

E+mc2 905'5)
= (1+ ) lesBE = 2 NP
» analog fiir negative Energien: w;,;)%;;) = vi(P) vs(P) = =2E L IN(B)?

-, -, | -
> Forderung: ul(B) us(B) = W(B) vs(B) = £z = N(P) = /525
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Weitere Relationen
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Mit der Normierung
> Uus(P) us(B) = @Vs(P) = L

gelten auch die Orthonormierungsrelationen

5rs = C’s(ﬁ)us(ﬁ) = 1:

> U, (B)us(B) = —7(B)vs(P)

vs(P)vs(P) = —1

> U(P)vs(P) = ¥ (p)us(P) = O
» u(P)us(P) = vi(B)Tvs(P) = %&s
> u(B)'vs(—P) = Vv (B)Tus(—P) = 0
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> (i = B)d(x) =0, ¥(x) = Yps(x) = Us(P) & #P* = pus(P) = mc us(p)

B(X) = V5 (X) = vs(B) € HPX = pVs(B) = —mc vs(P)
:tp+mc
2me

— Projektionsoperatoren auf pos. / neg. Energien: Ai =
= A(P)us(P) = us(),  A.(P) vs(p) = 0
A_(p) us(p) = 0, A_(p) vs(P) = vs(P)
A2 = A, N2 = A, ANN_ = AA =0
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> (i = B2)d(x) =0, ¥(x) = Yps(x) = us(P) e P = pus(P) = me us(p)

D(x) = Y53 (X) = vs(B) € 7P = ps(B) = —me vs(P)
:tp+mc
2me

— Projektionsoperatoren auf pos. / neg. Energien: Ay =
= A(P)us(P) = us(),  A.(P) vs(p) = 0
A_(p) us(p) = 0, A_(p) vs(P) = vs(P)
A2 = A, N2 = A, AN =N A =0
> Aus den Orthonormierungsrelationen folgt andererseits:
2
E u-(P) Ty (P) us(P) = us(p Z ur(P) () vs(P) = 0 = A.(P) = > u(P) ()
N—— E/_/

=5y =0 2
analog:  A_(p) =—>_ v+(P)(P)
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> (i = B)d(x) =0, ¥(x) = Yps(x) = Us(P) & #P* = pus(P) = mc us(p)

B(X) = V5 (X) = vs(B) € HPX = pVs(B) = —mc vs(P)
:tp+mc
2me

— Projektionsoperatoren auf pos. / neg. Energien: A4 =
= AP us(P) =us(P),  A.(P)vs(P) =0
A-(p) us(p) = 0, A_(P) vs(P) = vs(P)

A2 = A, N2 = A, NAZ = AA, =0

» Aus den Orthonormierungsrelationen folgt andererseits:
2

2
A.(P) = Z_; ur(P)r(B),  A-(P) =—3_ ve(P)Vr(P)

2
= L u@uE =55 v = G
r=
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E

» masselose Teilchen: m=0 = .= divergiert

vi(B)vs(B) = 2E
7s(B)vs(B) = 0

— wihle andere Normierung, z.B.  u (B)us(p)

= Us(p)us(P)
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Anmerkungen TECHNISCHE
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» masselose Teilchen: m=0 = micz divergiert
— wihle andere Normierung, z.B.  ul(B)us(B) = Vi (B)vs(P) i1oF
= Us(P)us(P) = Vs(P)vs(P) = 0

» Wie in der nichtrel. QM will man eigentlich Wahrscheinlichkeiten normieren,
ein Teilchen in einem bestimmten Volumen (oder im ganzen Raum) zu finden:

JdBx iy =1
v

Man behalt auch dann die Normierung der u; und v; bei und fiihrt zusatzliche
Normierungsfaktoren ein.
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» Dirac-Gleichung: (i@ — %)w =0 linear und homogen
= Superpositionen von Lésungen sind ebenfalls Lésungen.

— Wellenpaket:
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» Dirac-Gleichung: (i@ — %)w =0 linear und homogen
= Superpositionen von Lésungen sind ebenfalls Lésungen.

— Wellenpaket:

Y = [ ohs ( Us(B) &~ #PX + d* (B, s) vs(B) e7P*)

» Fourierkoeffizienten b(p, s), d(p, s)
» komplexe Konjugation d*: hier Konvention (bekommt Bedeutung in der QFT)
» Lorentzinvariantes Integralmalf3:

f(zfrga ’",:92 2rhme [ 2‘::5 5(p® — mPc®) mit E=+/p2c®+ mic

» Normierung: [ d®x 4T (x)y(x) < 1
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» Dirac-Gleichung: (i@ — %)w =0 linear und homogen
= Superpositionen von Lésungen sind ebenfalls Lésungen.

— Wellenpaket:

Y = [ ohs ( us(B) e~ #PX + d* (B, s) vs(P) e7P)

» Fourierkoeffizienten b(p, s), d(p, s)
» komplexe Konjugation d*: hier Konvention (bekommt Bedeutung in der QFT)
» Lorentzinvariantes Integralmalf3:

f(zfrga ’",:92 2rhme [ 2‘::5 5(p® — mPc®) mit E=+/p2c®+ mic

» Normierung: fd3X1/)T X)p(x) = 1

o [k Z(\b S)2+d(B,8)]?) = 1 zeitunabhingig v
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» Instabilitatsproblem:
E
. E Z ]/ 62"' m2
m Ein Elektron kdnnte seine Energie durch
Abstrahlung von Photonen immer weiter

verringern.

(alle Bilder in diesem Abschnitt in ,natUrlichen Einheiten”: ¢ = 1)
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2.8 Interpretation der Lésungen

3 . i TECHNISCHE
mit negativer Energie YISl
» Instabilitatsproblem:
E
E Z ]/ 62"' m2
m Ein Elektron kdnnte seine Energie durch
Abstrahlung von Photonen immer weiter

verringern.

mi

(alle Bilder in diesem Abschnitt in ,natUrlichen Einheiten”: ¢ = 1)

= Alle Atome wirden zerfallen (Lebensdauer 7 = 0)!
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» physikalisches Vakuum (,,Dirac-See”): ‘ unbesetzt
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» alle Zustande mit E > 0 unbesetzt
» alle Zustdnde mit E < 0 besetzt
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Losungsvorschlag von Dirac: ,Lochertheorie ECHNISCHE
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E

» physikalisches Vakuum (,,Dirac-See”): ‘ unbesetzt
m

» alle Zustande mit E > 0 unbesetzt
» alle Zustdnde mit E < 0 besetzt

= Zerfall zusétzlicher E > 0-Fermionen in Zusténde -m

negativer Energie Pauli-verboten!

etzt

bes
7

» besetzter Dirac-See:

» Energie und Ladung des Vakuums = —oo (fUr Elektronen)
» ,Renormierung”:
Energie und Ladung werden relativ zum gefiliten Dirac-See gemessen.
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» Konsequenz: E

Durch Einstrahlung eines (virtuellen) Photons mit
E > 2mc? kann man ein Elektron aus dem Dirac-See °

in einen Zustand positiver Energie anregen: m
Erzeugung eines , Teilchens” mit Energie Er > 0
und eines ,Lochs” im Dirac-See -m i
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» Konsequenz: E

Durch Einstrahlung eines (virtuellen) Photons mit
E > 2mc? kann man ein Elektron aus dem Dirac-See °
in einen Zustand positiver Energie anregen: m

Erzeugung eines , Teilchens” mit Energie Er > 0
und eines ,Lochs” im Dirac-See -m \

> Interpretation der Locher: 7
fehlendes Teilchen mit Energie E; < 0, Impuls g, Spin s;, Ladung qy, ...
= Antiteilchen mit Energie —E; > 0, Impuls —p;, Spin —s;, Ladung —q, ...
— Paarerzeugung: ~+* — ete™

» Umkehrprozess: ete~ — ~* (Paarvernichtung)
Teilchen fallt unter Emission eines virtuellen Photons in ein Loch zurtick.
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» spektakularster Erfolg:

Basierend auf diesen Uberlegungen hat Dirac das Positron vorhergesagt,
bevor es 1932 von Anderson entdeckt wurde.
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Diskussion
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» spektakularster Erfolg:
Basierend auf diesen Uberlegungen hat Dirac das Positron vorhergesagt,
bevor es 1932 von Anderson entdeckt wurde.
» Probleme:
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» Loéchertheorie aus moderner Sicht:

» Das Boson-Problem wird im Rahmen der QFT gelést,
die auch auch die Léchertheorie fir Fermionen tberflissig macht.

» Allerdings hat das Vakuum der QFT gewisse Ahnlichkeiten mit dem
Dirac-See: Die QFT erweitert dieses Konzept auf eine Weise, die auch
fir Bosonen funktioniert.

» Das oco-Vielteilchenproblem bleibt bestehen.
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» Das Konzept der Léchertheorie findet bis heute
Anwendung in der Vielteilchentheorie, z.B. in der
Festkdrperphysik oder in der Kernphysik.

Hier betrachtet man Teilchen-Loch-Anregungen im
Fermi-See, wahrend der Dirac-See meist
vernachlassigt wird.

Fermi-See”Z

\\

Dlrac See
T
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» Lochertheorie:

» e¢* =fehlendes e~ negativer Energie
» Erzeugung eines e* = Vernichtung eines e~ negativer Energie

» Vernichtung eines e* = Erzeugung eines e~ negativer Energie

— Das e~ negativer Energie breitet sich rlickwarts in
der Zeit aus!
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Physikalischer Prozess:

e- et
E=E.>0 E=E;>0
g=-e g=+e

Y
E=E.+E, >0
q=0

Energie- und Ladungsbilanz stimmen!
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» Erhebung zum allgemeinen Prinzip:

Teilchen positiver Energie bewegen sich vorwarts,
Teilchen negativer Energie riickwarts in der Zeit.
Letztere entsprechen Antiteilchen positiver Energie,
die sich vorwarts in der Zeit bewegen.
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