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» 1. Beispiel: Boost entlang der x-Achse

coshy —sinhxy 0 O

AR —sinhxy coshx 0 O
Ax) = (W) = 0 o1
0 0 0 1
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» 1. Beispiel: Boost entlang der x-Achse

coshx —sinhy 0 O

AR —sinhy coshxy O O
AX) = (A*,) = 0 AR
0 0 0 1

Zerlege x in N Teilintervalle X, N — oo

1 - 0 0
X\ — —X 1 0 O X7 —
- A(N) = (/\P'V) = % 0 1 0 =1+ NI = (g#y)+(Aw#y)
0 0 0 i
0 -1 0 0
mit Z = (Z#)) = _2) g g 8 ) (= iKy, Ky: Generator des Boosts)
0 0 0 O
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» 1. Beispiel: Boost entlang der x-Achse

coshx —sinhy 0 O

AR —sinhy coshxy O O
AX) = (A*,) = 0 AR
0 0 0 1

Zerlege x in N Teilintervalle X, N — oo

1T =X 0 0
Xy X 10 0 X _
- A(N) = (/\P'V) = % 0 1 0 =1+ NI = (g#y)+(Aw#y)
0 0 0 1
0 -1 0 0
mit Z = (Z")) = _2) g g g (= iKy, Kjy:Generator des Boosts)
0 0 0 O

= A = lm AME) = tim (1+37)"

N— oo N— oo
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» 1. Beispiel: Boost entlang der x-Achse

coshx —sinhy 0 O

AR —sinhy coshxy O O
AX) = (A*,) = 0 AR
0 0 0 1

Zerlege x in N Teilintervalle X, N — oo

1 - 0 0
—-X 1.0 0
SR =W =T g o | = THRT = (@) (W)
0 0 0 1
0 -1 0 O
mit 7 = (I*) = _2) g g 8 = iKy, Ky: Generator des Boosts)
0 0 0 O
= A= Im AYE) = tim (1+237)" = exp(xT)

N— oo N— oo
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» 1. Beispiel: Boost entlang der x-Achse

coshx —sinhy 0 O

AR —sinhy coshxy O O
AX) = (A*,) = 0 AR
0 0 0 1

Zerlege x in N Teilintervalle X, N — oo

1 - 0 0
X\ — X 1 0 O X _
S A=) =[N o] | = 1R = (g + (Awk)
0 0 0 1
0 -1 0 0
oo -1 0 0 0 .
mit Z = (Z#,) = o 0 0 0 = iKx, K: Generator des Boosts)
0 0 0 0

= A= Jim A = dim (14 30)" expd) =3 X T

N— oo N— oo
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Spinor-Transformation:

SIN) = Jim SN (A(R))

N— oo
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Spinor-Transformation:

SA) = lim SN (AX)) = lim (1 -1 Aw g,5)"

N— oo N—oo
§Ios
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Spinor-Transformation:

SA) = lim SN (AX)) = lim (1= Aw 5,5)" = exp (HIXTF 5,)

N— oo N—oo
§Ios
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Spinor-Transformation:

SA) = lim SN (AX)) = lim (1= Aw 5,5)" = exp (HIXTF 5,)

N— oo N—oo
¥Ioo

Iaﬁ Oap = Im 001 +I100'10 = 2101 go1 = 2:[01 001 = —20’01
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Spinor-Transformation:

SA) = lim SN (AX)) = lim (1= Aw 5,5)" = exp (HIXTF 5,)

N— oo N—oo
¥Ioo

Iaﬁ Oap = Im 001 +I100'10 = 2101 go1 = 2:[01 001 = —20’01

=—i[y% "= —2i7%" = ~2ia'
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Spinor-Transformation:

SA) = lim SN (AX)) = lim (1= Aw 5,5)" = exp (HIXTF 5,)

N— oo N—oo
¥Ioo

Iaﬁ Oap = Im 001 +I100'10 = 2101 go1 = 2:[01 001 = —20’01

=—i[y% "= —2i7%" = ~2ia'

~ SN =exp (—Xa') = 3 4 (%) (a")"
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Spinor-Transformation:

SA) = lim SN (AX)) = lim (1= Aw 5,5)" = exp (HIXTF 5,)

N— oo N—oo
XTap
N
Iaﬁ Oap = Im 001 +I100'10 = 2101 go1 = 2:[01 001 = —20’01

=—i[y% "= —2i7%" = ~2ia'

LERT@) = (5 T) @) e

18

= SN = (~3a") =,

>
Il
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Spinor-Transformation:

SA) = lim SN (AX)) = lim (1= Aw 5,5)" = exp (HIXTF 5,)

N— oo N—oo
¥Ioo

Iaﬁ Oap = 1'01 001 +I100'10 = 2101 go1 = 2:[01 001 = —20’01
=—i[y% "= —2i7%" = ~2ia'

n=0
S x\2n 1 x\2m 4
=,§w(—§) “*Z;W(_E) o
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Spinor-Transformation:

SA) = lim SN (AX)) = lim (1= Aw 5,5)" = exp (HIXTF 5,)

N— oo N—oo
¥Ioo

Iaﬁ Oap = 1'01 001 +I100'10 = 2101 go1 = 2:[01 001 = —20’01

=—i[y% "= —2i7%" = ~2ia'

n=0
S x\2n 1 x\2m 4
=,§w(—§) “*Z;W(_E) o

=cosh (£) 1 —sinh (X) o
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Spinor-Transformation:

SIN) = lim Y (AX)) = lim (1= 5 A0 g,5)" = exp (—iXT0 0,)

N— oo N—oo
¥Ioo

Iaﬁ Oap = 1'01 001 +I100'10 = 2101 go1 = 2:[01 001 = —20’01

=—i[y% "= —2i7%" = ~2ia'

n=0 0
0o on ) 2n+1
=n§0(21n)| (-%) 11+n§0ﬁ(—%) 1
) R cosh(¥)  —sinh(¥)o’
=cosh (¥) 1 —sinh (%) a <—smh (3)o'  cosh(%)
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> 2. Beispiel: Drehung um die z-Achse

1 0 0 0
Ap) = (M) = 0 ~cosp sinp O (passive Transformation, d.h. Drehung
v = vl = 0 —sinp cosey O des Koordinatensystems um ¢)
0 0 0 1
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> 2. Beispiel: Drehung um die z-Achse

1 0 0 0
Ap) = (M) = 0 ~cosp sinp O (passive Transformation, d.h. Drehung
v = vl = 0 —sinp cosey O des Koordinatensystems um ¢)
0 0 0 1
analoges Vorgehen — S(A(¢)) = exp (i50") =cos (§) +isin (%) o2

0‘2=£[v1,72]=iv‘v2=i(_i1 2)(_0 ) ( )EZS
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> 2. Beispiel: Drehung um die z-Achse

1 0 0 0
Ap) = (M) = 0 ~cosp sinp O (passive Transformation, d.h. Drehung
v = vl = 0 —sinp cosey O des Koordinatensystems um ¢)
0 0 0 1

analoges Vorgehen — S(A(y)) = exp (i£0'?) = cos (£) +isin (£) o'

0‘2=£[v1,72]=iv‘v2=i(_?,1 2)(_?, ) ( )EZS

» interesante Eigenschaft: ¢ =27 = S=-1 = ¢ =—9¢
p=d4r = S=+1 = Y =4
» hangt mit Spin-% zusammen
» Observable: bilinear in v (z.B. j* = 1)y*"1)) = Vorzeichen fallt heraus
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» Drehung um eine beliebige Achse:

S= exp(% )Z) =cos (£) +isin(£) £
= Richtung der Drehachse

€ 16y

€ 16y

7| = Drehwinkel,

()

a o
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» Drehung um eine beliebige Achse:
S=exp (i? : )f) =cos (£) +isin(%) X
|G| = Drehwinkel, g = Richtung der Drehachse

@l
>f=<5 0>
0 &

» weitere Eigenschaften von S:
» Rotationen: Sf=8"" (unitar)
» Boosts: St=8 (hermitesch)
» beides: 708140 = 51
= =910 = (S9)17° = pTSTH0 = 708140 = S~

€ 16y
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» bisherige Perspektive: passive Transformationen

Der selbe physikalische Prozess wird in zwei Inertialsystemen K und K’
beschrieben, die durch eine Lorentz-Transformation in einander tberfihrt
werden kénnen.

K=K = x—=x'=Ax, 9¥x)—(x)=S8(x)
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» bisherige Perspektive: passive Transformationen

Der selbe physikalische Prozess wird in zwei Inertialsystemen K und K’
beschrieben, die durch eine Lorentz-Transformation in einander tberfihrt
werden kénnen.

K=K = x—=x'=Ax, 9¥x)—(x)=S8(x)

» aquivalent: aktive Transformationen
= Transformation des physikalischen Systems in umgekehrter Richtung

z.B. Drehung des physikalischen Systems im Uhrzeigersinn
= Drehung des Koordinatensystems gegen den Uhrzeigersinn

30.11.2020 | Michael Buballa | 5



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Seien im Folgenden:
» (x): urspringlicher Spinor beschrieben in K
» 1)(x): aktiv gedrehter Spinor beschrieben in K
» K’ ein Koordinatensystem, das mitgedreht wurde

30.11.2020 | Michael Buballa | 6



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Seien im Folgenden:
» (x): urspringlicher Spinor beschrieben in K
» 1)(x): aktiv gedrehter Spinor beschrieben in K
» K’ ein Koordinatensystem, das mitgedreht wurde
= 1) sieht in K’ genauso aus wie v in K:

' (x') = (x’) (gleiches Argument auf beiden Seiten!)
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Seien im Folgenden:
» (x): urspringlicher Spinor beschrieben in K
» 1)(x): aktiv gedrehter Spinor beschrieben in K
» K’ ein Koordinatensystem, das mitgedreht wurde
= 1) sieht in K’ genauso aus wie v in K:

' (x') = (x’) (gleiches Argument auf beiden Seiten!)
Il I

SP(x)  P(Ax)
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Seien im Folgenden:
» (x): urspringlicher Spinor beschrieben in K
» 1)(x): aktiv gedrehter Spinor beschrieben in K
» K’ ein Koordinatensystem, das mitgedreht wurde
= 1) sieht in K’ genauso aus wie v in K:

' (x') = (x’) (gleiches Argument auf beiden Seiten!)
Il I

SH(x) $(Ax)
= J(x) = SY(AX)

mit den Matrizen S und A der passiven Transformationen
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> P(x) = ST (M)
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> P(x) = STTP(Ax)
» infinitesimale Transformationen:
A, =gt + Aw”, = A XY =x"+ AwH x

S=1- %Aw’“’aw = S '=14+ %Aw‘“’aw

30.11.2020 | Michael Buballa | 7



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

> P(x) = STTP(Ax)

» infinitesimale Transformationen:
A, =gt + Aw”, = A XY =x"+ AwH x
S=1- %Aw’“’aw = S '=14+ %Aw‘“’aw

= P(Ax) = 1/1((X“ + Aw“yx"))
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> P(x) = STP(Ax)
» infinitesimale Transformationen:
N =gh + Awt, = M XY =xP 4+ Awk x¥
S=1- %Aw’“’aw = S '=14+ %Aw‘“’aw
= P(AX) = Y ((x" + Awk,x"))
= P(X) + (0u1(X)) - DwH X7 = (1+ Awr, x"0,,) 1(X)
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> P(x) = STP(Ax)
» infinitesimale Transformationen:
N =gh + Awt, = M XY =xP 4+ Awk x¥
S=1- %Aw’“’aw = S '=14+ %Aw‘“’aw
= P(AX) = Y ((x" + Awk,x"))
= P(X) + (0u1(X)) - DwH X7 = (1+ Awr, x"0,,) 1(X)

= P(x) = [1+ Awl”(x,0, + 10,,)] V(x)
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> P(x) = STP(Ax)
» infinitesimale Transformationen:
AN =gh )+ Awt, = N XY = xF+ Awk xY
S=1-1Aws,, = S '=1+iAwv0,,
= P(AX) = Y ((x" + Awk,x"))
= P(X) + (0u1(X)) - DwH X7 = (1+ Awr, x"0,,) 1(X)
= P(x) = [1+ Awl”(x,0, + 10,,)] V(x)

Ve N
von A — auch fuir Skalarfelder von S™' — spezifisch fiir Dirac-Spinoren

30.11.2020 | Michael Buballa | 7



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

» inifinitesimale Drehung um die z-Achse: Aw'? = —Aw?' = —§¢p
= P(x) = [1 = dp(XeDr — X102 + 5012)] Y(X)
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» inifinitesimale Drehung um die z-Achse: Aw'? = —Aw?' = —§¢p
= P(x) = [1 = dp(XeDr — X102 + 5012)] Y(X)

= [1 = 0p(x" b — x*h % + 5 7%) ] wix)
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» inifinitesimale Drehung um die z-Achse: Aw'? = —Aw?' = —§¢p
= P(x) = [1 = dp(XeDr — X102 + 5012)] Y(X)
- - 40 e — st + 159 ot

i Ox?

= [1— Lop S wix)

J=L+8 Gesamtdrehimpuls
mit L=Fxp=Fx 1V Bahndrehimpuls

2 pe (00O )

S=22=2<0 &) Spin
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» inifinitesimale Drehung um die z-Achse: Aw'? = —Aw?' = —§¢p
= P(x) = [1 = dp(XeDr — X102 + 5012)] Y(X)
- - 40 e — st + 159 ot

i Ox?

= [1— Lop S wix)

J=L+8 Gesamtdrehimpuls
[Py B_7y hT .

mit L=rxp=rx=zV Bahndrehimpuls
2 pe (00O )
S=22=2<0 &) Spin

» endliche Drehung um eine belibige Achse: | )(x) = exp (—;iaﬁ- j) P(x)
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Gesamtdrehimpuls: weitere Eigenschaften TECHNISCHE
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> [HD,j] =0 = Erhaltungsgréfe, gemeinsame Eigenzustande
(gilt auch mit radialsymmetrischen Potenzial)

dagegen: [Hp, L] = —[Hp, S] #0
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> [HD,j] =0 = Erhaltungsgréfe, gemeinsame Eigenzustande
(gilt auch mit radialsymmetrischen Potenzial)

dagegen: [Hb, L] = —[Hp, 5] #0
> [ A= iR JF, U U] = inek LK, (S, 8] = ik S
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Gesamtdrehimpuls: weitere Eigenschaften TECHNISCHE

UNIVERSITAT
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> [HD,j] =0 = Erhaltungsgréfe, gemeinsame Eigenzustande
(gilt auch mit radialsymmetrischen Potenzial)

dagegen: [Hp, L] = —[Hp, S] #0
> [, ] = ik KL U] = ikl LK, [ST, O] = ihelk Sk
» Hp, L2, S2, J2 und JX vertauschen miteinander

— gemeinsame Eigenzusténde: |E,{, s = %j mj) (aber nicht my, ms)

30.11.2020 | Michael Buballa | 9
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» Helizitatsoperator: h=1% -

il‘bl

» p= 2 = Impulsoperator,

|
|8 kann man Gber Impulseigenzustéande definieren
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~ —

» Helizitatsoperator: h=% - \%
» p=" = Impulsoperator,

|
|8 kann man Gber Impulseigenzustéande definieren

» [Hp,h]=0 — gemeinsame Eigenzustande

aber: [Hp, Y- ] # 0, wenn A nicht parallel zu g ist.
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Helizitat TECHNISCHE
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~ —

» Helizitatsoperator: h=1X - %
» p= 2 = Impulsoperator,

|8 kann man Gber Impulseigenzustéande definieren

» [Hp,h]=0 — gemeinsame Eigenzustande
aber: [Hp, Y- ] # 0, wenn A nicht parallel zu g ist.
» h2=1 = Eigenwerte von h: +1

» rechtshandige Spinoren: h = +¢  (Impuls und Spin parallel)
» linkshandige Spinoren: My = —¢»  (Impuls und Spin antiparallel)
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2.13 Diskrete Symmetrietransformationen TECHNISCHE
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1. Raumspiegelung (Paritatstransformation)

1 0 0
ct ct 0 -1 0 0

H . AN — 14 —
» Koordinaten: (x’*) = (7> = <_7) = M= 40 o -1 o
0 o0 -1
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2.13 Diskrete Symmetrietransformationen ECHNISCHE
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1. Raumspiegelung (Paritatstransformation)

v . 10 0 0

; c ¢ 0o -1 0 0

. A _ moy _

» Koordinaten: (x"#) = (7> = <_7) = M)=10 o -1 o
0o 0o o0 -1

» Spinortransformation: ¢’(x’) = S(A) ¥ (x) = Py(x), P: Paritatsoperator
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2.13 Diskrete Symmetrietransformationen ECHNISCHE
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1. Raumspiegelung (Paritatstransformation)

v . 10 0 0

i c ¢ 0 -1 0 0

. A _ moy _

» Koordinaten: (x’*) = (7> = <_7) = M)=10 o -1 o
o 0 o0 -

» Spinortransformation: ¢’(x’) = S(A) ¥ (x) = Py(x), P: Paritatsoperator
Wir haben allgemein gezeigt: S™"(A)y”S(A) = N M

P71’YOP - '70
P_1’VKP =—’Yk
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2.13 Diskrete Symmetrietransformationen ECHNISCHE

UNIVERSITAT
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1. Raumspiegelung (Paritatstransformation)

v . 10 0 0

i c ¢ 0 -1 0 0

. A _ moy _

» Koordinaten: (x’*) = (7> = <_)?) = M)=10 o -1 o
o 0 o0 -

» Spinortransformation: ¢’(x’) = S(A) ¥ (x) = Py(x), P: Paritatsoperator
Wir haben allgemein gezeigt: S™"(A)y”S(A) = N M
P71’YOP - '70

PInkp = ok } = P=npy% np=const.
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2.13 Diskrete Symmetrietransformationen ECHNISCHE
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1. Raumspiegelung (Paritatstransformation)

v . 10 0 0

i c ¢ 0 -1 0 0

. A _ moy _

» Koordinaten: (x’*) = (7> = <_7) = M)=10 o -1 o
o 0 o0 -

» Spinortransformation: ¢’(x’) = S(A) ¥ (x) = Py(x), P: Paritatsoperator
Wir haben allgemein gezeigt: S™"(A)y”S(A) = N M
P71’YOP - '70
- P= 0, = const.
P—1,VkP _ _,yk nevy ne
Wahrscheinlichkeitserhaltung:

I () 2Pt )x) = PIP=1 = pp=6® = P=g¥y°
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2.13 Diskrete Symmetrietransformationen CECHNISCHE

UNIVERSITAT
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1. Raumspiegelung (Paritatstransformation)

v . 10 0 0

i c ¢ 0 -1 0 0

. A _ moy _

» Koordinaten: (x’*) = (7> = <_)?) = M)=10 o -1 o
o 0 o0 -

» Spinortransformation: ¢’(x’) = S(A) ¥ (x) = Py(x), P: Paritatsoperator
Wir haben allgemein gezeigt: S™"(A)y”S(A) = N M
P71’YOP - '70
- P= 0, = const.
P—1,VkP _ _,yk nevy ne
Wahrscheinlichkeitserhaltung:

I () 2Pt )x) = PIP=1 = pp=6® = P=g¥y°

Die Phase  ist nicht beobachtbar. — Wihle =0 =
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1 0
» 0= < ) — umgekehrtes Vorzeichen bei der Transformation von
0 -t Lésungen positiver und negativer Energie:

PUpa(x) =+ (x), PUpd(x) =~ (x), P’ = (EC>

—p

Teilchen und Antiteilchen besitzen entgegengesetzte ,intrinsische Paritat”
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1 0
» 0= < ) — umgekehrtes Vorzeichen bei der Transformation von
0 -t Lésungen positiver und negativer Energie:

+ + - - E/
PYSA(x) = +05) (X)), PUSd(x) = =yl hx), P = ( i )
Teilchen und Antiteilchen besitzen entgegengesetzte ,intrinsische Paritat”

» In wechselwirkenden Theorien mit mehreren Teilchensorten sind die relativen
Phasen i.A. nicht frei wahlbar.
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» Erinnerung:
detA =+1 flr eigentliche orthochrone Lorentz-Transformationen
detA =—1 fur Raumspiegelungen
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» Erinnerung:
detA =+1 flr eigentliche orthochrone Lorentz-Transformationen

detA =—1 fur Raumspiegelungen

» wichtige Definition: 75 = v° = iv%y'~%43

Eigenschaft: {+*,75} =0flralle x =0,...,3
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» Erinnerung:
detA =+1 flr eigentliche orthochrone Lorentz-Transformationen
detA = —1 flr Raumspiegelungen

» wichtige Definition: 75 = v° = iv%y'~%43
Eigenschaft: {+*,75} =0flralle x =0,...,3

» Unter Benutzung der y-Matrizen lassen sich aus 1 und 1 Bilinearformen mit
unterschiedlichem wohldefinierten Transformationsverhalten konstruieren:

,kovariante Bilineare”
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Kovariante Bilineare TECHNISCHE
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S(x) = Y(x)(x) §'(x') = S(x) Skalar
P(x) = ¥(x)ivs1(x) P'(x") = detA P(x) Pseudoskalar
VE(x) = )y (x) VX)) = M, VP (x) Vektor

AL (X) = D(X)PHysh(x) A H(x') = det AAH, A¥(x)  Axialvektor
T (x) = Px)o™p(x)  T'#(x') = A* A, TP7(x) Tensor 2. Stufe

(Beweis: Ubung)
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T (x) = Px)o™p(x)  T'#(x') = A* A, TP7(x) Tensor 2. Stufe

(Beweis: Ubung)
» Die obigen Bilinearformen sind hermitesch.
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T (x) = Px)o™p(x)  T'#(x') = A* A, TP7(x) Tensor 2. Stufe

(Beweis: Ubung)
» Die obigen Bilinearformen sind hermitesch.

> {1, ivs, ¥*,y" s, 0" }: 16 linear unabhangige 4 x 4-Matrizen
1+1+4 +4 + 6 =16
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AL (X) = D(X)PHysh(x) A H(x') = det AAH, A¥(x)  Axialvektor
T (x) = Px)o™p(x)  T'#(x') = A* A, TP7(x) Tensor 2. Stufe

(Beweis: Ubung)
» Die obigen Bilinearformen sind hermitesch.

> {1, ivs, ¥*,y" s, 0" }: 16 linear unabhangige 4 x 4-Matrizen
1+1+4 +4 + 6 =16

— vollstandige Basis flr beliebige 4 x 4-Matrizen
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