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ungestorter Grundzustand = Fermikugel:  |¢o) = [] Ha£s|0>
K s ’
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= Bk <¢0|3,T;Sa;?,s|¢o> = > 5k
K,s ' K.s

Pk hzkz
zvf(zﬂ) kF—|k|
VkE hPK2 R2K2 ) .
= fdk k* = 25 5F = INep, ep =5~ (Fermi-Energie)

» mittlere Energie pro Teilchen:

E® _3_ _ 3 772/36 1 & 1

= 55,:—3(7) 230 E~2,21OEE

~—

13, 6 eV (Bindungsenergie im Wasserstoffgrundzustand)
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» Bei der G-Integration brauchen wir g = 0 nicht explizit ausschlieBen, da
der Integrand dort endlich ist: [ d®q &5 « [ ¢ dq# = [dqg1.
Der Punkt ist daher fiir den Wert des 7ntegrals irrelevant.
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Emw

» hohe Dichte (kleine rs):
E®© dominiert — E/N positiv
» niedrige Dichte (grofBe rg): o —
E™ dominiert — E/N negativ -

= Minimum mit negativer Energie:

drs r2 rs

» empirischer Wert fir Natrium: rs = 3,96, % =—1,13eV

recht gute Ubereinstimmung, obwohl auBerhalb des (naiven)
Gultigkeitsbereichs der Stérungstheorie!

g (220_09%) Lo - 124,83, £=-0,095=-1290V
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» wichtigster Unterschied zu Fermionen:
Alle Zustande kénnen beliebig oft besetzt sein.

» Seiim Folgenden |[¢) = [z, ng,...)
In den Ubungen wird gezeigt:
» Teilchendichte: (n(X)) = (¢ (X)p(X)|¢) = % =n unabhéngig von X

» Paarverteilungsfunktion:

(o )
9X = X') = L @8 @ TR TE)

Ro(F—F) |2
=1+#\Ze’k(x ne|® — 5 3 np(ng — 1)
K
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K
» Beispiel 1:
Alle Teilchen im gleichen Zustand |ko): ng=Nozz
(z.B. |ko = 0) 2 Grundzustand bei T = 0, ,Bose-Einstein-Kondensat”)
= g(X—X)= % vollkommen unkorreliert
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> Beispiel 2:  GauB-formige Verteilung:  nj o o~ (k—ho)?/?

= gX—-X)=1+e z%¥V  g0)=2

— Bei kleinen Absténden ist die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit
erhoht.
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= gX—-X)=1+e z%¥V  g0)=2

— Bei kleinen Absténden ist die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit
erhoht.

» thermische Verteilung:

Eg>ksT it h2K2
~ 1 ke “kaT — @ 2mKgT 2 _ 2mkgT
ng o pr i e T =¢ B = A==
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» Hamilton-Operator in Impulsdarstellung:

n2k? ot 1 77\ Af of
H=>% %5~ a.ag + 3y > V() a; .a. _apag
- =, q q
K Kk'g

» Grundzustand fir ¥ = 0 (bei T = 0): alle Teilchen im Zustand |k = 0)

» tiefe Temperaturen, schwaches Potenzial:

> fast alle Teilchen im Zustand |k = 0):  (¢|abao¢) = No, MM <« 1

— Wechselwirkungen zwischen zwei Teilchen in angeregten Zustanden
kénnen vernachlassigt werden.

— Betrachte nur Wechselwirkungsterme mit mindestens zwei Indizes k = 0,
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+VR(aa aa+aahaza ;)

o)%axo O%:ﬁ l*}:{i,t: 0\<0
4 [ 0 g l: 0 » ) 1:7( "12

» spiegelsymmetrisches Potenzial: V(X) = V(—X) < V(l?) = V(—E)
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» makroskopische Teilchenzahl im Kondensat: Np ~ 1023

» physikalische Erwartung:
Ein Teilchen mehr oder weniger im Kondensat sollte die Eigenschaften des
Systems nicht merklich andern.

ao|No, ..y = v/No [No — 1, ...) = v/No | No, ...)

al|No, ...y = VNo + 1 |No+1,..) =~ /No + 1| No, ...) = /No [No, -..)
» Das entspricht einer Ersetzung von Opertatoren durch c-Zahlen:

ag — /Ny, ag — /Ny ,Bogoliubov-Ersetzung”

» formale Realisierung durch ,koharente Zustande”
= Zustande mit unbestimmter Besetzungszahl ¢ =[] f,;(a;)|0>
K

2B. fh(al) = e*® = a|¢) = alo)
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H~ 3 b atag + 54 V/(0)
k
+ 2 5 {(V0) + V(K) alag + LV(R)(ala' ;. + aza g)
k0
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» Bogoliubov-Ersetzung im Hamilton-Operator:

272 2~
H~ 3 o aag + 5, V(0)
k
+ 2 5 {(V0) + V(K) alag + LV(R)(ala' ;. + aza g)
k0
> N0=N—Za;a,?
k0
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» Bogoliubov-Ersetzung im Hamilton-Operator:

~ N R2RE NS 76
H ~ o aEa,;+ﬁV()

Vernachlassige wieder Terme mit mehr als zwei Operatoren fiir k #0
N ~~
= Ng~N—-2NYala, BY--~{¥..
k=0 k=0 k0
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> Bogoliubov-Ersetzung im Hamilton-Operator:

Vernachlassige wieder Terme mit mehr als zwei Operatoren fiir k #0
~ N ~ N
= Ng~N2—2N2a£aE, Y -myT
k50
EE

= H~ V0 + X {(55 + ¥U0) alag + HVR(ala ; + aza p) )
k0
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> H~ Hy+Hi+Hj
> Ho = ¥ V/(0) konstanter Beitrag zur Energie
> Hy = ;(ff + NU(k)) aza,; diagonal in der Impulsbasis
k
> Hj = ;%V(E)(a} aiE +aga ;) nichtdiagonal in der Impulsbasis
k
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> H~ Hy+Hi+Hj

» Hp = % \7(5) konstanter Beitrag zur Energie

> Hy = ;(ff + NU(k)) a}a,; diagonal in der Impulsbasis
k50

> Hj = ;% V(E)(a£ aiE +aga ;) nichtdiagonal in der Impulsbasis
k0

» Stoérungstheorie: (¢o|Hj|po) =0
(mit dem nichtwechselwirkenden Grundzustand |¢o) = |[No = N, 0,0,0, ...))
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> H~ Hy+Hi+Hj

» Hp = % \7(5) konstanter Beitrag zur Energie

> Hi= 3 (’fr’f + NU(k)) a}a,; diagonal in der Impulsbasis
kA0

> Hj = ;% V(E)(a£ aiE +aga ;) nichtdiagonal in der Impulsbasis
k0

» Stoérungstheorie: (¢o|Hj|po) =0
(mit dem nichtwechselwirkenden Grundzustand |¢o) = |Np = N, 0,0,0, ...))

aber: Stérungstheorie inkonsistent zur Bogoliubov-Ersetzung,
die von einem koharenten Zustand ausgeht!
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> H~ Hy+Hi+Hj

» Hp = % \7(5) konstanter Beitrag zur Energie

> Hi= 3 (’fr’f + NU(k)) a}a,; diagonal in der Impulsbasis
kA0

> Hj = ;% V(E)(a£ aiE +aga ;) nichtdiagonal in der Impulsbasis
k0

» Stoérungstheorie: (¢o|Hj|po) =0
(mit dem nichtwechselwirkenden Grundzustand |¢o) = |Np = N, 0,0,0, ...))

aber: Stérungstheorie inkonsistent zur Bogoliubov-Ersetzung,
die von einem koharenten Zustand ausgeht!

— exakte Diagonalisierung des (genéherten) Hamilton-Operators
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