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I | T_yxal _ yxrg o
ag=Ugap — va . & ap=uia; — via g

» vernichten bzw. erzeugen ,,Quasiteilchen” mit Impuls k
= Superposition eines Teilchens und eines ,Lochs” mit Impuls k
(Loch = fehlendes Teilchen mit Impuls —k, vgl. Léchertheorie).
» Forderung: aj und O‘,T; erflillen die kanonischen Vertauschungsrelationen

|
> agoal] = (JugP = 1l?) 6 = gz = lugl? = |vg2 =1
|
> Jogop] = — (v — veu_g) 0 5 = 0
erfullt fir symmetrische Koeffizienten: uz=u_g, vp=v_;

» weitere Annahme: ug und Vi sind reell.
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a~—u~a~+v~aT aT—u~o¢T + Vo ¢
k = Uk &k K& _g» e = Yk KXk
» Einsetzen in den Hamilton-Operator:
~ N o
H ~ 3y, V(0)
h2k? N/ -2 S S NN S | BV
+ ; ( o+ VV(k)) (U;?O‘;?O‘k + Ve g o + UpVg (aEa7E+ak a_k))
K

+ % V(E)((ug + VE)(O&; O‘T,;; +apo_g) + 2Upvy (aj? ap + ap a;g))}
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» Umkehrtransformation:
i (| -
ag =ugap + VEO‘,E’ aE—UkOtE+ Vpa_g
» Einsetzen in den Hamilton-Operator:
2 ~ =
H ~ 2’—VV(O)
272 ~ =
+ ;{(hzr’; + %V(k)) (UI% a;% g+ VE ag a} + UpVy (a}i. aJLE +ag a_;))
k
+ % V(k)((u‘% + VE)(O&; 041’? +apo_g) + 2Upvy (aj? ap + ap a;g))}

» Damit die Nichtdiagonalelemente verschwinden, muss gelten:

nk® N - N - !
( o VV(k)) UV + WV(k)(u§+ vZ) =0
—_——

A B

11.02.2021 | Michael Buballa | 2



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Auv + BlP +v?) =0 = A Pv? = B?(LP + v?)?

11.02.2021 | Michael Buballa | 3



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Auv + BlP +v?) =0 = A Pv? = B?(LP + v?)?

> Wirhatten t? —v2=1 < ?=v2+1

11.02.2021 | Michael Buballa | 3



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Auv + BlP +v?) =0 = A Pv? = B?(LP + v?)?
» Wirhatten > —v2=1 < ?=v?+1
= ARV +?) = BPRAEHIE & avd= B

A2—4B?

» Annahme: repulsives Potenzial (k) > 0
= A B>0, A>4B°

11.02.2021 | Michael Buballa | 3



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Auv + BlP +v?) =0 = A Pv? = B?(LP + v?)?
» Wirhatten > —v2=1 < ?=v?+1
= ARV +?) = BPRAEHIE & avd= B

A2—4B?

» Annahme: repulsives Potenzial (k) > 0
= A B>0, A>4B°

- 2o lAVRaE 2 1 Ar/A2_4B° uv = —=B
T2 AR T2 JAR-4B? T VAR AR

11.02.2021 | Michael Buballa | 3



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Auv + BlP +v?) =0 = A Pv? = B?(LP + v?)?
» Wirhatten > —v2=1 < ?=v?+1
= ARV +?) = BPRAEHIE & avd= B

A2—4B?

» Annahme: repulsives Potenzial (k) > 0
= A B>0, A>4B°

- 2o lAVRaE 2 1 Ar/A2_4B° uv = —=B
T2 AR T2 JAR-4B? T VAR AR

(nichtwechselwirkender Grenzfal: V=0 = B=0 = v=0, t’=1 V)
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N2 _ 1 k2 N -
_ A AN PV
H~ 2o V(0) + Zz(hwk — VV(k)) + ka%ak
Kk k0
Grundzustandsenergie (= konstante Zahl) Quasiteilchenanregungen

» Quasiteilchenenergie (,,Dispersionsrelation”):

hwy = VA— 4B = hK|\/ 2L V(K) + K2 (fiir |K| — 0 linear in |K])
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» Einsetzen in den Hamilton-Operator liefert schlieBlich:

Grundzustandsenergie (= konstante Zahl) Quasiteilchenanregungen

» Quasiteilchenenergie (,,Dispersionsrelation”):

= VA—4B = hlk|\/ L V(k) + K2 (fiir |K| — 0 linear in |K])
— Die Quasiteilchen liefern positive Beitrage zur Energie.

— Der Grundzustand ist dadurch definiert, dass er keine Quasiteilchen enthalt:

aglg.s.) =0 firalle k+#0 Grundzustand = ,,Quasiteilchenvakuum”
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Klassische Mechanik von Punkiteilchen

» generalisierte Koordinaten: qx = gx(t), k=1,...,N

» Lagrange-Funktion: L= L({qgx},{gk})

b
> Wirkung: S = [ dt L({qk(t)}, {gk(D)})
t
» Hamilton’sches Prinzip: §S =0
= & & — 5= =0 Euler-Lagrange-Gleichungen
(= Bewegungsgleichungen)
» kanonisch konjugierte Impulse: px = g—qu

v

Hamilton-Funktion: H=> pxGx — L
K
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Quantisierung der klassischen Mechanik

» Koordinaten, Impulse — Operatoren: qx — Qk, Pk — P«
= Hamilton-Funktion — Hamilton-Operator: H — H
Energiespektrum: Eigenwerte von A
» Kommutator-Relationen:  [Gk, @¢] = [Pk, Pe] =0, [k, Pe] = iR ke
»Kkanonische Quantisierungsbedingungen”

» Schrddinger-Bild: Operatoren zeitunabhéngig
» Heisenberg-Bild: Operatoren zeitabhéngig
— Kommutatoren zu gleichen Zeiten
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& =—31Fu,F" —j'A,, Feldstarketensor: F* = OrAY — 0¥ A"

Euler-Lagrange: aua(gi) gf) 0 = O, Fr=j
(inhomogene Maxwell-Gin.)
2. Schrédinger-Theorie:
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& =—31Fu,F" —j'A,, Feldstarketensor: F* = OrAY — 0¥ A"

Euler-Lagrange: aua(gi) 92 _0 = 9,Fm =)

(inhomogene Maxwell-Gin.)

2. Schrédinger-Theorie:

Z = ——Vz/) V* + ihap* ) — Vap*ap
¥(t,X): komplexes Feld — betrachte ¢) und v* als unabhangige Variable

2 = vyt
= 0=0upam — b1 = 2 VU — i)+ V)

& (- EG24 V) = ik (Schrédinger-Gleichung)
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Klassische Feldtheorie

» klassisches Feld: ¢(t, X) = ¢(x)
£ generalisierte Koordinaten g (t) mit kontinuierlichem Index ¢(t, X) = ¢x(t)
» Lagrange-Funktion: L= [ d®x.Z(¢,0,¢), £ :Lagrange-Dichte
= Wirkung: S= [d*x.Z

» 0S=0 = Euler-Lagrange-Gleichungen: 8H% — % =0
(= klassische Feldgleichungen)
» kanonisch konjugierte Impulsdichten: (x) = %

» Hamilton-Funktion: H = [ d®x 7, H =7(X)p(X) — &L

Hamilton-Dichte
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Kanonische Feldquantisierung

» Felder, kanon. konj. Impulsdichten — Operatoren: ¢ — ¢, © — #
» Postuliere die Kommutator-Relationen
[6(3), 6(x)] = [#(X), #(X)] =0,  [(X), #(X)] = ih&*(X - X')
» Schrodinger-Bild: ¢, # zeitunabhangig
» Heisenberg-Bild: ¢, # zeitabhangig
— Kommutatoren zu gleichen Zeiten
» Hamilton-Dichte, Hamilton-Funktion — Operatoren
wie in der QM: Energiespektrum = Eigenwerte von H

» Notation: Schreibe ab jetzt ¢, 7, ... fiir die Operatoren ¢, 7 ...
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» Lagrange-Dichte:

L=~y Vol +ingtd — Viply  (p: Operator = o* — )

v

kanonisch konjugierte Impulsdichte: 7 = % = ihyt

v

Quantisierungsbedingungen:

[V, ¥(x)] = [7(R), 7(%)] =0, [6(F),7(¥)] = in6*(X — &)

= [Y0), 0] = [¥T(X),0T0)] =0, [(X),dT(X)] = (X — X)

= Kommutatorrelationen der bosonischen Feldoperatoren in Abschnitt 4.4!

alte Sichtweise: Wellentfkt. der Einteilchen QM > Y23 £o|goperator

Quantisierung
—

v

neue Sichtweise: klassisches Feld Feldoperator
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» Lagrange-Dichte: % = }[(8,9)(0"¢) — mP¢?] (abjetzt: h=c=1)

— Euler-Lagrange-Gl.:  [9,0" + m?]¢ =0  Klein-Gordon-Gleichung

kanonisch konjugierte Impulsdichte: 7 = ¢

Hamiltonoperator: H = [ d®x 1 [72 + (V$)? + m?¢?]

v

v

v

Entwicklung der Feldoperatoren nach Impulsmoden (Heisenberg-Bild):

Ep =+\/p2+m?

d’p 1

_(dp 1 (4, a—ipx T a+ip-x
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kanonisch konjugierte Impulsdichte: 7 = ¢

v

» Hamiltonoperator: H = [ &®x 1 [72 + (V$)? + m?¢?]
» Entwicklung der Feldoperatoren nach Impulsmoden (Heisenberg-Bild):
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» Lagrange-Dichte: % = }[(8,9)(0"¢) — mP¢?] (abjetzt: h=c=1)
— Euler-Lagrange-Gl.:  [9,0" + m?]¢ =0  Klein-Gordon-Gleichung
» kanonisch konjugierte Impulsdichte: 7 = ¢
» Hamiltonoperator: H = [ d®x 1 [n? + (Vo) + mP¢?]
» Entwicklung der Feldoperatoren nach Impulsmoden (Heisenberg-Bild):
o(x) = [ %\/17?,, (aﬁ e P¥ + al e*’p'x) Ep=+\/p2+m?
T T

(Relativist. QM:  positive / negative Energie)

E (o a—ipx _ A atipx
o/ 5 (ape ale

Po=Ep

m(x) =
Po=Ep
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d® T
- H=/ (zw’)JS Ep ( aag  +
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» kanonische Quantisierungsbedingungen fiir ¢ und ©

- [az a3] = [ag, a;/] =0, [a a%,] = (2n)38% (6 — p))

- H=[ d:r’)’s E,(ala; +

@ 5 a5, a;%] )

~~—~ ~—
Teilchenzahl-Op. 1(2m)36%(0)

N =

» zweiter Term — nicht messbare unendliche Vakuumenergie
= kann weggelassen werden

» Vakuumzustand (= Grundzustand) [0):  a5/0) =0 Vp
> Einteilchen-Zustande: |B) o alj0) = HI|p) = 5,»|p)
Erinnerung: E, = +/p2+m? >0 = keine Zustande negativer Energie!
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» Lagrange-Dichte: & = ¢ (iv*8, — m)y (nach wie vor: h=c=1)
¥, 1 unabh. = Euler-Lagrange-Gl.:  (iy*8, —m)y =0 Dirac-Gleichung
» kanonisch konjugierte Impulsdichte: 7 = iyt

» Entwicklung der Feldoperatoren nach freien Lésungen (Heisenberg-Bild):

3 . . iox
V) = [ 5 7 T (23 us(p) e + %% vs(p) &)

Po=Ep

» kanonische Quantisierung mit Kommutatoren:
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» Lagrange-Dichte: & = ¢ (iv*8, — m)y (nach wie vor: h=c=1)
¥, 1 unabh. = Euler-Lagrange-Gl.:  (iy*8, —m)y =0 Dirac-Gleichung
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» Entwicklung der Feldoperatoren nach freien Lésungen (Heisenberg-Bild):

3 . . iox
V) = [ 5 7 T (23 us(p) e + %% vs(p) &)

Po=Ep

» kanonische Quantisierung mit Kommutatoren:
&*p i i
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Spektrum nicht nach unten beschrank!
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