Klassische Teilchen und Felder

Michael Buballa

Sommersemester 2021



Zusammenfassung

Dieses Skript zur Vorlesung , Klassische Teilchen und Felder” stammt ur-
spriinglich aus dem Wintersemester 2014/2015 und wurde wihrend der Win-
tersemester 2017/2018 und 2018/2019 korrigiert und ergénzt. Wahrend des
laufenden Semesters wurden weitere Korrekturen vorgenommen und der Teil
zur Speziellen Relativitétstheorie (Kapitel 10 — 12) hinzugefiigt. Weitere Kor-
rekturen und Anpassungen sind noch maoglich.
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Teil 1
Klassische Mechanik



Kapitel 1

Newton’sche Mechanik

1.1 Kinematische Grundlagen

Die Mechanik beschéftigt sich mit der Bewegung von Kérpern im Raum
als Funktion der Zeit unter dem Einfluss von Kréften. In der Newton’schen
Mechanik geht man von der Existenz eines dreidimensionalen euklidischen
Raumes aus, in dem die Bewegung stattfindet, und einer davon unabhéngigen
absoluten Zeit. Wie wir heute wissen, ist diese Vorstellung nicht richtig (—
Spezielle und Allgemeine Relativitdtstheorie), geniigt aber zur Beschreibung
vieler Phanomene im Alltag.

Héufig reicht es aus, statt ausgedehnter Koérper die Bewegung von Punkt-
massen ( auch: ,Massepunkte“ oder , Massenpunkte*, im Folgenden oft auch
einfach ,, Teilchen®) zu beschreiben, bei denen man sich die gesamte Masse
des Korpers in einem Punkt vereinigt denkt. (Beispiel: Planetenbewegung,
bei der die Ausdehnung der Himmelskorper gegeniiber den Entfernungen
vernachléssigt werden kann.)

Der Bewegungsablauf eines Teilchens wird dann durch die Angabe seines
Ortes 7 zur Zeit t beschrieben:

i) =y | =Y nwe (1.1)
2(t) i=1
Dabei haben wir eine kartesische Orthonormalbasis
1 0 0
ci=é,=(0], éa=¢e=[1], e&s=e.=|0 (1.2)
0 0 1

und kartesische Koordinaten

=7, T2 =Y, r3==z (13)



verwendet.!
Die Momentangeschwindigkeit der Punktmasse ist durch die Ableitung von
Gl. (1.1) nach der Zeit gegeben,

= x(t) 3
0 = T8 = ) - i) =30 (1)
z(t i=1

die Momentanbeschleunigung durch die zweite Ableitung

17 277 B l‘(t) 3
) = 20 _ THD ) ) RO

=1

(Vorsicht: Bei Kugel- oder Zylinderkoordinaten kénnen auch die Basisvek-
toren von der Zeit abhdngen und miissen nach Produktregel mit abgeleitet
werden.)

1.2 Die Newton’schen Gesetze

Die Bewegung eines oder mehrerer Korper basiert nach Newton auf folgenden
Postulaten (1687, Formulierung hier teilweise modernisiert):

N1: Ein Teilchen verharrt in Ruhe oder gleichférmiger Bewegung, solange
keine Krifte auf ihn einwirken. (,, Tragheitsgesetz“, Galilei 1638)

N2: Wirkt auf ein Teilchen mit Masse m die Kraft F , dann gilt fiir seinen
Impuls p':= mr:

p=F. (1.6)

N3: Ubt ein Teilchen j auf ein Teilchen i die Kraft F) aus, dann iibt das
Teilchen ¢ auf das Teilchen j die Kraft

Fud — _ f) (1.7)

aus (,,actio = reactio“).

! Bekanntlich sind — abhingig von der Geometrie des Problems — andere Koordina-
ten oft zweckmafiger, z.B. Kugel- oder Zylinderkoordinaten. Wir werden darauf noch
zuriickkommen.



Hinzu kommt das Superpositionsprinzip:

N4: Wirken auf ein Teilchen mehrere Kréfte F’i, so ist die resultierende
Gesamtkraft durch die Vektorsumme

Fooy = Z F, (1.8)

gegeben.

Bemerkungen:

e Wenn nichts anderes gesagt wird, gehen wir im Folgenden davon aus,
dass die Massen der Teilchen konstant bleiben. Dann ergibt sich aus

N2:
F = —(m7) = mi" = md. (1.9)
dt
e Fiir F =0 folgt dann
mi=mi=0 = o= const., (1.10)

d.h. N1 ist ein Spezialfall von N2.

e Betrachte ein Koordinatensystem K und ein dazu parallel verschobenes
Koordinatensystem K’, dessen Ursprung in den Koordinaten von K
durch R(t) gegeben ist:




Ein Teilchen, das in K die Koordinaten 7 besitzt, hat dann in K’ die
Koordinaten

=/

- R. (1.11)

I
=

Daraus folgt )

P =7 —R. (1.12)
Fiir ein Teilchen, das sich in K geradlinig gleichférmig bewegt, F=0,
gilt also 7' = —R. Insbesondere wenn K’ relativ zu K beschleunigt

ist, R + 0, gilt dann also 7 # 0, d.h. die in K’ beobachtete Be-
wegung ist nicht geradlinig gleichférmig. Welches ist nun das , richti-
ge“Koordinatensystem?

N1 sagt, dass P = 6, wenn keine Kraft wirkt. Damit postulieren Galilei
und Newton implizit, dass man eindeutig feststellen kann, ob Krifte
wirken und dass es dann Koordinatensysteme gibt, in denen N1 gilt.
(Die Kritik an diesen nicht-trivialen Annahmen ist Ausgangspunkt der
Allgemeinen Relativitatstheorie.)

Koordinatensysteme, in denen N1 gilt, nennt man Inertialsysteme. Dort
gilt dann auch N2. Offensichtlich sind Koordinatensysteme, die sich

gegeniiber eines Inertialsystems geradlinig gleichformig bewegen (R =
0), ebenfalls Inertialsysteme.

e Wir betrachten N Teilchen mit Massen m; und Orten 79, i =1,..., N.
Auf das i-te Teilchen wirke die Kraft F®). Im Allgemeinen kann F®
von allen Teilchen-Orten und -Geschwindigkeiten sowie explizit von der
Zeit abhéngen, d.h. es gilt gemafl N2

m D = FOFED @) q 0 H N ), (1.13)

Dies entspricht 3N gekoppelten Differenzialgleichungen zweiter Ord-

nung (Faktor 3 wegen der drei Komponenten von 7). Man kann zei-

gen, dass eine eindeutige Losung existiert, wenn 6 N Anfangsbedingun-

gen gegeben sind, z.B. 7 (ty), 7 (¢y), i = 1,..., N zu einer Zeit t;. Im

Allgemeinen lisst sich die Losung aber nur numerisch finden.

1.3 Erhaltungssitze fiir Einteilchen-Systeme

Aus den Newton’schen Gesetzen kann man einige einfache Erhaltungssétze
herleiten:



1.3.1 Impulserhaltung
Aus N2 folgt unmittelbar

p=F = [F=const. fir F=0, (1.14)

d.h. wenn die Gesamtkraft auf das Teilchen verschwindet, bleibt sein (linea-
rer) Impuls erhalten.

1.3.2 Drehimpulserhaltung

Der Drehimpuls eines Teilchens ist definiert als
L:=7xp (1.15)

(Achtung: L héngt von der Wahl des Koordinatenursprungs ab!) Es folgt:

dL d . . - o
= (XD = PxF AT Y FxF=N (1.16)
=UXmv=0
mit dem Drehmoment . .
N :=7xF. (1.17)
Es gilt also . .
L = const. fir N =0, (1.18)

d.h. der Drehimpuls (bzgl. eines gegebenen Koordinatenursprungs) ist er-
halten, wenn das Drehmoment (bzgl. des gleichen Koordinatenursprungs)
verschwindet.

1.3.3 Energieerhaltung

Die an einem Teilchen entlang eines infinitesimalen Wegstiicks dr” geleistete
Arbeit ist definiert als .
dW = F(7,7,t) - dr (1.19)

(,Kraft in Wegrichtung mal Weg*). Entlang eines endlichen Weges C ergibt
sich daraus:

We = /df-ﬁ(f,?,t). (1.20)
C

Um dies auszuwerten, parametrisieren wir den Weg nach der Zeit:

10



C: te [tl,tg] — ’l?(t) (121)
mit

7(t1) =7 (Anfangspunkt)
m(ta) =75 (Endpunkt).

Fiir das Wegelement ergibt sich

dr
dr' = —dt = vdt 1.22
Tat Tt (1.22)
und damit fiir die geleistete Arbeit

to

W@::/}ﬁa@)-ﬁ(ﬁo,wo,o

t1

to m
2

(02(t2) — T3(t1))

=T, — T, (1.23)

d.h. die an dem Teilchen geleistete Arbeit ist gleich der Anderung der kine-
tischen Energie
T = %62. (1.24)

Ein konservatives Kraftfeld ist ein Kraftfeld F (7), fiir das die geleistete Arbeit,
nur von den Anfangs- und Endpunkten des Weges abhéngt, nicht aber von
dessen genauem Verlauf:?

2 Hier und im Folgenden nehmen wir an, dass F nicht von der Geschwindigkeit oder
explizit von der Zeit abhéngt, da ansonsten die geleistete Arbeit sogar fiir den gleichen
Weg unterschiedlich sein kann, wenn er mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten oder zu
unterschiedlichen Zeiten durchlaufen wird. Eine Ausnahme stellt die Lorentz-Kraft auf
ein geladenes Teilchen im Magnetfeld dar. Diese héngt zwar von der Geschwindigkeit
des Teilchens ab, steht aber stets senkrecht auf der Bewegungsrichtung, so dass die vom
Magnetfeld geleistete Arbeit verschwindet (s. Kapitel 7).

11



/dﬂﬁ(?)z/ dit- F(7),  (1.25) Cy
C1 CQ

falls C; und Cy dieselben Anfangs- und End- c,
punkte besitzen.

Wir konnen dann ein Potenzial

V(7)== —/dF’-ﬁ(F’) (1.26)

definieren, das von einem beliebig gewihlten Referenzpunkt R abhéngt.
Fiir die auf dem Weg von 7} nach 75 geleistete Arbeit W, gilt dann:

1 T1 ﬁ "
S )
1 T2
:—/df ﬁ(F)+/dF-F(”)
R R
V(i) — Vi) (1.27) 7

Rl
R 7
= — / di" - F(7') — / A" - F(7') = V(7) + const. (1.28)
R’ 3

héngt nicht von 7 ab.

12



Da die Konstante bei Potenzialdifferenzen herausfillt, lasst man die Anga-
be des Referenzpunktes meistens weg. Man sollte jedoch stets im Hinterkopf
behalten, dass das Potential dann nur bis auf eine Konstante eindeutig fest-
gelegt ist.

Fiir die zwischen gegebenen Anfangs- und Endpunkten geleistete Arbeit,
Gl. (1.27), konnen wir dann schreiben:

Wi =V(r) = V() =V -V, (fiir konservative Kréfte). (1.29)
Vergleich mit Gl. (1.23), die wir als Wio = Ty — T3 schreiben kénnen, liefert

und damit einen weiteren Erhaltungssatz:
Die Gesamtenergie
E=T+V (1.31)

ist fiir konservative Kréfte erhalten.

Weitere Eigenschaften konservativer Kraftfelder:

e Sei V=V (r)=V(x,y, 2).

Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir dann fiir das Differenzial:

3
ov oV oV oV = S

1=
Im letzten Schritt haben wir dabei verwendet, dass

ov

. or dx

VV = %—‘; und dr'= | dy | . (1.33)
V. dz
0z

Fiir die Arbeit ergibt sich damit

Va 7o
Wm:vl—vz:—/dvz—/dfﬁwf). (1.34)
Vi 1

Andererseits gilt allgemein nach Definition

T2

Wy — /df- F), (1.35)

T1

13



d.h.

/df- F(r) = —/dF- VV (7). (1.36)

Da dies fiir beliebige Werte von 7 und 75 erfiillt ist, muss gelten:

F(7) = =VV (7). (1.37)

e Fiir geschlossene Wege gilt:

%df-ﬁ(?):]ldf-ﬁ(F)zm—%ZO. (1.38) O

—
T1 hond

™

Auch die Umkehrung gilt:

Wenn das Integral fﬁc dr- F (7) fiir alle geschlossenen Wege C verschwin-
det, dann ist das Kraftfeld konservativ.

Um das zu zeigen, betrachten wir zwei Wege C; und Cy, mit den selben
Anfangs- und Endpunkten. Dann gilt

/dF-ﬁ(F)—/d'Fﬁ(f‘) = /dFﬁ(F)Jr/ dr-F(7) = 7{ d7-F(7) = 0.
Cy Co C1 —Co C1—C2

(1.39)
Dabei ist —Cs der riickwérts durchlaufene Weg Cs:

C2 _C2

Cl Cl

14



Fiir diesen gilt [ dF- F(7) = — [ d- F(F), da das Kraftfeld an jedem
702 C2
Punkt in umgekehrter Richtung durchlaufen wird, so dass die geleistete

infinitesimale Arbeit dW in —dW iibergeht. C; — Cs ist der aus C; und
—Cy zusammengesetzte geschlossene Weg. Letzterer verschwindet nach
Voraussetzung.

Also gilt
/dﬂﬁ(f) :/czf-ﬁ(f) (1.40)
Ci Ca

fiir alle Wege C; und Cs mit den selben Anfangs- und Endpunkten, d.h.

das Kraftfeld ist konservativ.

Mit Hilfe des Stokes’schen Satzes kann man das geschlossene Linienin-
tegral in ein Fldchenintegral umwandeln:

}[df- F(7) = /d&-rot F(7). (1.41)
A

c

Dabei ist A eine Flédche, die durch C begrenzt wird. Das Integral auf
der linken Seite kann daher nur dann fiir alle Wege verschwinden, wenn
rot F'(7) = 0 fiir alle 7. Es gilt also:

—

Ein Kraftfeld ist konservativ. < 1ot F(7) =V x F(f) =0 V7.
(1.42)

In der Tat gilt fiir konservative Kraftfelder:
V x F(7) = —V x (ﬁV(F)) ~0, (1.43)

da die Rotation eines Gradientenfeldes immer verschwindet.

1.4 Mehrteilchen-Systeme

Wir betrachten wieder ein System von N Teilchen mit Massen m; und Ko-
ordinaten 7. Bei den Kriiften ist es niitzlich, zwischen inneren Kriften,
die die Teilchen gegenseitig auf einander ausiiben, und duferen Krdiften zu
unterscheiden, die einen anderen Ursprung haben. Die Gesamtkraft F @) die
auf das ¢-te Teilchen wirkt, ldsst sich dann schreiben als

FO =3 "FU) 4+ F9. (1.44)
J#i

15



Dabei ist £ die suBere Kraft auf das i-te Teilchen und F( die Kraft, die
das j-te Teilchen auf das i-te Teilchen ausiibt.

Beispiel: zwei durch eine Feder verbundene Kugeln im Schwerefeld der Erde
—  Federkraft = innere Kraft, Schwerkraft = duflere Kraft

Ein System nennt man abgeschlossen, wenn keine dufleren Kréfte wirken, d.h.
FY =0 fiir alle 4.

Bei der obigen Zerlegung sind wir stillschweigend davon ausgegangen, dass
die inneren Krifte Zweiteilchen-Krdfte sind, die nur von den Koordinaten
oder Geschwindigkeiten zweier Teilchen ¢ und j abhédngen und durch die An-
wesenheit der anderen Teilchen nicht beeinflusst werden. Grundsétzlich sind
auch Drei- und Mehrteilchenkrafte denkbar, werden aber hier nicht weiter
betrachtet, zumal sie in der klassischen Physik nicht als fundamentale Kréfte
vorkommen und dem Superpositionsprinzip N4 widersprechen.

GeméB N3 unterliegen Zweiteilchen-Krifte dem Gesetz actio = reactio, F1) =
—FU9). Besonders wichtig sind zentrale Zweiteilchenkrifte, die in Richtung
der Verbindungslinie der beiden Teilchen zeigen und deren Stédrke nur vom
Betrag des Abstands abhingen:3

FO G fiy = Dy i 7y = 7 — 79 p = |7y (1.45)

Tij
Beispiele:

(i) Gravitationskraft zwischen zwei Massen m; und msy:

FD (0 7@y = _gMm2 112 (1.46)
g T2
ii) Coulomb-Kraft zwischen zwei Ladungen ¢; und gs:
S 1 B
Félz) (F(l)’ 77(2)) _ N9z 2 (1.47)

471'60 T%Q 12

Im Folgenden wollen wir einige Sétze herleiten, die fiir Mehrteilchen-Systeme
mit inneren Zweiteilchen-Kraften und dufleren Kréaften gelten.

3 In der Literatur wird manchmal auch die weniger strenge Definition verwendet, wo-
nach nur die Bedingung erfiillt sein muss, dass die Richtung der Kraft entlang der Ver-
bindungslinie zeigt, die Starke aber auch von der Richtung abhéngen darf. Wir bleiben im
Folgenden jedoch bei der genannten strengeren Definition.

16



1.4.1 Schwerpunktsatz

Wir definieren zunéachst:

N
B .— Zﬁ(i) (Gesamtimpuls) (1.48)
F., = Z F  (gesamte duBere Kraft) (1.49)

i=1

N
M = Z m;  (Gesamtmasse) (1.50)

N
Ri=—> mi®. (1.51)

N .
P=> mi"=MER (1.52)

vollkommen analog zum Impuls eines einzelnen Teilchens mit Masse M und
Geschwindigkeit R.

Als néchstes wollen wir die zeitliche Ableitung
P=MR (1.53)
berechnen. Nach N2 gilt zunéchst fiir das i-te Teilchen:

PO =FD=>"Fi) 4 F. (1.54)
JF

Summation iiber alle Teilchen liefert dann

Z*“ STED 4 SFO S SFD (1)
i=1 =1

und damit .
P=Fr,. (1.56)



Der Schwerpunkt bewegt sich also so, als ob die gesamte Masse in ihm ver-
eint wire und alle dufleren Krifte an ihm wirkten. Dies ist letztlich auch
die Grundlage dafiir, dass das idealisierte Konzept der Punktmassen funk-
tioniert: Statt der komplizierten Bewegung eines aus vielen Teilchen zusam-
mengesetzten ausgedehnten Korpers beschreiben wir die Bewegung seines
Schwerpunkts, was in vielen Féllen ausreichend ist.

Fiir abgeschlossene Systeme (F W =0 = F., = 0) ergibt sich aus Gl. (1.56),
dass der Gesamtimpuls erhalten bleibt: P=0= P = const.

1.4.2 Drehimpulssatz

Analog zum vorherigen Abschnitt definieren wir

N N
L= Z LO = Z 7@ % 7@ (Gesamtdrehimpuls) (1.57)
i=1 i=1
N
Ny = Z 7@ x FO (gesamtes duferes Drehmoment) (1.58)
=1

— N, + > 0 x F), (1.59)

18



Den letzen Term konnen wir weiter umformen:

Z—‘(ZXFU:ZT w B 4 Z () 5 Fi)

i,j=1 i,j=1 i,j=1

i#j i<j 1>]
N
— Z (7 @) « F) 4 70) « ﬁ(ﬂ))
i,.j=1

= Z x F), (1.60)

wobei wir im vorletzten Schritt beim zweiten Term die Summationsindizes ¢
und j vertauscht und im letzten Schritt FU9) = — (i) (N3) verwendet ha-
ben. Fiir Zweiteilchenkrifte, die entlang der Verbindungslinie gerichtet sind,
d.h. FG) ~ (70 — 7)) insbesondere fiir zentrale Zweiteilchen-Kriifte, ver-
schwindet das Kreuzprodukt. In diesem Fall vereinfacht sich Gl. (1.59) auf

—

[=N,. (1.61)

Fiir den Gesamtdrehimpuls ergibt sich eine interessante Zerlegung, wenn man
die Ortsvektoren relativ zum Schwerpunkt angibt,

—

= R+70 (1.62)

Dann folgt

SR B (Cmd ) x Bt Y0 i (1.63)

Aus der Definition des Schwerpunksvektors, Gl. (1.51), ergibt sich
MR = Zml ZmZR—l—Zmr’)/ MR—l—Zmr ) (1.64)

und somit

> m @ =0, (1.65)
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Der mittlere Term in Gl. (1.63) verschwindet also. Wenn wir ferner definieren

FO = mr @ (1.66)
erhalten wir schlie3lich
N
L=RxP+) 7O x50 (1.67)
i=1

Den beiden Termen kann man folgende Bedeutung zuordnen;

l

, Bahn-Drehimpuls®

RxP:

N

Z PO % @7 innerer Drehimpuls®, , Eigendrehimpuls® (1.68)
i=1

Eine &hnliche Zerlegung des Drehimpulses spielt eine grofie Rolle in der Quan-
tenmechanik (Bahndrehimpuls und Spin).

1.4.3 Energiesatz

Wir nehmen wieder an, dass wir zentrale Zweiteilchen-Kréfte vorliegen ha-
ben. Man kann zeigen, dass diese konservativ sind und sich aus einem Poten-
zial ableiten lassen, das nur vom Abstand der beiden Teilchen abhéngt:

F) — ) (@) V) = yUd = v(r,), (1.69)

mit r;; = @ — 70| und

0
V= | 5% (1.70)
0
92()
Es gilt dann
ori; ori;
B= (1.71)
or,, ory;
und damit
FUD = g0 YU = _90) 6 — GO 16 — ) (1.72)
im Einklang mit N3.
Wenn zusétzlich externe Kréfte wirken, gilt also nach N2
m O = 3 (= 9O V@) 4 5O, (1.73)

JFi
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Skalare Multiplikation mit 7@ und Summation iiber alle Teilchen liefert

N . .. N . N
Zmﬁ(“ LR — Z TAOI vIOR vAC2) § )L FWO). (1.74)
=1 i,j=1 =1

i#]

Die Summanden der linken Seite konnen wir schreiben als

e d rm
() 26 ( M = (i) > 175
m; T\ T 7 U (1.75)

Fiir den ersten Term auf der rechten Seite ergibt sich

N
s o . N CN o - d .
LN A0S0 ) — N (090 A0 . o0 ) — N L)
2 ™V 2 (Ve V) 2"
z,i]#:jl 1<j 1<)

(1.76)
wobei wir im letzten Schritt die Kettenregel verwendet haben.* Wir erhalten

also S N
Ez(zm )— ZV” +ZT (1.77)
i=1

und damit den folgenden Energiesatz

N
d N
—(T+V)=) 9. F) (1.78)

mit

N
T = <% v (i)2> (kinetische Energie des Gesamtsystems)  (1.79)

i=1 2
V = Z V) (innere potenzielle Energie). (1.80)
i<j

Die Summe F =T + V nennt man auch die ,,innere Energie“ des Systems.
Die rechte Seite von Gl. (1.78) beschreibt die Leistung (Arbeit pro Zeit) der
externen Kréfte. Die Anderung der inneren Energie im Zeitintervall dt ist
also gleich der in diesem Zeitintervall von den externen Kréften geleisteten
Arbeit.

3

4dV7,j Z(

k=1

@ 4 aavT;a)v?;](j)) = (7O . VO 4 70) . YO V)
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1.4.4 Abgeschlossene Systeme

In abgeschlossenen Systemen verschwinden per definitionem alle &ufleren
Kréfte und damit auch die &uleren Drehmomente. Fiir zentrale innere Zwei-
teilchen-Kréfte ergeben sich dann Erhaltungsgrofien:

—

=0 = P = const.

o &
“|’"Ul

e Gesamtimpuls:

Mit P = MR folgt, dass sich der Schwerpunkt geradlinig gleichférmig
bewegt:

—

. 1 -
R(t) = Ro + — Pt (1.81)

e Gesamtdrehimpuls: d_g =0 = L= const.

U

Aus der Zerlegung L = R x P + L;, folgt mit GL (1.81)

- - O - o

L=Ryx P+—t P x P+L,, = const. (1.82)
~——— M
=const. =0

und damit Em = const.
e innere Energie: % (T'+V)=0 = E=T+YV = const.

Das System kann daher durch zehn Erhaltungsgroﬂen charakterisiert werden:
den Komponenten von RO, P und L sowie der inneren Energie F.
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Kapitel 2

Kepler-Problem

2.1 Schwerpunkts- und Relativbewegung des
ZweikOrpersystems

Wir betrachten zwei Teilchen mit Massen m; und msy, die auf einander die
Krifte F12 = F bzw. F?) = —F (actio = reactio) ausiiben. Das System
sei abgeschlossen, d.h. es wirken keine &uflere Kréfte. Dann gilt nach N2:

(2.1)
(2.2)

Wie gehabt definieren wir die Gesamtmasse und den Schwerpunktsvektor als

M = my + Mo (23)
M

und auflerdem den Relativvektor

i =7 — 73, (2.5)

=
[l

Daraus ergibt sich:
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PO = R+ % 7 (2.6)
7@ = R % 7 (2.7)

2.1.1 Schwerpunktsbewegung
Addition von Gl. (2.1) und Gl (2.2) liefert
und somit . .
P = MR = const. (2.9)

Wie wir in Abschnitt 1.3 allgemein fiir abgeschlossene Systeme gezeigt haben,
ist der Gesamtimpuls also erhalten, und der Schwerpunkt bewegt sich mit

konstanter Geschwindigkeit R durch den Raum.

2.1.2 Relativbewegung

Wir multiplizieren Gl. (2.1) mit my und Gl. (2.2) mit m; und subtrahieren
die beiden Gleichungen von einander:

—

My (;éu) _ 7%(2)) = (my +mg)F (2.10)

Division durch my + ms liefert

pr=F (2.11)
mit der reduzierten Masse
mime
= 2.12
= (2.12)



Die Relativbewegung des Zweiteilchensystems verhélt sich also so wie die
Bewegung eines einzelnen Teilchens mit der reduzierten Masse p unter dem
Einfluss der Kraft F. Wir haben damit das Zweikorper-Problem auf ein
dquivalentes Einkorper-Problem reduziert.
Fiir die reduzierte Masse gilt offensichtlich

M = mims (2.13)

sowie 1 1 1
B (2.14)

Hooomy Mg

Interessant sind auch die folgenden Spezialfille:

2

= = p=-—L =1 2.15

= = om, ~ 2 (2.15)
mym

my <K my = U= ! 2:m1 (2.16)
ma

Beispiel:  Erde und Sonne, mg = 3 - 10~ mg
= [~ mg, M ~mg, 7 ~ R, % ~R+7, (2.17)

d.h. im Schwerpunktsystem (R = 0) ruht die Sonne in sehr guter Niherung
am Koordinatenursprung, und 7 entspricht der Position der Erde.

Nachdem wir die Bewegungsgleichung fiir die Schwerpunktsbewegung be-
reits in Abschnitt 2.1.1 gelost haben, werden wir uns im Folgenden auf das
dquivalente Einteilchenproblem fiir die Relativbewegung konzentrieren. Da-
bei werden wir die Teilchenmasse in der Regel mit m bezeichnen. Wir sollten
jedoch im Hinterkopf behalten, dass es sich dabei eigentlich um die reduzierte
Masse p handelt.

2.2 Zentralkafte

Wir setzen ab jetzt voraus, dass die Kraft F eine zentrale Zweiteilchenkraft
ist. Die Relativbewegung entspricht dann dem dquivalenten Problem, bei dem
sich ein Teilchen mit der reduzierten Masse m = p im Feld einer Zentralkraft

= T

F(r) = f(r)- (2.18)

r

bewegt, also einer Kraft, die entlang der Verbindungslinie zum Ursprung
gerichtet ist und deren Stérke nur vom Betrag r = |7 abhéngt.
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Man kann leicht zeigen, dass solche Kréfte konservativ sind und aus einem
Potenzial V' (r) abgeleitet werden kénnen, das nur von r abhéngt (— Ubung),

F(7) = =VV(r). (2.19)
Es gilt dann .
f(r) = —W(r). (2.20)

Ein wichtiges Beispiel ist das Gravitationspotenzial

s -G ﬁ

Ve = -G = . 2.21
(r) , r ( )
Fiir das Drehmoment gilt
N:fxﬁ(f):ﬂfxf:@ (2.22)
r \v/

=0

Der Drehimpuls .
L=7rxp=m(rxr) (2.23)

ist damit konstant. Dies hat folgende wichtige Konsequenzen:

e Wegen des Kreuzprodukts steht L senkrecht auf 7 und 7. Da L konstant
ist, sich also nicht mit der Zeit &ndert, bedeutet dies, dass die Bewegung
in einer festen FEbene stattfindet, die senkrecht zu L liegt.

e Zweites Kepler'sches Gesetz:

Nach dem zweiten Kepler’schen Gesetz iiberstreicht die Verbindungs-
linie zwischen einem Planeten und der Sonne in gleichen Zeiten die
gleiche (vom jeweiligen Planeten abhingige) Fldche.

Betrachten wir dazu das

Flachenelement, das von der >
Verbindungslinie iiberstrichen .

wird, wenn sich der Planet vom N dA
Ort 7" zum Ort 7+ dr” bewegt. /‘&74

AN

Der Flicheninhalt betrigt dann®

dA = %|F>< . (2.24)

Erinnerung: |a@x 5| ist der Flicheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelograms.
Das Dreieck ist gerade halb so grof.
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Fiir die pro Zeitintervall dt tiberstrichene Flache dA = %dt gilt also

. |L
|7 x 7] = ‘2—‘ = const., (2.25)

dA 1 dr

—

1
_ X —| = —
at 2" T T o
da L = const.

Das zweite Kepler'sche Gesetz beruht also allein auf der Drehimpulser-
haltung und gilt daher fiir alle Zentralkréfte, nicht nur fiir die Gravi-
tationskraft.

Da die Bewegung in einer festen Ebene stattfindet, konnen wir ein Koordi-
natensystem wéhlen, bei dem L in 2-Richtung zeigt und die Teilchenbahn
in der xz-y-Ebene liegt. Wegen der Radialsymmetrie des Kraftfeldes bietet es
sich dann an, die Bewegung in ebenen Polarkoordinaten zu beschreiben:

b e
vl o T =TCosp (2.26)
Yy =rsinp (2.27)
z € = COSpE,+sinpe, (2.28)
€, = —sinpe, + cospe, (2.29)

Fiir zeitabhéingige Koordianten r = r(t) und ¢ = p(t) ergibt sich daraus, dass
die Basisvektoren €, und €, ebenfalls von der Zeit abhidngen. Insbesondere
gilt:

&, = (—sinpé, +cospé,)p= E,p (2.30)
ég, = (—cospe, —sinpey,) P =—e, ¢ (2.31)
Aus
F=ré, (2.32)
folgt damit fiir die Geschwindigkeit:
T=7& +1é =7& +rpé, (2.33)
Daraus ergibt sich fiir den Drehimpuls
L =mi X ¥ =mrr €. x &, +mrip e, x €y = mripe,. (2.34)

- -

=0 =€z

Auch die Gesamtenergie konnen wir in Polarkoordinaten ausdriicken:

1 1
E=T+V = §m172 +V(r)= om (7'“2 + r2gb2) + V(r) (2.35)
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2.3 Losung der Bewegungsgleichung fiir all-
gemeine Zentralkifte

Wir wollen nun die Bahn des Teilchens explizit bestimmen. Aus Gl. (2.34)
folgt zunéchst

-

LQ
.9
= (2.36)
Einsetzen in Gl. (2.35) liefert fir die Energie
1 ., L2
E = Smr + 52 + V(r) (2.37)

Diese Gleichung enthélt nur noch die Koordinate r und ihre Zeitableitung
7, so dass wir r(¢) durch Integration bestimmen koénnen (s.u.). In diesem
Zusammenhang ist es praktisch, das effektive Potenzial

—

L 2
Ve =V 2.38
5 () =V() + 5y (2.39)
einzufiithren. Fiir die Energie ergibt sich dann
1
E = émf“Q + Veg (r), (2.39)

d.h. die gleiche Form wie die Gesamtenergie bei einer eindimensionalen Be-
wegung mit der kinetischen Energie T\p = %mi’Q im Potenzial Vip = Vg (7).
Es sei noch einmal betont, dass der Term

L2 1

der zusammen mit dem eigentlichen Potenzialterm V' (r) das effektive Poten-
zial bildet, urspriinglich aus der kinetischen Energie kommt und zunéchst
lediglich auf Grund der Tatsache, dass er nach Ausnutzen der Drehimpulser-
haltung nur noch von r abhéngt, dem Potenzial zugeordnet werden konnte.
Neben diesem eher technischen Argument gibt es aber auch eine physikalische
Interpretation. Dazu betrachten wir die mit V; verbundene ,, Kraft“

E 2
mr3

— .

Fy(i) = =VVy(r) = € =mrg’ e, . (2.41)

Sie wirkt radial nach auflen und entspricht einer Zentrifugalkraft. V, kann
daher als Zentrifugalpotenzial interpretiert werden, das das Teilchen nach
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auBen driickt. Insbesondere ist Vy fiir L +£ 0 iiberall positiv und divergiert
am Ursprung.

Beispiel:  V(r) = =%, k>0 (z.B. Gravitation: K = Gmimy)

kleine r: V5 dominiert

grofie r: V dominiert

Aus Gl (2.39) folgt allgemein, dass
1
E—Vg(r) = Emf“? >0, (2.42)

d.h. nur solche Werte von r sind moglich, fiir die Voz(r) < E gilt. Diese Werte
von r nennt man den klassisch erlaubten Bereich und die Punkte, an denen
Veg(r) = E gilt, klassische Umkehrpunkte. An diesen Punkten gilt 7 = 0,
und die Radialbewegung #indert ihre Richtung (einwérts <> auswérts).b

Als Beispiel betrachten wir wieder das Gravitationspotenzial fiir |E | > 0. Wir
konnen dann folgende Félle unterscheiden:

1. >0
Verr
E Umkehrpunkt: 7,,:,
0 r erlaubter Bereich: r > r,,;,
Vinin + verbotener Bereich: 7 < 1,

6In der Quantenmechanik gilt das nicht mehr unbedingt. Dort kénnen sich die Teilchen
auch mit endlicher Wahrscheinlichkeit in den klassisch verbotenen Bereichen aufhalten
und diese ,,durchtunneln® .
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= Ein aus beliebiger Entfernung einwérts laufendes Teilchen éndert
bei r = r,,;,, die Richtung der Radialbewegung und entfernt sich bis ins
Unendliche.

2. Viin < B <0

Ve
Umkehrpunkte: 7, < 7mas
0 . erlaubter Bereich: 7., <7 < 7
v E T N verbotene Bereiche: r < r,,,
e T > Tmae

= Das Teilchen ,pendelt” zwischen 7,,;, und 7,4, hin und her. (Wir
diirfen aber nicht vergessen, dass es noch die Bewegung in (-Richtung
gibt.)

3. E=Vyn
Ve

Dies entspricht dem Grenzfall von

0 \./—"T Fall 2 mit 7., = Tmez = T0-
E = Vmin T

= Das Teilchen hat einen festen Abstand r = ry. Unter Hinzunahme
der Winkelbewegung entspricht dies einer Kreisbahn.
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4. F < me

Verr
0 \/_______r Es gibt keine erlaubte Losung.
Vmin T
E

Die Fille 2 und 3 beschreiben also ein gebundenes System, bei dem der Ab-
stand einen Maximalwert r,,,, besitzt, Fall 1 entspricht einem ungebundenen
System.

Nach dieser allgemeinen Klassifizierung wollen wir nun die Bewegungsglei-
chung 16sen. Dazu l6sen wir Gl. (2.39) nach 7 auf,

dr 2
— =7 =44/—(F — 2.4
a \/m( Ve (1)) (2:43)
und trennen die Variablen r und ¢:
dt = + dr (2.44)

Integration liefert dann

H(r) — t(re) = / it — + / yers Veﬂ( o (2.45)

Das Integral kann in manchen Féllen analytisch (s. ndchster Abschnitt), in
jedem Fall aber numerisch gelést werden. Das Ergebnis sagt uns, zu welcher
Zeit t(r) ein Teilchen den Abstand r vom Koordinatenursprung haben wird
(oder, je nach Vorzeichen, gehabt hat), wenn es zur Zeit t(ro) die Radialko-
ordinate 7o besitzt. Wir erhalten also eine Funktion ¢(r), deren Umkehrung
uns die gesuchte Funktion r(¢) liefert.

Das unbestimmte Vorzeichen £ hingt damit zusammen, dass durch die Vor-
gabe von E und |L| nur der Betrag der Radialgeschwindigkeit im Abstand
r festgelegt ist, nicht aber die Richtung (fir » > 7y entspricht 4+ auswirts
und— einwiérts). Die Existenz beider Losungen besagt, dass die Bewegung
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von 1o nach r die gleiche Zeit in Anspruch nimmt wie von r zuriick nach
ro. Darin manifestiert sich die Zeitumkehrinvarianz der Bewegungsgleichung:
Der , riickwérts laufende Film* einer Lésung entspricht auch einer Losung.

Wir kommen nun auf die Winkelbewegung zuriick. Aus Gl. (2.34),
L =mr?pé., (2.46)

folgt zunéchst, dass sich das Vorzeichen von ¢ nicht éndert, d.h. der Umlauf-
sinn bleibt konstant. Wir kénnen das Koordinatensystem so wéahlen, dass L
in positive z-Richtung zeigt. Dann ist ¢ positiv, d.h. das Teilchen bewegt
sich gegen den Uhrzeigersinn. Mit L := |E| gilt dann also

dy L L
dt  mr? LTI ( )
und somit nach Integration

t

() — plto) = / ar

to

L
mr2(t')

(2.48)

Fiir bekanntes r(¢) kann das Integral dann zumindest numerisch gelost wer-
den.

Oft interessiert uns nur die geometrische Form r(¢) der Bahn und nicht das
Zeitverhalten 7(t) des Ortsvektors. Dazu schreiben wir

r=r(p), (2.49)

woraus mit Hilfe der Kettenregel folgt

dr
= — 2.50
=Y (2.50)
und damit d
r 7
— = 2.51
PR (2.51)
Mit Gl. (2.43) und Gl. (2.47),
2 L
. — :t I E —_ e , o —s, 2 2
o2 (V) 6= 25
folgt daraus
dr \V2m
— =4 2 JE — 2.
d(p I r Veﬁon)a ( 53)
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also
L dr

dp =+ 2.54
4 V2m r?\/E — Veg(r) ( )
und damit nach Integration
L f dr’
r)—p(rg) = * . 2.55
o) =0 = [ (2.5
To

Wie wir diskutiert haben, oszilliert r fiir eine gebundene Bewegung zwischen
den Umkehrpunkten r,,;, und r,,.,. Fiir eine volle Periode von r,,;, bis 7,4
und wieder zuriick nach r,,;, &ndert sich ¢ um

L Tmaz T'min 2 Tmaz d ,
A@z—( /dr/n'—/dr'...)—\/—[// i .
V22m m 12\ E — Vo (1)

(2.56)

Dabei konnen wir nun folgende Félle unterscheiden:

e Falls Ap = 27n, n € N, bleibt die Richtung von r,,;, (bei Planeten das
,Perihel“ = sonnennéchster Punkt) unveréndert.

o Falls Ap =27, n,m € N, kommt das Perihel nach m Perioden (bzgl.
r) wieder an den Ausgangspunkt zuriick. Man nennt die Bahn dann
geschlossen.

e Andernfalls nennt man die Bahn offen.

2.4 Losung fiir das Gravitationspotenzial

Wir betrachten jetzt den Spezialfall des Gravitationspotenzials,

Vi) = —Gmler _ _;j k:=Gmimy =GMm (m=p). (2.57)

Daraus ergibt sich fiir das effektive Potenzial

L2
Vg = —— +

r o 2mr?

(2.58)

Dies konnten wir in Gl. (2.55) fiir die Bahnkurve einsetzen und das Integral
l6sen. Statt dessen gehen wir einen Schritt zuriick zu Gl. (2.53),

dr V2m V2m \/ K L2
_ 4 2 [E V() = + 2B+ 5o = 2.59
dep L’ 7 (7) L * ro 2mr?’ (2.59)
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und substituieren

1
wi=- =
r
Daraus ergibt sich
du  _/2m
do L

und damit

du 2_2mE+
dp) L2

Wir substituieren noch einmal,

wi=u—
so dass
dw B du
de — dy
und )
w? =u?— le

Wir finden also

und damit

(d_w)2 +w? = A%
de

Diese Differenzialgleichung hat die Losung

w(p) = Acos(y — ¢o)

mit einer beliebigen Integrationskonstanten (.

Beweis:

dw
de

dp

= —Asin(p — vo)

2
(d_w) +w® = A? (sin®(p — o) + cos’(p — o)) = A* qed.
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(2.63)
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(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)



Wir finden also

1 N mK m2k? N 2mE ( )+ mK
—=u=w+ — =14/ —— + —— cos(p — —
r 2 A e PV e
meK 212F
=77 (1 +4/1+ — cos(p — g00)> (2.71)
und damit p
() = , 9.72
(%) 1+ ecos(¢p — ¢o) (272)
wobel
L? 2L2F
p=— und e=14/1+ o (2.73)
mk mk

Gl. (2.72) ist aus der Geometrie als Kegelschnittgleichung bekannt. In Ab-
héngigkeit von der numerischen Exzentrizizit € ergeben sich unterschiedliche
Bahnkurven:

i) e>1 (& E>0): Hyperbel (2.74)
i) e=1 (& E=0): Parabel (2.75)
i) e<1 (& E<0): Ellipse (2.76)

mit dem Grengzfall

2

e=0 (& E= _ﬁ> : Kreis (2.77)

Im Folgenden wollen wir uns den Fall der Ellipse (e < 1) etwas genauer anse-
hen (weitere Eigenschaften — Ubung). Wir konnen das Koordinatensystem
so legen, dass ¢y = 0 gilt, d.h.

p

= — 2.
T(@ 1+4+¢ecosep ( 78)
Es gilt dann
kleine Halbachse
(0) = p__ Py (2.79) Halbparameter
1 j; € Brenn-

ca p Y punkt
4

r(g) = r(%ﬂ) =p. (281 &jmn
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Damit folgt fiir die grofle Halbachse:

2p
2a = min mar — 2.82
a =Ty +7 o (2.82)
p L? mk? K K
L. _ _ _ KK 2.83
“T12 T ek ( 2L2E> 2E  2(E| (2.83)

d.h. Bahnen gleicher Energie haben die gleiche grofie Halbachse. Andererseits
hatten wir p = 7%, d.h. Bahnen mit gleichem Drehimpuls haben den gleichen
Halbparameter. Beides gilt jeweils bei gleichem &, d.h. fiir gleiche Massen.
Fiir die kleine Halbachse gilt (— Ubung)

b’ = ap (2.84)
und fiir den Flacheninhalt der Ellipse
A = wab. (2.85)

Im Zusammenhang mit dem zweiten Kepler’schen Gesetz hatten wir gefunden
(s. Gl (2.25)):

dA L L
—_— = — dA = —dt. 2.
dt 2m 2m (2:86)
Integration iiber einen vollen Umlauf mit der Umlaufzeit T liefert
r L L 2
m
A= A= —=—T T=—A. 2.
/d /dt2m ST i (2.87)
Ellipse 0
Mit Gl. (2.85) und Gl. (2.84) folgt daraus
2 2
T= meab: me pa’?, (2.88)
und mit Gl. (2.73),
L? L?
= — = 2.89
P= e = GMm® (2:89)
erhalten wir schliellich 5
S LR TE (2.90)

— Drittes Kepler’sches Gesetz:

Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich wie die
dritten Potenzen der groflen Halbachsen ihrer Ellipsenbahnen.

Wie man an Gl. (2.90) sieht, gilt das Gesetz nicht exakt, da der Proportio-
nalitdtsfaktor die Gesamtmasse M = mg + Mplanet enthéilt und damit fir
verschiedene Planeten unterschiedlich ist. Da jedoch die Planetenmassen ge-
geniiber der Sonnenmasse sehr klein sind, war dieser Unterschied anhand der
Kepler vorliegenden Daten nicht erkennbar.
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2.5 Streuung im Zentralkraftfeld

In einem Streuexperiment wird ein Teilchenstrahl (,,Projektil“) auf andere
Teilchen (,, Target) gerichtet und durch die Wechselwirkung abgelenkt. Aus
der Winkelverteilung der auf diese Weise gestreuten Teilchen kann man dann
Riickschliisse iiber die Wechselwirkung ziehen.

Wir betrachten dazu zunéchst die Streuung eines einzelnen Projektil-Teilchens
an einem einzelnen Target-Teilchen unter dem Einfluss einer zentralen Zwei-
teilchen-Kraft. Wie wir gesehen haben, kénnen wir das durch Abseparation
der Schwerpunktsbewegung auf ein dquivalentes Einteilchen-Problem fiir die
Relativbewegung reduzieren, bei dem ein Teilchen mit reduzierter Masse p
an einem Zentralpotenzial V(1) gestreut wird.

Betrachten wir dazu ein Teilchen, das sich aus grofier Entfernung mit An-
fangsgeschwindigkeit v,, dem Streuzentrum néhert. Wir nehmen an, dass
die Kraft in grofler Entfernung vernachléssigt werden kann, so dass sich das
Teilchen zunéchst geradlinig bewegt. In der Ndhe des Streuzentrums wird
die Kraft spiirbar, und das Teilchen wird abgelenkt. Es entfernt sich dann
wieder und bewegt sich am Ende wieder geradlinig.

Daraus ergibt sich das folgende Bild:

,Perihel“ (r = rym)

Streuzentrum

Die Grofle b, also den Abstand zwischen Streuzentrum und der geraden Linie,
auf der sich das Teilchen ohne Krafteinwirkung fortbewegen wiirde, bezeich-
net man als Stofiparameter, 0 ist der Streuwinkel.

Wenn wir das Potenzial im Unendlichen gleich null setzen, gilt fiir die Energie

1
E=T,= §uv§o (2.91)

und fiir den Drehimpuls
L = |7 x pt| = buve = br\/21E. (2.92)
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Im vorletzten Schritt haben wir verwendet, dass nur die senkrecht auf
stehende Komponente von 7 zum Kreuzprodukt beitrdgt und dass diese fiir
das einlaufende Teilchen gerade gleich b ist.

Fiir den Streuwinkel gilt (s. Bild)

0 =m—2Ap, (2.93)

wobei Ay gerade der Differenz zwischen dem Polarwinkel des Teilchens im
Perihel und dem in grofler Entfernung ist:

Ap = [@(Fmin) = @(r = 00| (2.94)

Fiir diese gilt nach Gl. (2.55)

Mit 12 o
Veg =V + ot =V+ =n (2.96)
folgt daraus
(2.97)

Ap=1> /
\/172—
Tmin r2

) / (2.98)
V(T)
T'min E

und damit

Dabei ist zu beachten, dass 7,,, i.A. ebenfalls von E und b abhéngt.

Fiir vorgegebene Werte von £ und b kénnten wir also fiir bekanntes V () den
Streuwinkel # vorhersagen (oder umgekehrt durch Messung von # Riickschliisse
iiber das Potenzial ziehen). In realen Streuexperimenten, insbesondere in der
Kern- und Elementarteilchenphysik, ist es aber nicht moglich, b prézise genug
vorzugeben (~ fm). Zu den technischen Herausforderungen kommen dabei
noch prinzipielle Griinde aus der Quantenmechanik hinzu. Anstatt b vorzu-
geben mittelt man daher iiber viele verschiedene Stofparameter, indem man
einen Teilchenstrahl mit konstanter Teilchenstromdichte

Zahl der einlaufenden Teilchen
Flache - Zeit

j= (2.99)
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auf das Target richtet. Dabei haben die Teilchen alle die gleiche Anfangsge-
schwindigkeit v, und die Fldche liegt senkrecht dazu. Man misst dann

_ Zahl der in das Raumwinkelelement df) gestreuten Teilchen

AN = (2.100)

Zeit

und definiert

dN
do = —

J
_ Zahl der in das Raumwinkelelement df) gestreuten Teilchen pro Zeit

Zahl der einlaufenden Teilchen pro Flache und Zeit
(2.101)

Da die Zeit herausfallt, hat do die Dimension einer Flache. Man schreibt
dann

do
do = —df) 2.102
7T an (2.102)
und bezeichnet die Grofle g—g als differenziellen Wirkungsquerschnitt. Inte-

griert man diesen {iber den gesamten Raumwinkel, erhdlt man den totalen

Wirkungsquerschnitt
do

= [ dQ) —. 2.1
o / 0 (2.103)

Aufgrund der Kugelsymmetrie der Zentralkraft ist das Problem axialsymme-
trisch um die Strahlachse. Wir konnen das Raumwinkelelement d§2 daher zu
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einem schmalen Ring ausweiten, indem wir iiber den Azimutalwinkel inte-

grieren:”
2

dQ = /d<p sinf df = 2m sin 0 df (2.104)

0
Wie wir in Gl. (2.98) gesehen haben, gibt es einen funktionalen Zusammen-
hang zwischen dem Stoflparameter b und dem Streuwinkel #. Die Teilchen,

die in das Winkelintervall [, 0 4+ df] gestreut werden, sind daher durch einen
Ring eingelaufen, der durch die Stofparametern b und b + db begrenzt wird:

Die Zahl dN der pro Zeit in das Raumwinkelintervall df2 gestreuten Teilchen
ist daher gleich der Zahl der Teilchen, die pro Zeit durch diesen Ring laufen,
die wiederum durch j mal die Flache des Rings, 27b|db| gegeben ist:

AN = j - 2w b|db). (2.105)

Dabei haben wir den Betrag von db gebildet, weil i.A. gréflere Streuwinkel
durch kleinere StoBparameter erzielt werden, so dass db fiir positive df nega-
tiv ist (s. Abbildung). Aus Gl (2.101) folgt dann

dN
do = — =27 b|db|, (2.106)
J

"Achtung: Wir verwenden jetzt ein anderes Koordinatensystem als vorher bei der Pla-
netenbewegung oder der Streuung eines einzelnen Teilchens. Dort konnten wir uns auf eine
Ebene beschranken und zweidimensionale Polarkoordinaten verwenden. Jetzt betrachten
wir wieder den dreidimensionalen Raum und identifizieren die Richtung des einlaufenden
Strahls mit der z-Richtung. Der zuvor eingefiihrte Streuwinkel 6 eintspricht dann genau
dem 6-Winkel in Kugelkoordinaten. Der zugehorige Azimutalwinkel ¢ hat dagegen nichts
mit dem vorher verwendeten Winkel ¢ in zweidimensionalen Polarkoordinaten zu tun.
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d.h. die Teilchenstromdichte fillt heraus, und nur die Fliche des Kreis-
rings bleibt iibrig. do kann daher geometrisch als der Flédcheninhalt des
Fldchenelements interpretiert werden, durch das die Teilchen einlaufen, die
in das Raumwinkelelement df2 gestreut werden.

Mit Gl (2.104) ergibt sich dann fiir den differenziellen Wirkungsquerschnitt

do 27 b |db|

o b |ab
dQ 27 sinfdf  sinf |[dO|’

(2.107)

Die Ableitung % bekommt man aus der Funktion b(#), die man durch Um-

kehrung der Funktion 6(b), Gl. (2.98), konstruieren kann.
Beispiel:  Rutherford-Streuung

Fiir das Coulomb-Potenzial

I q1q2 R q192
V)= — 3e _ K = 2.108
(r) Ameg T r’ & 4meg ( )

ergibt sich (nach langerer Rechnung)

do K2

0% = 16 sin®(6/2)

(Rutherford’sche Streuformel). (2.109)

Mit dieser Formel erzielte Rutherford 1911 eine gute Beschreibung der expe-
rimentellen Daten fiir die Streuung von a-Teilchen an Gold und schloss dar-
aus auf die Existenz des Atomkerns. Dabei hatte er allerdings das ,,Gliick”,
dass die eigentlich anzuwendende (aber damals noch unbekannte) quanten-
mechanische Formel fiir Coulomb-Streuung in sehr guter Ndaherung mit dem
klassischen Ergebnis iibereinstimmt.
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Kapitel 3

Der starre Korper

3.1 Definition und Freiheitsgrade des starren
Korpers

Bislang haben wir hauptséchlich die Bewegung einzelner oder mehrerer Punkt-
massen diskutiert. Wir wollen uns jetzt der Beschreibung ausgedehnter Korper
zuwenden. Grundsétzlich kann man sich diese wiederum aus N punktférmigen
Teilchen (z.B. Atomen oder Molekiilen) zusammengesetzt vorstellen, wobei
N ~ 10?3 eine sehr grofie Zahl ist. Oft ist es daher zweckméBiger, von einer
kontinuierlichen Dichteverteilung p(7) auszugehen. Fiir die Gesamtmasse des
Korpers ergibt sich dann z.B.

N
M = Zmi kontiy. /dsrp(F). (3.1)
i=1

Wir werden im Folgenden zwischen beiden Beschreibungen hin und her wech-
seln.®

Im Allgemeinen miissen zur vollsténdigen Beschreibung des Korpers zu je-
dem Zeitpunkt die Koordinaten aller N Punktmassen bzw. die vollstandige
Dichtefunktion p(r) angegeben werden. Die Situation vereinfacht sich jedoch
drastisch, wenn wir von starren, d.h. nicht-deformierbaren Korpern ausge-
hen. Diese sind durch die Eigenschaft definiert, dass die Abstédnde zweier
beliebiger Punkte des Korpers zeitlich konstant bleiben:

i (t) = ’F(i)(t) — 70 (t)| = cij = const. (3.2)

8Mit Hilfe der J-Funktion kann man die Dichte p(7) auch fiir diskrete Punktmassen
angeben. Im Zusammenhang mit Ladungsdichten werden wir von dieser Moglichkeit im
zweiten Teil der Vorlesung héufiger Gebrauch machen.
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Wieviele Freiheitsgrade besitzt ein solcher Korper, d.h. wieviele Koordinaten-
angaben sind notig, seine Lage im Raum eindeutig festzulegen? Betrachten
wir dazu einen Punkt P; des Korpers. Dieser kann sich an einem beliebi-
gen Ort 7 befinden, fiir dessen Festlegung drei Koordinaten erforderlich
sind. Die Lage 7® eines zweiten Punktes P, ist dann durch den Abstand
ri9 = c12 von P; eingeschrankt: Er muss auf der Oberfliche einer Kugel mit
Mittelpunkt 7 und Radius ¢ liegen. Zur genauen Festlegung seiner Lage
geniigen also zwei Koordinaten, z.B. zwei Winkel. Ein dritter Punkt P3; muss
dann auf der Schnittlinie zweier Kugeloberflichen mit den Mittelpunkten
7D bzw. #¥? und Radien c13 bzw. co3 liegen, was einen Kreisring ergibt. Zur
Festlegung seiner Lage ist also nur noch eine Koordinate (z.B. ein Winkel)
erforderlich.

Die Lage eines vierten Punktes P ist

dann durch die Abstidnde r;y = c4, P, 1@
1 = 1,2,3, fast vollstandig festgelegt: |
Es gibt nur noch zwei Moglichkeiten,

die durch Spiegelung an der durch 7, P :
7@ und 7® definierten Ebene in ein- |
ander iiberfiihrt werden kénnen. P; &

Ps

Die Uneindeutigkeit l&sst sich dadurch autheben, dass wir aufler der Kon-
stanz der Abstinde noch eine feste relative Orientierung fordern.” Dies ist
keine echte Einschrinkung, da der Ubergang von Py in sein Spiegelbild einen
diskontinuierlichen Sprung seiner Position bedeuten wiirde, der in der klassi-
schen Physik, insbesondere nach den Newton’schen Gesetzen, nicht moglich
ist.

Die Lage des starren Korpers im Raum ist also durch 3 +2 41 = 6 un-
abhéngige Koordinaten eindeutig festgelegt: Er besitzt sechs Freiheitsgrade.
Zur Interpretation dieser Freiheitsgrade betrachten wir zwei kartesische Ko-
ordinatensysteme, ein raumfestes Koordinatensystem K, das ein Inertialsys-
tem beschreibt, sowie ein kdrperfestes Koordinatensystem K', also ein Ko-
ordinatensystem, das fest im Korper verankert ist und sich mit dem Korper
mitbewegt. Insbesondere sind die Koordinaten aller Punkte des Korpers in
K’ zeitlich konstant.

9Formal bedeutet dies, dass das Vorzeichen des Spatprodukts 714 - (12 X 713) zeitlich
konstant ist.
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Die Lage des starren Korpers zur Zeit ¢ im Koordinatensystem K lésst sich
dann eindeutig durch

e den Ortsvektor 7y(t) des Ursprungs von K’ (= drei Koordinaten)

e die Richtungen der Einheitsvektoren €,'(t) (zwei Winkel) und &' (¢) (ein
Winkel)

beschreiben. Dies entspricht drei Translations- und drei Rotationsfreiheits-
graden:

e Translation:
Verschiebung des (fest im Kérper verankerten) Ursprungs von K’

e Rotation:
Richtungsénderung der (fest im Korper verankerten) Koordinatenach-
sen von K’

3.2 Rotation um eine korperfeste Achse

Im Allgemeinen kann sich die Rotationsachse eines starren Korpers zeitlich
andern. Wir beginnen jedoch mit der Diskussion des einfacheren Falls, dass
der Korper um eine feste Achse rotiert. Genauer gesagt, nehmen wir an, dass
nach Abzug der Translationsbewegung die Drehung des Koordinatensystems
K’ um eine Achse erfolgt, die fest im Korper verankert ist. Oft bietet es sich
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dann an, die Richtung der Achse mit €3’ und, da sie sich nicht &ndert, auch
mit €3 zu identifizieren (s. Bild).

[}
& Drehachse

3.2.1 Raumfeste Achse

Wir setzen zunéchst zusétzlich voraus, dass die Drehachse raumfest ist, d.h.
es gibt keine Translationsbewegung. Das System besitzt dann nur einen Frei-
heitsgrad: den Drehwinkel ¢.

Wir koénnen ein Koordinatensystem wéhlen,
bei dem die Drehachse durch den Koordina-
tenursprung von K verlauft und die Richtung
7 besitzt. Die Rotation wird dann durch die
Winkelgeschwindigkeit

J=wh, w=g¢, (3.3)

charakterisiert. Mit welcher Geschwindigkeit
bewegt sich dann ein Massenpunkt m; des
Korpers, der sich am Ort 7 befindet?

Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir in einem ersten Schritt zusétzlich
an, dass die Drehung um die z-Achse verlauft, d.h. 7 = é3. Wir kénnen dann
Zylinderkoordinaten verwenden, so dass der Vektor ¥ durch

7 = pie 4 g, (3.4)
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gegeben ist. Fiir die Geschwindigkeit gilt dann allgemein
PO — s 4 )0 450 — j0 e 1 ) g 4 50, (3.5)
(vgl. 1. Ubung). Fiir Punkte auf dem rotierenden Kérper gilt jedoch
PP =20 =0 und ¥ =w, (3.6)

da sie sich alle mit der Winkelgeschwindigkeit w um die Drehachse bewegen
und dabei weder ihre Hohe noch den Abstand von der Achse éndern. Wir
finden also

7@ = p® €, . (3.7)
Aus & = wn = we, folgt andererseits
& x 7D =wp® e, x €p +w2e, x &, = wp(i)€¢a (3.8)
\“/—/ -
=z, =0
d.h. es gilt o . ,
PO =g x7® = (71 x F(Z)) . (3.9)

Dabei ist anzumerken, dass dieses Ergebnis allein durch die Vektoren & und
7@ ausgedriickt werden kann, ohne dass dabei auf ein konkretes Koordina-
tensystem Bezug genommen werden muss. Obwohl wir es in einem speziellen
Koordinatensystem mit 7 = é3 hergeleitet haben, gilt es daher ganz allge-
mein, also auch wenn die Drechachse nicht in die z-Richtung zeigt.!”
Aufbauend auf diesem Ergebnis wollen wir nun die Rotationsenergie des
Korpers berechnen. Da keine Translationsbewegung vorhanden ist, ist die-
se gleich der gesamten kinetischen Energie (vgl. Gl. (1.79)),

M =02
T — =40
Tt =T = E 5 T (3.10)
Einsetzen von Gl. (3.9) liefert
1 o SN2 2
Trot = 3 % m; (n X r()) w”. (3.11)
Es bietet sich an, dies in der Form

1
oo = §Jw2 (3.12)

10 Mathematisch hiingt dies mit den Transformationseigenschaften von Vektoren unter
Drehungen zusammen. Alternativ kann man sich Gl. (3.9) auch anhand des Bildes am
Anfang des Abschnitts geometrisch iiberlegen.
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zu schreiben, wobei

J=Y m; (i x7F®)’ (3.13)

das Trdgheitsmoment des Korpers bzgl. der vorgegebenen Drehachse ist. Fiir
den Spezialfall 7 = €3 erhélt man

J=Y i (a7 407, (3.14)

Im Fall einer kontinuierlichen Massenverteilung miissen wir einfach die Sum-
me durch ein Integral iber den Raum und die Einzelmassen durch die Mas-
sendichte ersetzen, d.h. es ergibt sich

-

J— /d%p(f)(ﬁ « )2 = /d%p(f*) (+47).  (3.15)

Wirken auf den Korper zusétzlich konservative duflere Kréfte, konnen diese
von einem Potenzial abgeleitet werden, das nur von ¢ (dem einzigen Frei-
heitsgrad) abhdngen kann. Es gilt dann der Energiesatz

1 1
E=Tn+V= §Jw2+V: §J¢2+V(g0) = const. (3.16)
Daraus folgt
s 2 E-vie (317)
dt J 2 '

Trennung der Variablen und Integration liefert dann

© iy
t(p) —t(po) =+ (3.18)
Z VEE-V())

und somit ¢(¢) durch Umkehrung,.

Als néchstes wollen wir den Drehimpuls berechnen. Wie bei der kinetischen
Energie gehen wir wieder von dem Ausdruck fiir allgemeine N-Teilchen-
Systeme aus und verwenden dann Gl. (3.9):

E:Z ) 5 myi Zmr D x (& x F(i)) (3.19)

i

o‘l

Mit Hilfe der Regel @x (bx &) = b(@-&)—&(@-b) fiir das doppelte Kreuzprodukt

folgt daraus
L=>"m (W‘% — (79 . @) f@) . (3.20)



Ein interessanter Aspekt ist dabei, dass L wegen des zweiten Terms in der
Klammer i.A. nicht parallel zu & ist. Insbesondere bedeutet dies, dass sich die
Richtung des Drehimpulses bei festgehaltener Drehachse wéhrend der Rota-
tion i.A. dndert. Das wiederum heifit, dass die Befestigung der Drehachse
ein Drehmoment ausiibt, das die Anderung des Drehimpulses bewirkt. Da-
neben kann es natiirlich auch noch weitere Drehmomente geben, z.B. durch
die Schwerkraft, die auf die Massenpukte des Rotators wirkt.

Wie wir in Abschnitt 1.4.2 gesehen haben, gilt allgemein

& = F = 2T X EL, (3:21)
Die Kréfte ﬁe&i) beinhalten dabei auch die ,,Zwangskréfte”, die erforderlich
sind, die Drehachse im Raum fest zu halten. Ein Problem dabei ist, dass nicht
von vornherein klar ist, wie grof§ diese Krifte sind: Sie sind gerade so grof,
dass das resultierende Drehmoment die Drehachse stabilisiert. Mit Proble-
men dieser Art werden wir uns im néchsten Kapitel noch genauer befassen.
In unserem Fall setzten sich die Zwangskréfte aus den Zentripetalkriften
F Z(Z) zusammen, die die einzelnen Massenpunkte auf ihrer jeweiligen Kreis-
bahn halten und in Richtung Drehachse zeigen. Betrachten wir wieder den
Spezialfall & = we,. Dann gilt in Zylinderkoordinaten

F) = _Fle, (3.22)

Zusammen mit Gl. (3.4) ergibt sich dann fiir das entsprechende Drehmoment

NP =7@ x B = _p0FY e xe, —20FP e xe,=—20F)¢é, (3.23)
Da &, von ¢ abhiingt, zeigen die verschiedenen N Z(i) in unterschiedliche
Richtungen. Sie liegen aber alle in der zy-Ebene. Es folgt daraus, dass das
Gesamt-Drehmoment, das aus den Zwangskréften resultiert, ebenfalls in der
xy-Ebene liegt und damit senkrecht zur Drehachse steht. Insbesondere ver-
schwindet die Komponente in &-Richtung.

Wir konzentrieren uns daher im Folgenden auf die Drehimpulskomponente
parallel zu &, die also nicht durch die Zwangskréfte beeinflusst wird:

Lo=Leii =" m (FOxi0) =3 mi (7 x 70) 70 (3.24)

Dabei haben wir verwendet, dass man die Vektoren beim Spatprodukt zy-

—

klisch vertauschen darf, (@ x b)-&= (& x @) -b. Einsetzen von Gl. (3.9) liefert
dann

Lo=Y"mi(ix7®) - (@x7) =3 "m (Ax7¥) w,  (3.25)



wobei der w-unabhéngige Anteil genau das Tragheitsmoment ist, vgl. Gl. (3.13).
Es gilt also

L, =Jw=Jgp. (3.26)
Fiir die Zeitableitung folgt damit
dL . .
LU 3 S - (1) @) .57
= JG=Nan= (r x F ) . (3.27)

i
Dabei brauchen wir nur die ,freien“ externen Kréfte zu beriicksichtigen, da

die Zwangskréfte nicht zu N, , beitragen.

Beispiel:  Physikalisches Pendel

Ein physikalisches Pendel ist ein star-
rer Korper im Schwerefeld der Erde, der
um eine horizontale Achse drehbar ist.
Um die Drehachse weiterhin in die z-
Richtung zeigen zu lassen, wihlen wir
das nebenstehend abgebildete Koordi-

AN

/1)

natensystem.
Y
x
Fiir die externen Kréfte gilt dann
Fe(’) = Mg €y = ( (3.28)
und damit fiir das externe Drehmoment
2 |
e:r N Z m;g Z/(Z) X m;g y(l) (329)
»(9)
Vergleich mit dem Schwerpunktsvektor R= ﬁ M1 i) liefert
Neyn = —MgR,. (3.30)

Wie oben dargestellt, wihlen wir das Koordinatensystem so, dass die Dreh-
achse durch den Koordinatenursprung verlauft und die z-Komponente des
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Schwerpunkts verschwindet,

. R, Rcos ¢
R=|R, | =| Rsingp |. (3.31)
R, 0

Aus GI. (3.27) folgt dann die Bewegungsgleichung

R
Jp=—MgRsinp <& $+ sinp = 0. (3.32)

Alternativ konnen wir das auch iiber den Energiesatz herleiten. Fiir die po-
tenzielle Energie gilt in unserem Koordinatensystem

V= ZV(i) =— Zng W = —MgR, = —MgRcos ¢ (3.33)

und fiir die kinetische Energie nach Gl. (3.12)

1
T = §J<,b2, (3.34)
d.h. wir haben .
E = §J¢2 — MgRcos @ = const. (3.35)
Ableiten nach der Zeit,
%:Jcpgo—i-MgRsmgogo:(Jg&—l—MgRsmgo)(p:O, (3.36)

fithrt dann auf die Bewegungsgleichung
Jp+ MgRsin g = 0, (3.37)

in Ubereinstimmung mit Gl1. (3.32).!
Interessant ist auch ein Vergleich mit dem mathematischen Pendel, d.h. einem
Fadenpendel, bei dem die Masse des Fadens vernachléssigt werden kann.

"Die zweite Losung von Gl. (3.36), ¢» = 0, d.h. ¢ = const., erhilt zwar trivial die
Energie, ist aber physikalisch offensichtlich nicht sinnvoll. Dies zeigt, dass Energieerhaltung
zwar meistens eine notwendige aber nicht immer eine hinreichende Bedingung ist, die
richtige Losung zu finden.
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| Mit Hilfe des zweiten Newton’schen
Gesetzes folgt in diesem Fall

mlp = —mgsin (3.38)

o ¢+ %singp —0, (3.39)

d.h. das physikalische Pendel entspricht einem mathematischen Pendel mit
Fadenlénge ¢ = M—JR.

3.2.2 Rollbewegung

Wir betrachten einen Zylinder mit Radius R, der eine schiefe Ebene herunter
rollt.

Die Massenverteilung sei zy-
lindersymmetrisch, so dass der x\
Schwerpunkt auf der Symmetrie-
achse liegt. Wir kénnen dann ein
korperfestes Koordinatensystem
wéhlen, dessen Ursprung auf der
Symmetrieachse liegt und dessen
z-Achse mit der Symmetrieach-
se zusammentféllt. Diese ist dann

auch die Drehachse, die folglich >
korperfest, aber nicht raumfest y
ist.

Wir nehmen an, dass der Zylinder perfekt abrollt, so dass die Bewegung durch
den Drehwinkel ¢ parametrisiert werden kann. Fiir den Schwerpunktsvektor
gilt dann'?

To(t) = 70(0) + 5(t) (3.40)

12Um Verwechselungen mit dem Radius R zu vermeiden, nennen wir den Schwerpunkts-
vektor hier 7.
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—sino
S(t) = cosa | Ro(t). (3.41)
0

Die Position eines beliebigen Zylinderpunktes kann dann im raumfesten Ko-
ordinatensystem geschrieben werden als

FO() = Fo(t) + 7' () = 7 (0) + 8(¢) + 7' (). (3.42)

7@ (t) ist also der Ortsvektor des Punktes relativ zum Schwerpunkt, d.h. aus
Sicht eines Beobachters, der die Translationsbewegung des Schwerpunkts mit-
macht, nicht aber die Drehbewegung des Zylinders. ¥ ®’(¢) entspricht daher
der Drehbewegung um eine feste Achse, wie in Abschnitt 3.2.1 besprochen.
Fiir die kinetische Energie des Zylinders ergibt sich dann, dass sie in einen
reinen Translations- und einen reinen Rotationsanteil zerlegt werden kann:

T = Ttmns + Trot (343)
mit
1,
Ttmns - §M3 (344:)
und 1
Tror = §ng2. (3.45)

Dabei ist entscheidend, dass der Vektor ry der Schwerpunktsvektor ist, da
man andernfalls noch einen Mischterm bekommen wiirde. Dies wird in den
Hausiibungen fiir den analogen Fall rollender Kugeln gezeigt.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch einmal die Analogie zwi-
schen Translations- und Rotationsbewegung (mit jeweils einem Freiheitsgrad)
aufzeigen, indem wir die Bewegung einer Punktmasse in einer Dimension dem
Rotator mit raumfester Achse gegeniiberstellen:

Punktmasse Rotator
Ort x Drehwinkel %
Geschwindigkeit v=2a Winkelgeschw. W=y
Masse m Tragheitsmoment  J
kinetische Energie T = 3mu? kinetische Energie T = 3Jw?
Impuls p=mu Drehimpuls L,=Jw
Kraft F=p=mi Drehmoment N,=1L,=J %,
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3.3 Kinematik des starren Korpers

Wir kommen noch einmal auf unser Bild mit dem raumfesten Koordinaten-
system K und dem korperfesten Koordinatensystem K’ zuriick:

Ein Vektor 7 in K entspricht dann einem Vektor 7/ in K’, und es gilt
7(t) = 7o(t) + 7' (¢), (3.46)

wobei 7y wieder der in K gemessene Orstvektor des Koordinatenursprungs
von K’ ist (nicht notwendiger Weise der Schwerpunkt des Korpers).
Wir entwickeln nun 7(¢) nach den Basisvektoren von K,

r(t) = Z ri(t) €, (3.47)

und 7'(t) nach den Basisvektoren von K’

() =D ri(t) &' (), (3.48)

=1

ri sind also die in K’ gemessenen Koordinaten des Punktes, der in K die
Koordinaten r; besitzt. Dabei ist zu beachten, dass die Basisvektoren ¢€;’ mit
dem Korper mitrotieren und daher i.A. von der Zeit abhiingen.'® Rotiert der

13Genauer gesagt: Die Basisvektoren €;’ von K’ hiingen in K von der Zeit ab. Um-
gekehrt hingen die Basisvektoren €; von K in K’ von der Zeit ab. Der entscheidende
Unterschied zwischen den beiden Koordinatensystemen ist jedoch, dass es sich bei K um
ein Inertialsystem handelt, bei K’ i.A. dagegen nicht, so dass die Newton’schen Gesetze
nur in K gelten. Wenn nichts anderes gesagt wird, beziehen wir uns daher immer auf K
als das ,,physikalischere* Koordinatensystem.
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starre Korper mit Winkelgeschwindigkeit & = wr um eine Achse 7 durch den
Ursprung von K, gilt gemafl Gl. (3.9)

=/

&' =adxé. (3.49)

Es folgt damit fiir die Geschwindigkeit

i=1 i=1
= +70 +d x7’ (3.50)
mit
Vo =T (Geschwindigkeit der Translationsbewegung), (3.51)

v = Z r e’ (in K' gemessene Geschwindigkeit des Teilchens) (3.52)

(2

0
3
1=

1

und dem Zusatzterm & x 7', der mit der Rotation von K’ zusammenhéngt.
Durch nochmaliges Ableiten ergibt sich dann fiir die Bechleunigung

i=r=r+) (f;a’+2f;a/+r;é/>
i=1
. 3 d
=7y + e +2rdx e +ri—(0xe’
0 ; ( i i i dt( )
.. 3 .
= o+ > (FE + 2@ X &+l E X G 7@ x (@ x &)
i=1
=Gy +ad 420X T +3XF +3 x (@ x7) (3.53)
mit
o 1= (Beschleunigung der Translationsbewegung), (3.54)

i e’ (in K" gemessene Beschleunigung des Teilchens), (3.55)

1
I
M- =

Il
i

20 x v’ (Coriolis-Beschleunigung), (3.56)
WG x (b x7")  (Zentrifugalbeschleunigung) (3.57)
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und dem Term & x 7/ , der bei nicht-konstanter Frequenz oder Drehachse
auftritt.

Bislang war 7" der Ortsvektor eines beliebigen Punktes. Wenn es sich dabei
um einen Punkt 7@ des starren Korpers handelt, verschwinden seine in K’
gemessene Geschwindigkeit und Beschleunigung;:

g =g = 0. (3.58)
Gl. (3.57) und Gl. (3.57) vereinfachen sich dann folgendermafien:

7O =g+ @ x 7O, (3.59)

A0 =dy+dx 7D +3x (@ x 7O, (3.60)

3.4 Der Tragheitstensor

Fiir die kinetische Energie des starren Korpers ergibt sich aus Gl. (3.59)

1 . 1 ;
T= 5 ;miﬁ(lﬂ = 5 Zml (?70 + W X F(l)/)2 = Ttmns +Trot +Tmix (361)

mit
L s
Ttmns = §MU07 (362)
1 - =0
Trot = 5 Zmi (w X 7’()/)2, (3.63)

Der Mischterm verschwindet wieder, wenn wir den Ursprung von K’ in den
Schwerpunkt legen (= 3" m; 7@’ = 0) oder wenn keine Translation vorhan-
den ist (i) = 0).

Mit (@ x b)2 = a2b? — (@- b)? folgt fiir den Rotationsanteil
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und damit

3
1
Trot = 5 Z Jaﬁ Walp

a718:1

Jog =i (F(i)/Q‘Saﬁ - Tgf)lr(ﬁi),>

oder in Kontinuumsdarstellung

mit

Jap = /d?)r’p(f’/) (F’25a5 - 7‘;7”5> .

Die Matrix
Jin Ji2 Jiz
=1 Ju Jn Ju
J31 Jzo sz

nennt man den Trdgheitstensor des starren Koérpers.
Gl. (3.66) kann dann auch kompakt in der Form

Tror = CUTéw

N | —

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

geschrieben werden, wobei &’ der transponierte Vektor der Winkelgeschwin-

digkeit ist, d.h. der Zeilenvektor (wy, ws,ws).
Eigenschaften:

e Offensichtlich ist J symmetrisch, d.h. J,5 = Jsa.
= Es gibt sechs unabhéngige Komponenten.

e Fiir die Rotation mit Winkelgeschwindigkeit w, = w um eine festge-

haltene Achse in a-Richtung (z.B. z-Achse: a = 3) folgt

1
Tror = EJaa w2-

= Ja ist das entsprechende Trégheitmoment.

(3.71)

e Fiir die Rotation mit Winkelgeschwindigkeit & = wn um eine beliebige

Achse ergibt sich

DO | —

3
1
Tmt = 5 E Jaﬁ NN w2 =
a,B=1
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mit dem Tégheitsmoment fiir die 7-Richtung

3
Ji = Japnang. (3.73)
a,f=1

Der Tragheitstensor enthélt also in Form von nur sechs Zahlenwerten
die Information iiber die Tragheitsmomente fiir beliebige und damit
unendlich viele Richtungen.

Der Trégheitstensor ist ein Tensor 2. Stufe.

Tensoren sind iiber ihr Verhalten unter Koordinatentransformationen
(hier: Drehungen) definiert. Fiir die Komponenten des Ortsvektors gilt
bei Drehung des Koordinatensystems

>/

IS

3
7 = 7"; :ZDijTj (374)
j=1

mit einer orthogonalen Drehmatrix D:

3
D'=1 & > DyDy=0d; (375)

k=1

7t =2 =

i

Ein Skalar (= Tensor 0. Stufe) bleibt unter der Drehung invariant:

S = . (3.76)

Ein Vektor (= Tensor 1. Stufe) ist eine dreikomponentige Grofie V, die
sich genauso transformiert wie 7

3

Vi=> DyV (3.77)

j=1

(mit derselben Drehmatrix D).

Ein Tensor 2. Stufe ist eine Matrix A mit der Transformationseigen-
schaft

3

m,n=1
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e Da J ein Tensor 2. Stufe und & ein Vektor ist, folgt fiir die Rotations-
energie unter Koordinatentransformationen:

3
1
’ / ’o
Trot - 5 Z Joaﬁ Walp

af=1
_ % z[; > Dai Dy I Y Damm Y Dy
B i m n
- % ”Zm:n (2&: Dai Do) ( ZB: Dg; Dgn) Jij Wi wy,
::%755 Sim O i3 W
%,7,M,N
_ %ZJH Wi =Tyt (3.79)
i,J

Die Rotationsenergie ist also unter Drehungen des Koordinatensystems
invariant, d.h. ein Skalar.

e Aus der Linearen Algebra weify man, dass jede reelle symmetrische Ma-
trix diagonalisierbar ist. In unserem Fall bedeutet das, dass man das
Koordinatensystem so drehen kann, dass der transformierte Tréagheits-
tensor eine Diagonalmatrix ist:

Jy, 0 0 Je 0 0
J=( 0 B o =0 J 0 (3.80)
0 0 Jh 0 0 J

Die Achsen dieses Koordinatensystems nennt man Haupttrdgheitsachsen
und bezeichnet die entsprechenden Richtungen mit &, 7 und ¢ (mit den
orthogonalen Einheitsvektoren 7, 7, fi¢). Die zugehtrigen Trégheits-
momente Je, J, und J¢, d.h. die Eigenwerte von J heiflen Haupt-
tragheitsmomente. Der Trigheitstensor kann also durch sechs Zahlen-
angaben charakterisiert werden: die drei Haupttragheitsmomente und
drei Winkel, die die Richtungen der Haupttragheitsachsen festlegen.
Das steht im Einklang mit den sechs unabhéngigen Komponenten von
J.

Fiir die Rotationsenergie ergibt sich damit

Tror = 5 (Jew + Jywi + Jew?) (3.81)

N —
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wobei
we = & - e = &-Komponente von & (3.82)

und analog fiir n und (.

Man unterscheidet folgende Fiélle:
— Kugelkreisel: Je=J, = J¢
— symmetrischer Kreisel: Ji=J; # Je, {5,k ={&n, ¢}
— unsymmetrischer Kreisel: Je # Jy # Je # Je

Beispiel:
Quader mit Kantenléngen a, b, c
und homogener Massendichte py.
J = M = pgabe. (3.83)
c /// /
b

Wir legen den Koordinatenursprung in den Schwerpunkt und wéhlen die
Achsen parallel zu den Kanten.
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Dann gilt:

a/2 b/2 c/2

Jag = Po / dx / dy / dz (7%6as — rars) (3.84)

—a/2 —b/2 —c/2

a/2 b/2 c/2

= anpo/dx/dy/dz (v* + 2°)

—a/2 —b/2 —c/2
b/2 c/2

:poa(c/dny—l—b/dzzg)
—b/2 —c/2

1 2, 2 M oy
= 12p0abc(b +c”) =1 (b°+¢) (3.85)

a/2 b/2 c/2

= Jlgzpo/d:c/dy/dz (—zy)

—a/2 —b/2 —c/2
a/2 b/2

= —poc / dx x / dy y =0 (3.86)
—a/2 —b/2
Durch Permutation von (1,z,a), (2,y,b) und (3, z,¢) bekommt man dann

leicht die anderen Komponenten.
Wir erhalten also

M b? + 2 0 0
J= Tl 0 +a 0 : (3.87)
0 0 a’ + b?

d.h. J ist diagonal mit den Haupttrégheitsachsen § = z, n = y, ¢ = 2
und dem Haupttégheitsmomenten J; = % (b% + ¢2), J, = (2 +d?), J; =
M, 2 b2>

13 (a” +0°).

Die Tatsache, dass J diagonal ist, hingt mit unserer Wahl des Koordina-
tensystems zusammen, die an die Symmetrie des Quaders angepasst ist. Bei
einer anderen Wahl der Achsenrichtungen ist der Tragheitstensor i.A. nicht
diagonal. Dies ist auch der Fall, wenn wir den Koordinatenursprung nicht in
den Schwerpunkt legen. Letzteres wollen wir im Folgenden allgemein unter-
suchen:
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Wir betrachten ein korperfestes Koordinatensystem K’ mit einem Ursprung,
der nicht notwendiger Weise mit dem Schwerpunkt zusammenféllt. Ferner
seien K* ein korperfestes System mit dem Ursprung im Schwerpunkt und R
der Ortsvektor des Schwerpunkts in K’. Zwischen den Ortsvektoren 7’ in
K’ und 7#@* in K* besteht also der Zusammenhang

Aus der Definition des Triagheitstensors in K’, Gl. (3.67), folgt also
Jop = Z m; [(é +7D925,5 — (Ra +19*)(Rs + 7«(”*)}
== Zmz <R (Saﬁ - R R,B) + Zmz ( Z)* aﬂ - r((li)*'f’g)*)
+23-Zmir ag—RaZmirﬁ —Rmeirg)*

(2 7 7
—_—— —_—— —_——
=0 =0 =0

=M (ﬁ25a5 — RQR5> Zmz (_’ (i)+ dop — rg)*rg)*) , (3.89)
d.h. es gilt der Steiner’sche Satz:

Jag = Jis+ M (é 250 — RaRﬁ) , (3.90)

wobei J* der Trégheitstensor beziiglich des Schwerpunkts ist.

3.5 Der Drehimpuls des starren Korpers

Wie wir in Abschnitt 3.3 diskutiert haben, sind die raum- und korperfesten
Orts- und Geschwindigkeitsvektoren der Punkte des starren Korpers die fol-
gendermaflen miteinander verkniipft:

i@ 0, (3.91)

+
0+ & x F“)’. (3.92)

I
acd)

i

I
St
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Fiir den Drehimpuls ergibt sich daraus

Wenn wir den Ursprung von K "in den Schwerpunkt des Korpers legen, ver-
schwindet Y m; ¥’ und L spaltet in Bahn- und inneren Drehimpuls auf
(vgl. Abschnitt 1.4.2):

L = Lgam + Lin (3.94)
mit

Lipam =M7yx ¥ (=RxP mit R=r, P= M) (3.95)

Fiir die a-Komponente von Lin gilt damit

Lina = Z m; (F(i)/Qwa - Z Tg)'uw )

B

= Z Z my; (F(i)ﬂéag - rg)/rg)') wg = Z Jag wa, (397)
B g

d.h. wir finden in Matrix-Schreibweise

-

Lin=J&. (3.98)

Im Folgenden nehmen wir der Einfachheit halber an, dass L Bahn VErschwin-
det, so dass wir den Index ,,in“ weglassen koénnen,*

-

L=1Ly=Ja& (3.99)

4Wie man an dem allgemeinen Ausdruck fiir E, Gl. (3.93), sieht, verschwinden sowohl
LBann als auch die Mischterme, wenn die Urspriinge von K und K’ iibereinstimmen, d.h.
7o = Up = 0, selbst wenn sie nicht im Schwerpunkt des Korpers liegen.
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Im Hauptachsensystem wird diese Gleichung besonders einfach:

Lg Jg 0 0 w§ Jg w5
L,|=10 J, 0 wy | = Jywy |- (3.100)
LC 0 0 ‘]C wg JC wg

Daraus folgt, dass Lzud parallel ist, wenn die Drehachse mit einer der
Hauptachsen iibereinstimmt, z.B.

w . Jew
W= wﬁ5 = 0 = L= 0 = ngﬁg. (3101)
0 0

Fiir einen Kugelkreisel, J; = J,, = J, =: J, sind L und & immer parallel:
J=J1, d=wii = L=Juwi (3.102)

Im Allgemeinen gilt dies jedoch, wie wir schon gesehen haben, nicht. Das
hat wichtige Konsequenzen. Als Beispiel betrachten wir wieder den Quader
aus Abschnitt 3.4. Der Quader rotiere zur Zeit t = 0 um eine Achse in der
x-z-Ebene, wobei die Kanten zu diesem Zeitpunkt parallel zu den raumfesten
Koordinatenachsen gerichtet seien: 7¢(t = 0) = €, 7, (t = 0) = €,, f¢(t =
0) =é..

Anblick von der Seite:

z I Wy B Je Wy
. =10 = L= 0
w W, Jew,
/ Mo,
Jg = E(C +b)

D

M
Jo = E(a2 +v?)

Durch die Rotation drehen sich in der Folgezeit die Hauptachsen &, n und ¢
von den raumfesten z-, y- und z-Richtungen weg, d.h. J &ndert sich mit der

Zeit. Fiir festgehaltenens & bedeutet das, dass sich L ebenfalls dndert. Dafiir

muss aber ein dufleres Drehmoment und damit eine d&uflere Kraft aufgewendet
werden (vgl. Abschnitt 3.2.1).
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Ohne #uBere Krifte muss L dagegen konstant bleiben. Da sich J &ndert,

bedeutet das, dass sich & ebenfalls &ndern muss:

—

L=Jd=const. = Ezgcﬁ%—écﬁ:ﬁ = Lb:—é_li(ﬂ (3.103)

Da i selbst von w abhéngt, fiihrt dies i.A. zu einer komplizierten Bewegung,
bei der die Drehachse sténdig ihre Richtung dndert (,,Nutation“).

Etwas einfacher wird es im Fall ei-
nes symmetrischen Kreisels, also ei-
nes Korpers, bei dem zwei Haupt-
tragheitsmomente gleich lang sind, z.B.
Je = J, # Je. In diesem Fall kann man
zeigen, dass L, & und die ¢-Richtung
(, Figurenachse®) stets in einer gemein-
samen Ebene liegen, die periodisch ro-
tiert. Dadurch {iiberstreicht die Dreh-
achse (und ebenso die Figurenachse) im
Laufe der Zeit die Oberflidche eines Ke-
gels (,,Nutationskegel“).
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Kapitel 4

Lagrange-Mechanik

4.1 Zwangsbedingungen und Zwangskrifte

Die Bewegung von N Punktmassen ist grundsétzlich durch die Newton’schen
Bewegungsgleichungen

mi,,';"(i):ﬁ(i)’ i=1,...,N, (4.1)

vollstandig beschrieben. Dies ist ein System von 3N gekoppelten Differen-
zialgleichungen, fiir dessen eindeutige Losung grundsétzlich 6N Anfangsbe-
dingungen benétigt werden. Oft ist die Zahl der tatséchlichen Freiheitsgrade
jedoch viel kleiner, wie z.B. beim starren Korper 6 statt ~ 10?3, Die Ursa-
che sind geometrische Einschdnkungen, die verhindern, dass die N Teilchen
beliebige Positionen ) einnehmen kénnen. Beim starren Korper ist das die
Konstanz der Absténde, 7;; = ¢;; = const. Eine zusétzliche Einschrénkung
ergibt sich, wenn der Korper um eine feste Achse rotiert, so dass der Rota-
tionswinkel als einziger Freiheitsgrad iibrig bleibt.

Mikroskopisch werden die geometrischen Einschrankungen durch innere und
aufere Krifte verursacht, z.B. elektrische Kréfte zwischen den Kristallgit-
terpunkten des Korpers oder Krifte auf die Verankerung der Drehachse in
de Wand. Meistens sind diese Krifte aber nicht von vornherein bekannt,
und héufig sind sie auch nicht von besonderem Interesse, wenn wir nur an
der Beschreibung der verbliebenen Freiheitsgrade interessiert sind. Allgemein
bezeichnet man geometrische Einschrankungen der freien Bewegung der Teil-
chen als Zwangsbedingungen und die Kréfte, die genau diese Einschrankungen
bewirken, als Zwangskrdfte.

Zwangsbedingungen und Zwangskrifte gibt es nicht nur fiir Vielteilchensys-
teme (wie den starren Korper), sondern auch fiir Punktmassen, wenn deren
Bewegung eingeschénkt ist.
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Beispiele:

1. mathematisches Pendel

.......

2. Achterbahn

-~ ~

N

~~. e

Klassifizierung von Zwangsbedingungen:

Wenn der Aufhingepunkt bei 7
liegt, gilt fiir die Punktmasse

(7 — )% = 2. (4.2)

= Die Bewegung ist auf eine Kugel-
oberfliche eingeschrénkt.
— zwei Freiheitsgrade

Teilchen auf einer vorgegebenen
Bahnkurve 7(s) im Raum

— ein Freiheitsgrad

(z.B. zuriickgelegte Wegstrecke s)

Die Zwangskéfte werden hier von
den Schienen ausgeiibt.

e Zwangsbedingungen, die die Koordinaten durch Gleichungen der Form

fi(FD 7@

N ) =0 (4.3)

miteinander in Beziehung setzen, nennt man holonome Zwangsbedin-
gungen. Sind k holonome Zwangsbedingungen f; = 0, ¢« = 1,... )k
voneinander unabhéngig, reduziert sich die Zahl der Freiheitsgrade auf

s =3N — k.

Hingen die f; nicht explizit von der Zeit ab, %% = 0, spricht man

ot

von skleronomen Zwangsbedingungen, ansonsten heiflen sie rheonome

Zwangsbedingungen.
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Beispiele:
1. mathematisches Pendel
Wie oben besprochen, gilt (7 — 75)? = ¢?. Das kann in der Form
f(A)=F—7)—0=0 (4.4)

geschrieben werden. Wir haben also £ = 1 holonome Zwangsbe-
dingung fiir N = 1 Teilchen und demnach s = 3 —1 = 2 Freiheits-
grade.

Da f(7) nicht explizit von der Zeit abhéngt, ag(f) = 0, ist die
Zwangsbedingung skleronom.

2. Pendel mit zeitabhéngigem Aufhidngepunkt

Wenn der Authéngepunkt 7y des Pendels in fest vorgegebener Wei-
se von der Zeit abhéngt, z.B. 7(t) = A cos(wt) €,, gilt analog

f(7t) = (F—7o(t)* — 2 =0. (4.5)

Dies ist eine rheonome Zwangsbedingung, und es gilt wieder s =
3—1=2.

e Zwangsbedingungen, die sich nicht in der Form von Gl. (4.3) darstellen
lassen, heiflen nicht-holonome Zwangbedingungen. Diese schrianken zwar
die Bewegung ein, reduzieren aber nicht die Zahl der Freiheitsgrade.

Beispiel:  Teilchen in einem quaderférmigen Kasten

O<ax< L,

O<y<L,

L L~ 0<z<L,

= Nicht alle (x,y, 2) sind erlaubt, aber die Zahl der Freiheitsgrade pro
Teilchen bleibt 3.
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Ein komplizierteres Beispiel ist ein auf einer Ebene rollender Reifen. Als
starrer Korper — wir sehen hier von Deformationen ab, der Reifen ist gut
aufgepumpt — hat er zunéchst sechs Freiheitsgrade.

Die Bedingung, dass der Reifen
die Ebene beriihrt, ist eine holo-

nome Zwangsbedingung, die die -, e

Zahl der Freiheitsgrade auf fiinf €z 4
reduziert, z.B. die Koordinaten Y

(xa,ya) des Auflagepunkts in der e
Ebene und drei Winkel, die die / i
Richtungen der korperfesten Ach- YA \

sen festlegen. (Der Reifen kann T
beliebig gegen die Ebene geneigt A

sein.)

Beim Abrollen des Reifens gibt es nun die zusétzliche Einschréinkung, dass
er sich zu jedem Zeitpunkt nur in der momentanen Reifenebene bewegen
kann, die von €, und €, aufgespannt wird. Dadurch ist festgelegt, in welche
Richtung sich der Auflagepunkt (x4,y4) beim Abrollen verschiebt, ndmlich
entlang der Schnittlinie der x-y-Ebene mit der x’-y’-Ebene. Die zeitliche
Anderung des Auflagepunkts, (i 4,74), hingt auf diese Weise von den Win-
keln ab, die die Richtungen der korperfesten Achsen charakterisieren. Die-
se Bedingung lédsst sich aber nur in differenzieller Form angeben, nicht in
Form von Gl. (4.3). Es handelt sich daher um eine nicht-holonome Zwangs-
bedingung. Insbesondere wird die Zahl der Freiheitsgrade nicht weiter re-
duziert: Alle fiinf Kombinationen von (z4,y4) und der drei Winkel, die die
korperfesten Achsen charakterisieren, konnen z.B. von einem Einradfahrer im
Laufe der Zeit realisiert werden, wenn er durch entsprechende Gewichtsver-
lagerung und der damit verbundenen Anderung des Neigungswinkels einen
geeigneten Weg wihlt.!?

4.2 Lagrange-Gleichungen 1. Art

Die Bewegung eines Teilchens sei auf eine (i.A. gekriimmte und zeitabhéngige)
Fléche eingeschréinkt, die durch die holonome Zwangsbedingung

f(rt) =0 (4.6)

gegeben ist. Wirkt auf das Teilchen von auflen eine Kraft F , dann lauten die
Bewegungsgleichungen L
mF:F—f—Fz, (47)

15Fine ausfiihrlichere Diskussion dazu findet man z.B. im ,,Goldstein®.
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wobei F; die Zwangskraft ist, die bewirkt, dass das Teilchen auf der vorgege-
benen Fliche bleibt. Fy ist zunichst unbekannt. Da die Zwangskraft jedoch
die Bewegung in der Flache nicht beeinflusst, muss Fy senkrecht auf der
Fldche stehen. Das bedeutet, dass Fy proportional zum Gradienten von f
ist,

Fy, =AVf (4.8)
mit einem zunédchst unbekannten Parameter A\. Wir nutzen dabei aus, dass

v f ebenfalls senkrecht auf der Fliache f(7,t) = 0 steht, wie folgendermafien
gezeigt werden kann:

Fiir die Anderung von f unter infinitesimalen Verschiebungen der Koordina-
ten gilt
of

df = Z d +—dt Vf-dFJra—dt (4.9)

Wenn die Verschiebung innerhalb der Fliche erfolgt, bleibt f konstant (ndm-
lich f =0), d.h. df = 0. Zu einem festgehaltenen Zeitpunkt (dt = 0) gilt also
fiir jede infinitesimale Verschiebung dr’ innerhalb der Fliache

Vf-drf=0. (4.10)

Folglich steht \Y f senkrecht auf der Fliche.
Einsetzen von Gl. (4.8) in Gl. (4.7) liefert

mr=F + AV/. (4.11)

Schreibt man das komponentenweise und nimmt die Zwangsbedingung Gl. (4.6)
hinzu, sind das vier Gleichungen fiir vier unbekannte Groflen: die drei Kom-
ponenten von 7 und den Parameter \.

Ist die Bewegung auf eine Kurve im Raum beschriankt (wie z.B. bei einer
Achterbahn), haben wir zwei Zwangsbedingungen,

fi(ryt) =0, 1=1,2. (4.12)

Dies entspricht zwei Fliachen, deren Schnittlinie die Kurve ergibt. Die Zwangs-
kraft darf wieder die Bewegung entlang der Kurve nicht beeinflussen, muss
also an jedem Punkt der Kurve in der Ebene senkrecht zur Kurve liegen.
Diese wird von den Gradienten V f1 und v f2 aufgespannt. Die Bewegungs-
gleichungen lauten dann
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Zusammen mit den Zwangsbedingungen sind das fiinf Gleichungen fiir fiinf
Unbekannte (7, Ay, A2).
Fiir N Punktmassen m; mit k Zwangsbedingungen

fEO ™y =0, j=1,... k, (4.14)

ergibt sich analog

k
mir® =FO 4N AV0Of =1, N (4.15)

j=1

Wie schon frither bezeichnen dabei 7 die Ortsvektoren des i-ten Punktes,
und V @ ist der entsprechende Gradient, s. Gl. (1.70).

Die obigen Bewegungsgleichungen nennt man Lagrange-Gleichungen 1. Art,
die Parameter \; als Lagrange-Parameter oder Lagrange-Multiplikatoren.'®

Beispiel:

z
J Ein Teilchen mit Masse m glei-

tet reibungsfrei unter dem Ein-
fluss der Schwerkraft

F = —mgé, (4.16)

auf einer schiefen Ebene.

Fiir die Punkte der Ebene gilt z = —z tana, d.h. die Zwangsbedingung

lautet
f(z,y,2) = z+ 2 tana = 0. (4.17)

Daraus folgt fiir den Gradienten

- tan o
vi=| o |. (4.18)
1

16T agrange-Multiplikatoren treten meistens im Zusammenhang mit Extremwert-
Problemen unter Nebenbedingungen auf. Das steckt auch hier dahinter, auch wenn das
Extremwert-Problem bei unserer Herleitung nicht offensichtlich ist.
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Die Bewegungsgleichungen m F=F+4+\V f lauten daher komponentenweise

mi = Atana, (4.19)
mij = 0, (4.20)
mzZ = —mg+ A\ (4.21)

Wenn wir nun Gl (4.17) mit m multiplizieren und zweimal nach der Zeit
ableiten,
mZ +mi tana = 0, (4.22)

und dann die Gleichungen (4.19) und (4.21) einsetzen, erhalten wir

A
0=—mg+ A+ Man’ o = —mg + A (1 +tan’ o) = —mg + —— (4.23)
cos? o
und damit
A = mgcos® a. (4.24)
Fiir die Zwangskraft ergibt sich daraus
sin «v
Fy; = AV f =mgcosa 0 (4.25)
cos «
und fiir die resultierende Gesamtkraft
cos ( sin « COS (v
F;+F=mg 0 = mgsin«a 0 : (4.26)
cos? o — 1 —sin

Das héatte man auch geome-
trisch herleiten kénnen, aber mit
den Lagrange-Gleichungen geht
es einfacher.

Einsetzen von Gl. (4.24) in Gl (4.19) liefert fiir die z-Koordinate die Bewe-
gungsgleichung
m = mg cos asin a (4.27)

mit der Losung

1
z(t) = 20+ Voot + 29 cos asin av t?, (4.28)
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wobei zp und v, o Integrationskonstanten sind. Die Bewegungsgleichung fiir
die y-Koordinate ist schon in Gl. (4.20) gegeben und hat die Losung

y(t) = yo +vyot (4.29)

mit den Integrationskonstanten yy und v,o. Die z Koordinate ergibt sich
direkt aus der Zwangsbedingung und der Losung fiir x:

1
2(t) = —z(t) tana = —xptana — vy g tanat — 59 sin at?, (4.30)

Nach diesem Beispiel sehen wir uns nun einen etwas allgemeineren Fall an,
ndmlich die Bewegung eines Teilchens auf einer ruhenden Fléche, die durch
eine skleronome Zwangsbedingung

T
f(r)_()? E_

beschrieben werde. Die totale Ableitung der Zwangsbedingung nach der Zeit
ist dann

(4.31)

d 9 L
0= —f(7(t)) = Z@f Fi=7-Vf (4.32)
i=1

und damit die zweite Ableitung!”

:j_; (7(t)) = jt( V) =F VTV (FVr). (433)

17 Am sichersten rechnet man auch hier wieder komponentenweise:

= S0 - A2 ) e S22 )

Jj=1
3
& of A,
=2 gy, it 2 g gt

Hier haben wir wieder verwendet, dass f nur vom Ort, aber nicht explizit von der Zeit

abhéngt, wiahrend umgekehrt die Komponenten der Geschwindigkeit nur von der Zeit,

aber nicht vom Ort abhingen. Aus diesem Grund kénnen wir r; und % auch wieder
J

vertauschen und erhalten
3 of . 3 3 . L
t2f Za— Z Z f=7 ViV (7 91)
i=1 j=1 =1

Dabei sind die Indizes genau zu beachten: Obwohl 7 nicht von 7 abhéngt, der Gradient

also nur auf f wirkt, kann der letzte Term nicht als P2 A f=> ﬁii'i%% f geschrieben
. J J
ij

werden.
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Betrachten wir nun die Bewegungsgleichung
mi'=F + AV f (4.34)

und multiplizieren sie skalar mit v f, dann ergibt sich

(4.33)

(ﬁﬂﬁf)ﬁf:m%ﬁf i m?ﬁ(?-ﬁf) (4.35)

und daraus R o
mF-V(F-Vf)JrF-Vf

S N2
(%)

Damit ist die Zwangskraft Fy = \V f bekannt und folglich die ganze rechte

Seite von Gl. (4.34).

Die Rechnung zeigt, dass — anders als im Fall der schiefen Ebene — die Zwangs-

kraft i.A. auch von der Geschwindigkeit des Teilchens abhéngen kann und

damit nicht mehr rein geometrisch bestimmt werden kann. Anschaulich ist

das plausibel fiir Kurven in einer Achterbahn und gilt dhnlich auch fiir ge-
kriitmmte Flachen, z.B. fiir die Fadenspannung beim Pendel.

A= —

Il
>

(7, 7). (4.36)

4.3 Virtuelle Verriickungen und das D’Alem-
bert’sche Prinzip

Die Lagrange-Gleichungen 1. Art erlauben es uns, die Bewegungsgleichungen
eines Systems von Teilchen unter Zwangsbedingungen und die zugehorigen
Zwangskrifte zu berechnen. In vielen Féllen sind wir aber nur an den Bewe-
gungsgleichungen interessiert und weniger an den Zwangskréften. Fiir diese
Fille wollen wir im Folgenden ein effektiveres Verfahren entwickeln, bei dem
die Zwangskréfte nicht mehr explizit in Erscheinung treten.

Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dass fiir skleronome Zwangsbedingun-
gen die von den Zwangskriften geleistete Arbeit

AWy, = Fy - dF (4.37)

verschwindet, sofern sich das Teilchen im Einklang mit den Zwangsbedin-
gungen bewegt. Der Grund dafiir ist, dass die Bewegung nur innerhalb der
durch die Zwangsbedingung vorgegebenen Kurve oder Fliche stattfinden
kann, wihrend F senkrecht darauf steht:
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i LF, = dWz=0 (4.38)

Das stimmt jedoch nicht mehr, wenn wir es mit rheonomen, also zeitabhéngigen
Zwangsbedingungen zu tun haben.

Beispiel:  Teilchen im Aufzug

z
Up Die Bewegung sei auf den Boden des
Aufzugs beschrankt, der mit der Ge-
schwindigkeit vy = wge, nach oben
/ Y fahrt.

T

Die Zwangsbedingung lautet also
f(z) =z — vt =0, (4.39)
so dass die Zwangskraft die Form

0
Fy=MVf=MXe.=|0 (4.40)
A

annimmt. Wenn sich das Teilchen nun mit der Geschwindigkeit v, in z-
Richtung bewegt, benotigt es die Zeit dt = f}ﬂ, um seine z-Koordinate um dx
zu sndern. In dieser Zeit andert sich aber auch die z-Koordinate: dz = v dt.
Nehmen wir auch die y-Bewegung mit, finden wir

dx Uy
dr=|dy | = | v, | dt, (4.41)
dz g
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wobei v, und v, beliebig sind, vy aber durch die Zwangsbedingung vorgegeben
und damit unvermeidlich ist.
Daraus folgt

AWy = Fy - di = Mugdt # 0, (4.42)

d.h. die Zwangskraft leistet i.A. Arbeit. Das ist auch sofort einsichtig, denn
der Aufzug leistet offensichtlich Arbeit gegen die Schwerkraft.!8

Um das Ergebnis, dass Zwangskrifte keine Arbeit leisten, dennoch auf den
Fall zeitabhingiger Zwangsbedingungen zu verallgemeinern (aus Griinden,
die spéter klar werden), fithren wir den Begriff der virtuellen Verrickung ein:

Eine virtuelle Verriickung ¢7 ist eine infinitesimale Ortsdnderung im
Einklang mit den Zwangsbedingungen, die jedoch im Gegensatz zu den
vorher diskutierten realen Verriickungen dr’ instantan erfolgt, d.h. keine
Zeit in Anspruch nimmt.

Fiir unser Beispiel mit dem Aufzug ergibt sich

ox
or= | oy (4.43)
0

mit beliebigen infinitesimalen dx und dy, jedoch 6z = 0, da sich zu einer
festgehaltenen Zeit die z-Komponente nicht &ndern darf. Es folgt

Wy = Fy - 67 =0, (4.44)

d.h. bei einer virtuellen Verriickung leisten die Zwangskrifte keine Arbeit.
Das gilt ganz allgemein, weil zu einer festgehaltenen Zeit die Zwangskréifte
immer senkrecht auf den erlaubten Bewegungen stehen.

Fiir Mehrteilchensysteme gilt analog

ST FY - ar =o. (4.45)

%

Anders als bei einem einzelnen Teilchen auf einer Kurve oder Fléche ist hier
allerdings vielleicht nicht unmittelbar einsichtig, inwiefern die Zwangskréfte,
die die Koordinaten verschiedener Teilchen in Beziehung setzen (z.B. die
Zwangskrifte, die beim starren Korper die Absténde der Teilchen konstant
halten) senkrecht auf den virtuellen Verriickungen stehen. Dazu fasst man

18 Dies kann man leicht iiberpriifen, indem man )\ aus den Lagrange-Gleichungen be-
rechnet.
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die Ortsvektoren der verschiedenen Teilchen am besten zu einem einzigen
3N-dimensionalen Vektor

L)
=) ey
#(2) ()
T = : = ,© (4.46)
7N :

zusammen. Die Zwangsbedingungen setzen dann wieder die Komponenten
dieses Vektors miteinander in Beziehung, d.h. bei £ unabhéngigen Zwangsbe-
dingungen sind die erlaubten Bewegungen auf eine (3N —k)-dimensionale Hy-
perflache innerhalb des 3N-dimensionalen Raums eingeschréankt. Fasst man
nun die Zwangskrifte, die auf die einzelenen Teilchen wirken, ebenfalls zu
einem 3/N-dimensionalen Vektor zusammen,
Y
B F©
Fy = , (4.47)

dann muss dieser wieder senkrecht auf der erlaubten Bewegung stehen, um
diese nicht zu beeinflussen. Es gilt also

Fy - 6F =0, (4.48)
was ausgedriickt durch die urspriinglichen dreidimensionalen Vektoren genau

Gl. (4.45) ergibt.

Betrachten wir nun ein Teilchen mit der Masse m;, auf das die Kraft F®
und zusétzlich die Zwangskraft F Z(l) wirkt. Die Newton’schen Bewegungsglei-
chungen lauten dann also

mi D = F O 4 F¥, (4.49)

Bringen wir F® auf die andere Seite, multiplizieren mit 67 und summieren
iiber alle Teilchen, ergibt sich

> (ma @ — FOY 570 =3~ F0 . 70, (4.50)
Die rechte Seite dieser Gleichung verschwindet aber geméfl Gl. (4.45). Damit
gilt das D’Alembert’sches Prinzip

> (mir®@ = FO) 570 =0, (4.51)

i
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Damit sind wir unserem Ziel einen Schritt ndher gekommen. Wir haben ei-
ne Gleichung gefunden, die die Bewegung der Teilchen beschreibt und die
Zwangskréifte nicht mehr enthélt. Allerdings sind die Zwangsbedingungen
noch implizit in den erlaubten virtuellen Verriickungen enthalten. Das macht
das D’Alembert’sche Prinzip fiir konkrete Rechnungen unpraktikabel, und
wir miissen noch einen Schritt weiter gehen.

4.4 Generalisierte Koordinaten und Lagrange-
Gleichungen 2. Art

Das D’Alembert’sche Prinzip muss fiir alle erlaubten virtuellen Verriickungen
erfiillt sein. Kénnte man alle 3N Komponenten 57"](-1) unabhingig von einander

beliebig wihlen, wire dies nur méglich, wenn (m;7@ — F @) fiir alle i ver-

)

schwénde. Die (573(7 sind jedoch nur dann unabhéngig, wenn es keine Zwangs-

bedingungen gibt, und dann hétten wir mf () — F @ = 0 auch schon vorher
gewusst ... Im Allgemeinen sind die 57"](-1) von einander abhéngig, da die

—

Zwangsbedingungen f;(7, ... 7™ ) = 0 die Bewegung einschrinken.'
Das Problem besteht also darin, dass wir ,,zu viele“ Koordinaten haben —
mehr als das System Freiheitsgrade besitzt. Es ist daher zweckmifBig, gene-
ralisierte Koordinaten einzufithren, die an die jeweiligen Zwangsbedingungen
angepasst und vollkommen unabhéngig von einander sind. Die generalisierten
Koordinaten kénnen dann frei variiert werden.

In einem System mit N Punktmassen und k holonomen Zwangsbedingun-
gen gibt es, wie wir gesehen haben, s = 3N — k Freiheitsgrade. Wir kénnen
das System also durch s generalisierte Koordinaten beschreiben, die wir im
Folgenden mit ¢y, ..., qs bezeichnen. Die Wahl dieser Koordinaten ist nicht
eindeutig. Ausgehend von den urspriinglichen r](-l) kann man mit Hilfe der
Zwangsbedingungen k Koordinaten eliminieren und die restlichen s Koor-
dinaten beibehalten. Oft ist aber eine andere Wahl fiir das jeweilige Pro-
blem geschickter, z.B. Drehwinkel oder die auf einer vorgegebenen Kurve
zuriickgelegte Strecke. Haufig konnen die generalisierten Koordinaten auch
nicht mehr einem einzelnen Teilchen zugeordnet werden, sondern betreffen
mehrere Teilchen oder sogar das System als Ganzes. Beispiele, die wir be-
reits kennen gelernt haben, sind die Komponenten des Schwerpunkts- oder
des Relativvektors zweier Teilchen.

Die Ableitungen ¢; der generalisierten Koordinaten ¢; nach der Zeit nennt
man generalisierte Geschwindigkeiten. Da die g; nicht notwendiger Weise die

197 B. gilt fiir die schiefe Ebene aus Abschnitt 4.2 §z = — tan a dz.
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Dimension einer Léange haben, haben die generalisierten Geschwindigkeiten
auch nicht immer die Dimension einer Geschwindigkeit.

Beispiel:  q; = ¢ (Winkel) = ¢; = ¢ =w (Winkelgeschwindigkeit)

Wir wollen nun das D’Alembert’sche Prinzip auf die generalisierten Koordi-
naten iibertragen. Die urspriinglichen Koordinaten TJ@ lassen sich eindeutig
als Funktionen der generalisierten Koordinaten und der Zeit berechnen:

7@ :F(i)(ql,...,qs,t). (4.52)

Dabei ist zu beachten, dass die g; von der Zeit abhéngen, so dass 7 @) implizit
tiber ¢;(t) von der Zeit abhéngt. Daneben kann 7 @) aber i.A. auch explizit
von der Zeit abhéngen. Fiir die urspriinglichen Geschwindigkeiten folgt dann
unter Benutzung der Kettenregel

s . .
iy or@ oF® ; ) )

7’(): a—qj‘—l-w:T()(ql,...,qs,ql,...,qs,t). (453)
=1 i
Da die generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten vollkommen un-
abhéngig von einander sind (d.h. alle ¢; und ¢; konnen beliebig vorgegeben
werden), folgt daraus

or® g

— = . 4.54
dq;  Ig; 459
Fiir die virtuellen Verriickungen ergibt sich aus der Kettenregel
. L or®
570 = 5 5q;. (4.55)
= 99

Hier tritt keine Zeitableitung auf, da die virtuelle Verriickung instantan er-
folgt.
Die von den Kréften F ) geleistete virtuelle Arbeit ist also

N or® :
= 2 (ZF@ ‘ 8—q]> 0g; = ZQ;‘ 0q; (4.56)
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mit den generalisierten Krdften

L OF 0
Q; ::ZF()- o0 (4.57)

Da ¢, 0g; die Dimension einer Energie hat, hat ¢; nur dann die Dimension
einer Kraft, wenn ¢; die Dimension einer Lange hat. Wie wir schon gesagt
haben, ist dies nicht notwendiger Weise der Fall.

Fiir das D’Alembert’sche Prinzip miissen wir noch die Summe mr @ .57 @)
auswerten. Dazu machen wir zunéchst eine Nebenrechnung;:

dor® <~ o or® 9 or®

_ — __ + —
dt 9q;  ~=0q 0q; " 0t 0y

0 /= OF® OFDy  oF®
8qj< oqy gt ot ) ; (4.58)

N (=1

)
Dabei haben wir ausgenutzt, dass man die Reihenfolge der partiellen Ablei-
tung vertauschen kann.
Wir finden dann

)

NoooL I Y VA
izlmﬂ?(l) Lo — Z Zmﬂ?(l) : 5, 5

p e Y
_ é;m {% (7. ‘9;:) . %a;;j } 8q;
(4:54)(458) é ;m {%(?(z‘) . a;?) _ a;t) } 54;
N L2 2
=235 e T L
:i{%%_%}a% (4.59)

N
mi;,iz
T:Z7r() . (4.60)



Zusammen mit Gl. (4.56) ergibt sich damit aus dem D’Alembert’schen Prin-
Zip

—~ (d 9T OT

Das muss fiir alle virtuellen Verriickungen dg; gelten. Da diese aber — anders
als die 67® — von einander unabhéngig sind, kann das nur erfiillt sein, wenn
der Ausdruck in den geschweiften Klammern fiir jedes k verschwindet. Es
muss also gelten:

40T _or
dtdg; Oy

Wenn das Kraftfeld konservativ ist, existiert ein Potenzial V' mit

=Q;, j=1..,s (4.62)

FO = vy, (4.63)

Wie bislang immer bei konservativen Kraftfeldern nehmen wir an, dass V' nur
von den Koordinaten ) und nicht von den Geschwindigkeiten #**) abhingt

V = V(F(l), . ,F(N)). Fiir die generalisierten Kréfte gilt dann
N ; N j
S or® o o @) 1%
Q= F@. = — AVAQA VS =——, 4.64
J 121 Jq; — dq; Jq; ( )

wobei wir wieder die Kettenregel verwendet haben.

Damit ergibt sich

doT T -V)
aol L —V)_, 4.
ioi 0 6

Da V nicht von den Geschwindigkeiten 7 (0 abhéngt, folgt auflerdem
N

ov oo or®
— =Y VvVOy.Z =, (4.66)
94, ; dq;

da die 7@ nicht von den generalisierten Geschwindigkeiten abhingen, s.

Gl (4.52). Es gilt also g—g = 8(78;‘/), und wir erhalten die

Lagrange-Gleichungen 2. Art:

d OL 0L
——— —=—=0 =1,... 4.67
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mit der Lagrange-Funktion®°

L= L(Qlw--st’q‘l;---;q's;t) = T(q17~--7QS7QI7---;QSat> - v(Ql?"'?Q87t)'
(4.68)
Die Lagrange-Gleichungen sind s Differenzialgleichungen 2. Ordnung, so dass
2s Anfangsbedingungen zur eindeutigen Bestimmung der Losungen benotigt
werden. Die Zwangsbedingungen tauchen in den Gleichungen nicht mehr auf:
Sie wurden bereits im Vorfeld bei der Wahl der generalisierten Koordinaten
verarbeitet.
Zur Losung von Problemen mit konservativen Kraftfeldern und holonomen
Zwangsbedingungen geht man also folgendermaflen vor:

1. Bestimme die Zahl der Freiheitsgrade s und wéhle geeignete generali-
sierte Koordinaten ¢y, . . . ¢s.

2. Bestimme 7', V und damit die Lagrange-Funktion L = T'—V als Funk-
tion der ¢;, ¢; und ggf. t.

3. Berechne daraus die Lagrange-Gleichungen

(4. Lose die Gleichungen.)

Punkt 3 dieser Liste — die Herleitung der Bewegungsgleichung eines i.A.
komplexen Mehrteilchensystems mit Zwangsbedingungen — ist die eigentli-
che Leistung des Lagrange-Formalismus’. Dass man diese Gleichungen (i.A.
mehrere gekoppelte Differenzialgleichungen) auch analytisch 16sen kann, ist
leider nicht garantiert. Oft lassen sie sich aber zumindest numerisch 16sen, so
dass mit dem Aufstellen der Bewegungsgleichungen schon viel gewonnen ist.

20Gelbst wenn T und V als Funktionen von #® und #@ nicht explizit von der Zeit
abhéngen, kénnen sie (und damit auch L) als Funktionen der generalisierten Koordinaten
und Geschwindigkeiten eine explizite Zeitabhéingigkeit bekommen, wenn der Zusammen-
hang zwischen den urspriinglichen und den generalisierten Koordinaten wie in Gl. (4.52)
eine solche explizite Zeitabhéngigkeit besitzt.
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Beispiel:

ebenes Rollpendel

T Eine Punktmasse m; kann sich entlang

der x-Achse reibungsfrei bewegen. Ei-
ne zweite Masse ms ist durch eine mas-
selose Stange der Lénge ¢ an m; be-
festigt und kann frei in der z-z-Ebene
schwingen. Auf beide Massen wirke die
Schwerkraft in negative z-Richtung.

Ausgehend von den dreidimensionalen kartesischen Koordinaten

2+ e
S(1) ~(2)

haben wir also vier Zwangsbedingungen:

1)

2.)
3.)
4)

yM =0 (4.70)
L) _ g (4.71)
y@ =0 (4.72)
(FO 7@ =2 o (a0 @) 4 O 2 (4.73)

Es gibt daher 6 — 4 = 2 Freiheitsgrade.
Die Geometrie des Problems legt nahe, (1) und den Winkel ¢ als generali-
sierte Koordinaten zu wéhlen:

Es gilt dann

und damit

41 = z, Q2 = . (4.74)
2 =2W 4 sing (4.75)
2 = _fcosgp (4.76)

i =iW 4 ¢ peosy (4.77)

@) = ¢ psin . (4.78)
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Wir erhalten also fiir die kinetische Energie

1. 1 .
T = §m1F(1)2 + §m27?(2)2
1 1
= Emls'c(l)2 +5me (&1 + £ cos ) + (£ psinp)?]
1 1
= §m11"(1)2 + g™m2 [i(l)Q + 02 + 205 pcos gp]
1

1
= §(m1 + ms) #M? 4 5 2 o* +my M peosp
sowie fiir die potenzielle Energie

V =myg2® = —myglcos g

und damit fiir die Lagrange-Funktion

L=T-V
1 2 1o s (1)
:§(m1+m2)x +§m2€ ©*+ma Lz pcosp+ moglcos .
Daraus ergibt sich fiir die Ableitungen
oL . :
9z (my +mg) &V 4+ mg l$cos g
d OL . ; 2 .
= oy = (e me) B 4 ma (Peosp — ¢ sing)
oL
5z U
oL
9% my 02 ¢ +my l &Y cos g
¥
d oL
= %a—(p:mgﬁ(&b—l—fé(l) cosgp—:b(l)gbsingp)
oL
P —mg £ () ¢ + g) sin .

Die Lagrange-Gleichungen lauten also

d OL oL
dto:® 9z

und

o — = =mpl ({ g+ Y cosp+ g sing) = 0.
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(4.82)
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(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

= (my +my) 2V 4 myl (Peosp — ¢ sing) =0 (4.88)
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Diese Gleichungen miissten nun simultan gelost werden, was schwierig, aber
numerisch grundsitzlich moglich ist.?!
4.5 Erhaltungssitze

Wie wir in Gl. (4.88) sehen, gilt in dem obigen Beispiel % = 0. Damit folgt
sofort aus den Lagrange-Gleichungen, dass

d OL
= 55 = 0, (4.90)
d.h. die Grofle
OL . )
P11 = m = (ml =+ mg) Z‘(l) —+ mQKQOCOSQO (491)

ist zeitlich konstant! Tatséchlich handelt es sich bei p; umd die z-Komponente
des Gesamtimpulses,
p1 = mq 2V +my i (4.92)

(vgl. Gl (4.77)), der natiirlich eine Erhaltungsgrofe ist, da keine Kraft in
x-Richtung wirkt.
Allgemein bezeichnet man

o oL
Pi= g,

als den zu g; kanonisch konjugierten Impuls. Offensichtlich gilt dann:

(4.93)

Ist L nicht explizit von ¢; abhéngig, dann ist der zugehdrige kanonisch
konjugierte Impuls konstant:

oL
— =0 = p; =0 = p; = const. (4.94)
qu

q; wird dann als zyklische Koordinate bezeichnet.

Die Erhaltung des zu einer zyklischen Variablen gehorenden kanonisch kon-
jugierten Impulses ist ein Spezialfall des Noether-Theorems (Emmy Noether,
1918), wonach fiir jede kontinuierliche Symmetrietransformation, die die La-
grange-Funktion invariant lasst, eine Erhaltungsgrofie vorliegt. Dieses Theo-
rem spielt in der Physik eine grofie Rolle.

2Tm vorliegenden Fall kénnte man zunichst noch Gl. (4.88) nach #(1) auflésen und in
Gl. (4.89) einsetzen. Man erhilt so eine Differenzialgleichung, die nur noch von ¢ und
ihren ersten und zweiten Ableitungen abhéingt.
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Als eines der wichtigsten Beispiele betrachten wir die Homogenitdt der Zeit.
Darunter versteht man, dass der Ablauf eines Experiments nicht vom konkre-
ten Anfangszeitpunkt abhéngt: Werden zwei Experimente A und B mit den
gleichen Anfangsbedingungen zu den Zeiten t4 bzw. tg = t4 + At gestartet,
dann sind die jeweiligen Bewegungsabldufe auch entsprechend zeitverscho-
ben, aber ansonsten identisch:

POy = 7Dt + Ab). (4.95)

Im Rahmen des Lagrange-Formalismus’ bedeutet das, dass skleronome Zwangs-
bedingungen vorliegen und dass die Lagrange-Funktion nicht explizit von der

Zeit abhéngt,

oL
S 4.
ot 0 (4.96)

dh. L=L(q,...,qs,q1,---,qs). Fiir die totale Zeitableitung gilt daher

dL <~ (0L. OL.
a2 (o 9)

j=1
_zs: (d 8L> oL ..
dt 9q; 8%’%
d *L 0L d <
- N2y S 4.
dt 2= 0g; " dt;p]q” (4.97)

wobei wir im zweiten Schritt die Lagrange-Gleichungen verwendet haben.
Wir finden also

d .
E(ijqj —L)=0, (4.98)
j=1
d.h. .
H:=> pjg; — L = const. (4.99)

Dabei ist H die so genannte Hamilton-Funktion des Systems.
Zur Interpretation dieses Ergebnisses nutzen wir aus, dass wir skleronome
Zwangsbedingungen vorausgesetzt hatten, so dass wir die generalisierten Ko-
ordinaten so wahlen konnen, dass der Zusammenhang mit den urspriinglichen
Koordinaten nicht explizit von der Zeit abhéngt:

o @

PO = 70 (g ), =0 (4.100)
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Es gilt also

q (4.101)

B
Il

und damit fiir die kinetische Energie

Zmz () Z mie(q1, - - -+ Gs) Grde (4.102)

kz 1
mit N
or®  9F)
My = m;—— - . 4.103
. ; g, Oqu ( )

Daraus folgt

~ OT 1< o . .\ . ’ o
Z EE 4 = Z M (8_.Qk%> q; = Z Mie QGe = 271 (4.104)
Jj= 4 2 J,k =1 4 k=1
b ——  — Y
d51Ge+qdrdse

Auflerdem gilt fiir konservative Krifte g—(‘{_ = 0 und daher

aL o
Zp]q] =2 534" 9 ;= 2T. (4.105)

Fiir die Hamilton-Funktion ergibt sich damit

H=> pg—L=21—(T-V)=T+V =E, (4.106)

j=1
d.h. die mit der Homogenitéat der Zeit verbundene Erhaltungsgrofle ist die
Gesamtenergie!

Auf dhnliche Weise kann man zeigen dass die Homogenitit des Raumes, d.h.
die Invarianz der physikalischen Abldufe gegeniiber einer rdumlichen Ver-
schiebung des Gesamtsystems,

7O 57O L A7, i=1,...,N, (4.107)

auf die Erhaltung des Gesamtimpulses fiihrt. Ebenso ist die Invarianz unter
Drehungen des Gesamtsystems (Isotropie des Raumes) mit der Drehimpul-
serhaltung verbunden.
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Kapitel 5

Schwingungen

Schwingungen spielen in allen Bereichen der Physik eine grofie Rolle. Sie
treten in der Regel dann auf, wenn ein physikalisches System geringfiigig aus
einer stabilen Gleichgewichtslage entfernt wird. Betrachten wir als Beispiel
ein eindimensionales System mit einem beliebigen Potenzial, das an der Stelle
T = x¢ ein lokales Minimum besitzt:

%
~
d
\ A I (5.1)
— x 0 oz
—_— = k>0 5.2
\/ il =k 62

Fiir die Kraft gilt F(z) = —%, d.h. die Bewegungsgleichung lautet
av

Cda
Am Ort x = z¢ haben wir also F' = 0, d.h. das System befindet sich im
Gleichgewicht. Es gilt dann & = 0 und, wenn als Anfangsbedingung auch

2 = 0 gewdhlt wird, bleibt das Teilchen bei z = x.
In geringer Entfernung vom Gleichgewichtspunkt kénnen wir das Potenzial

(5.3)

mx =
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Taylor-entwickeln:

Vi(z) = V(xo) + V'(z0) (x — x0) + % V" (x0) (v — x0)* + . ..
T t,k_/

— V(o) + %k(x ) ... (5.4)

Wenn x nahe genug bei z( liegt, konnen wir die hoheren Ordnungen ver-
nachlassigen. Fiir die Kraft gilt dann

F(z) = —k(z — x), (5.5)

d.h. F ist proportional zur Auslenkung (Hooke’sches Gesetz) und zieht das
Teilchen zuriick in die Gleichgewichtslage (stabiles Gleichgewicht). Insbeson-
dere verhélt sich das System — solange die Auslenkung klein genug ist — wie
ein harmonischer Oszillator, d.h. es vollfithrt Schwingungen um die stabile
Gleichgewichtslage.

In der Néhe eines Potenzialmaximums z; gilt dagegen V’(zx;) = 0 und
V'"(z1) =: —k < 0. Daraus folgt F(x) ~ +r(x — 1), d.h. die Kraft driickt
das Teilchen weiter vom Gleichgewichtspunkt weg (labiles Gleichgewicht).
Die hier angestellten Uberlegungen gelten in #hnlicher Weise auch fiir andere
generalisierte Koordinaten in der Ndhe von stabilen Gleichgewichtspunkten
q = qo (s. Abschnitt 5.2).

5.1 Eindimensionaler harmonischer Oszillator

5.1.1 Ungedampfte freie Schwingung

Wir kénnen das Koordinatensystem so wéahlen, dass der Gleichgewichtspunkt
bei zg = 0 liegt. AuBlerdem wéhlen wir V(0) = 0, d.h.

V(z) = %lmz. (5.6)

Die Bewegungsgleichung lautet dann

mi = F(x) = —kx (5.7)

[k
F+wir=0 mit wy=1/—. (5.8)
m
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Diese Differenzialgleichung 2. Ordnung hat zwei unabhéngige Losungen, z.B.
cos(wpt) und sin(wpt), so dass die allgemeine Losung als

x(t) = acos(wpt) + bsin(wot) (5.9)
oder alternativ in der Form
x(t) = Acos(wot + ¢) (5.10)

geschrieben werden kann.?? Fiir die Gesamtenergie des Oszillators ergibt sich
daraus

1 1
E=T+V =-mi*+ ~ka?
2 2
1 1
= — mwp A?sin®(wot + ) + =k A? cos®(wot + ), (5.11)

2~~~ 2

=k
d.h. ) )

E = ikAQ = §mw§A2 = const. (5.12)

5.1.2 Gedampfte Schwingung

Wir fithren nun zusétzlich eine geschwindigkeitsabhéngige Reibungskraft ein,
deren Stérke proportional zur Geschwindigkeit ist und dieser entgegen wirkt
(Stokes’sche Reibung):

Fr(%) = —p1. (5.13)

Die Bewegungsgleichung lautet dann also
mi = F(x) = —kx — ft, (5.14)

d.h.

| k
i+ 2yt +wir =0 mit v = i, wo =1/ —. (5.15)
m m

Zur Losung einer solchen Differenzialgleichung empfiehlt sich ein Exponenti-
alansatz
x(t) = ceM (5.16)

22 Aus dem Additionstheorem cos(a + ) = cosa cos 3 — sin a sin 3 folgt

b
a=Acosp, b=—-Asing & A=+a®+b? p=—arctan—.
a
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mit komplexen Konstanten ¢ und A. Ein solcher Ansatz hat den Vorteil, dass
alle Zeitableitungen von x automatisch proportional zu x sind,

i = A, P =N (5.17)

so dass die Differenzialgleichung in eine algebraische Gleichung iibergeht
(s.u.).

Die physikalschen Losungen x () miissen natiirlich reell sein. Die Erweiterung
ins Komplexe ist aber kein Problem: Sei z(t) = wu(t) + iv(t) mit reellen
Funktionen v und v eine Losung von Gl (5.15). Dann gilt

0=3+2vi +wpr = (i + 2y +wiu) +i (6 4+ 290+ wjv),  (5.18)

d.h. v = Rex und v = Im z erfiillen ebenfalls die Differenzialgleichung. Wir
konnen also aus einer komplexen Losung leicht eine reelle Losung gewinnen,
indem wir einfach den Real- oder Imaginérteil bilden. Dariiber hinaus bleibt
die Losung automatisch reell, wenn wir konkrete reelle Anfangsbedingungen
vorgeben.

Einsetzen von Gl. (5.17) in Gl (5.15) liefert

(NP +29A+wi)z=0 (5.19)

A= —vy+14/72—uwi (5.20)

Daraus ergibt sich die allgemeine Losung der Differenzialgleichung

x(t) = (01 eV 9Bt 4y eV 72_“’3t) e (5.21)

mit den Losungen

bei der wir drei Falle unterscheiden konnen:

i) schwache Dampfung (,Schwingfall“):  ~? < w?

= x(t) = (cl VT Ly eV w3_72t> e, (5.22)
1 Schwingung 1 1 Dampfung

d.h. es liegt eine gedédmpfte Schwingung vor.

Durch Bildung des Realteils ergibt sich daraus, dass die allgemeine
physikalische Losung die Form

z(t) = Acos(wt + p)e ", wi=/wi— 72 (5.23)
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ii)

iii)

besitzt.

X

starke Dampfung (,Kriechfall*): 42 > w2

= z2(t) = eVt Ly e (VTR (5.24)

1 langsamer 1 schneller abfallend
d.h. die Masse ndhert sich der Ruhelage x = 0 an, ohne zu oszillieren.

»aperiodischer Grenzfall*:  ~+* = w?

Im Grenzfall v — w? ergibt sich aus Gl. (5.24) die Losung z(t) =
Ce " mit C' = ¢; + ¢o. Um eine zweite unabhingige Losung zu finden,
geht man zunéchst von einem kleinen, aber nicht-verschwindenden ¢ :=

V7% — w? aus und entwickelt die Exponentialfunktion:
1 1
x(t) = [01(1+5t+§52t2+...)+02(1 —5t+§52t2 —..)]e™
1 1
=[(a+c)(1+ 552752 +.o)+ (e — ) t(1 + 652t2 +..)]e™
(5.25)

Setzen wir nun ¢; + ¢; = C und (¢; — ¢2)d = C’ und bilden dann den
Grenzfall § — 0 bei festgehaltenen Konstanten C' und C’, erhalten wir
die allgemeine Losung

z(t) = (C+C't)e ™. (5.26)

Auch in diesem Fall néhert sich die Masse ohne Oszillation der Ruhelage
an, jedoch schneller als im Kriechfall.
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5.2 Schwingende Systeme mit mehreren Frei-
heitsgraden

Wir betrachten jetzt ein N-Teilchen-System mit skleronomen Zwangsbe-
dingungen und s Freiheitsgraden, das durch die generalisierten Koordina-
ten qi,...,qs beschrieben werde. Wie am Ende von Abschnitt 4.5 disku-
tiert, konnen wir dann die urspriinglichen Koordinaten in der Form 7® =
7@ (qu,...,qs), d.h. ohne explizite Zeitabhiingigkeit schreiben und erhalten
fiir die kinetische Energie des Systems (vgl. Gl. (4.102))

N

1 & or(® oG
T=— Mee(qis - -5 Qs) Qeqe  Mit  myy = my, = mi—— - :
2 2l D T

(5.27)
Im Folgenden nehmen wir aulerdem an, dass die auf die Teilchen wirkenden
Krifte konservativ sind, d.h. aus einem Potenzial V(qi,...,qs) abgeleitet
werden kodnnen.
Wir interessieren uns wieder fiir die Gleichgewichtspunkte des Systems und
deren Umgebung und untersuchen dazu die Bewegungsgleichungen. Um die
Notation zu vereinfachen, fassen wir die generalisierten Koordinaten und
Geschwindigkeiten zu s-komponentigen Vektoren zusammen:

Q1 G
g=|: 1, d=|:|- (5.28)
qs qs

Die Lagrange-Funktion des Systems ist dann
Ll .
L(a:d) = 5 k;I mie(q) Gede — V(q), (5.29)

und wir erhalten fiir die Ableitungen

oL < ,
EX = ijk<CI) Ak (5.30)
A
d OL > . ° om;i(q) . .
B ) — Jr 31
0t 94, ; <m;k(Q) qr + - 4, C]kCI£>7 (5.31)
OL 1~ Omue(q) . . 9V(q)
- _ - — . 5.32
dq;, 2 P 94; qrqe 94 ( )



Die Bewegungsgleichungen lauten also

—~ ~ (Om(q)  19mu(q)y . . V(g _
;mjk(q)qk—l—wzl( b 2 g >QkQZ+ oa, =" (5.33)

Daraus folgt, dass die Gleichgewichtspunkte, d.h. die Punkte, an denen sta-
tiondre Losungen ¢(t) = qo = const., also ¢ = 0 und § = 0, existieren, die
Bedingung
V(q)
dq;

(5.34)

4=40
erfiillen miissen.

Wie im eindimensionalen Fall kénnen die Gleichgewichtspunkte stabil oder
labil sein. Allerdings ist die Situation komplizierter, da es nun s Koordina-
ten gibt. Ein stabiles Minimum liegt vor, wenn am Gleichgewichtspunkt die
Hesse-Matrix, also die aus den zweiten Ableitungen

Vv
aQian

(5.35)

a=q0
gebildete Matrix, positiv definit ist, d.h. nur positive Eigenwerte besitzt. Die-
se aus der Mathematik fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher bekannte Tat-
sache werden wir spéater auch mit einem physikalischen Argument bestétigen.
Wir betrachten nun wieder kleine Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage.
Die generalisierten Koordinaten konnen o.B.d.A. so gewéhlt werden, dass
das Gleichgewicht bei ¢ = 0 liegt, d.h. g9 = 0. Die Koordinaten ¢; geben
dann direkt die Auslenkung aus der Gleichgewichtslage an. Ferner kénnen
wir das Potenzial am Gleichgewichtspunkt gleich null setzen: V' (0) = 0. Eine
Taylor-Entwicklung um diesen Punkt liefert dann

OV 1 < 9V
Vi) =VO0) +> 2| a+5 >,
\:6'/ k=1 dq, q=0 2 kf=1

=0 (Gleichgew.)

q + ... (5.36)

Fiir kleine Auslenkungen kénnen wir die hoheren Ordnungen vernachlassigen,
d.h. wir erhalten

1< 0*V
Vig) ~ = K it K= . 5.37
(9) 9 kgl ke qk qe 11 k¢ D400 o ( )
Fiir die kinetische Energie
1O .
T =2 > mnelq) dnde (5.38)

k=1
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entwickeln wir

8mkg

Mpe(q) = my(0) + Z B4,

Gn + ... (5.39)

q=0

Da in der Nahe der Gleichgewichtslage die Kréfte und damit die Beschleuni-
gungen klein sind, wiirden hohe Geschwindigkeiten unweigerlich dazu fiithren,
dass sich das System nach kurzer Zeit weit vom Gleichgewicht entfernt. Wenn
wir uns auf die Beschreibung kleiner Auslenkungen um eine stabile Gleichge-
wichtslage beschrinken wollen, miissen wir daher annehmen, dass die gene-
ralisierten Geschwindigkeiten ¢, ebenfalls klein sind. Die kinetische Energie
T ist daher schon in fithrender Ordnung, mye(q) ~ mg(0) quadratisch in
kleinen Grofen, so dass wir hohere Ordnungen der Entwicklung von my,(q)
vernachlassigen kénnen:

1< L
Tzﬁkg_:lMMqug mit ng :mkg(()) (540)

In dieser Naherung héngt die kinetische Energie also nur von ¢ ab, wahrend
sie i.A. auch von ¢ abhéngt (s. Gl. (5.38)).
Fiir die Lagrangefunktion erhalten wir damit

S

1 .
L=T-Vao > (M~ Kt ) (5.41)
k=1
und fiir deren Ableitungen
oL < d oL
9L N LI N Mg 5.42
93, ]; ke = e i Gk (5.42)
oL =
J k=1

Daraus ergeben sich die Bewegungsgleichungen

S

S (Myii + Kjpqr) =0, j=1,....s. (5.44)

k=1

Wir kénnen die Ky, und My, als Matrixelemente der symmetrischen Matrizen
K und M auffassen und 7', V' und L kompakt als

1 1
T==q¢"Mq, V:Engq und L =

9 (@"Mq—q"Kq) (545)

1
2
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schreiben. Fiir die Bewegungsgleichungen ergibt sich dann
MG+ Kqg=0. (5.46)

Diese bilden ein System von s linearen homogenen Differenzialgleichungen
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Um es zu 16sen, machen wir den
Ansatz

q(t) = qe™' (5.47)

mit einem konstanten Vektor ¢ und eine konstanten Kreisfrequenz w. Einset-
zen in Gl. (5.46) liefert
(K —w’M) g=0. (5.48)

Das ist ein homogenes lineares System von s Gleichungen fiir die s Kompo-
nenten von ¢. Dieses hat nur dann nicht-triviale Losungen ¢ # 0, wenn die
Gleichungen linear abhéngig sind, d.h. wenn

det (K —w’M) = 0. (5.49)

Diese Gleichung nennt man Sdkulargleichung und kann als eine verallgemei-
nerte Eigenwertgleichung aufgefasst werden.?® Die linke Seite ist ein Poly-
nom s-ten Grades in w?. Es gibt also s verallgemeinerte Eigenwerte wjz,
j =1,...,s, mit zugehorigen Eigenvektoren ¢¥). Dabei bezeichnet man w;
als die Eigenfrequenzen des Systems, die ¢¥) als die Normalmoden.

Eigenschaften (weitgehend ohne Beweis):

e K und M sind symmetrisch. = w? eR

e Die Eigenvektoren ¢V) kénnen reell gewihlt werden.

e Man kann die Eigenvektoren folgendermafien normieren:
qu% qv = 1. (5.50)
e Es gilt dann die verallgemeinerte Orthogonalitét

q(i)Tﬂ g(j) = 5ij, (5.51)

e {G)} bildet eine Basis des s-dimensionalen Raums der generalisierten
Koordinaten.

23 Vgl. gewohnliche Eigenwertgleichungen: Av =2 v = det(A—\) =0.
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e Aus der verallgemeinerten Eigenwertgleichung

ég(j) — w?%d(j) (5.52)
folgt durch Multiplikation von links mit gy )7
§OTK GO = w? g0 M g O 2. (5.53)

Wenn wir um einen stabilen Gleichgewichtspunkt, d.h. um ein lokales
Minimum von V entwickeln, ist K positiv definit,** d.h. ¢" Kq > 0 fiir
alle ¢q. Daraus folgt

wi>0 = weR, j=1...s (5.54)
Wiirden wir dagegen um einen labilen Gleichgewichtspunkt entwickeln,
wire K nicht positiv definit, und es gibe auch imaginére Eigenfre-
quenzen w; = +i|w;|. Einsetzen in den Ansatz, Gl. (5.47) liefert dann
Losungen der Form

q(t) = ae il 4 petlilt, (5.55)

Der zweite Term wéchst exponentiell mit der Zeit an, und es kommt da-
her zu einer Instabilitét, bei der sich die Losung schliefllich so weit vom
Gleichgewichtspunkt entfernt, dass die durchgefiihrten N&dherungen nicht
mehr gelten.

Beispiel:  zwei gekoppelte eindimensionale Oszillatoren

Wir betrachten nur longitudinale Bewegungen entlang der Verbindungslinie.
Als generalisierte Koordinaten wéhlen wir die Auslenkungen g, k = 1,2, der
k-ten Masse aus der Gleichgewichtslage.

24 Wie man aus Gl (5.37) erkennt, entspricht K gerade der bereits erwéhnten Hesse-
Matrix, Gl. (5.35).
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Die kinetische Energie ist also
T = 1 -2 -2
= 2m(q1 +¢3)
und die potenzielle Energie
Lo oy, 1 2
V= §k(Q1 +¢3) + §k12(Q1 —q2)"

Das konnen wir schreiben als

1. . m 0 q1 1.0 .
T:— . = —
2(Q17Q2)< 0 m) <q2> 54 M g

1 kE+kio —kio a) 17
- 2(Q17Q2) ( _k12 ]C—i—/{ilg 0 - 2q

und

(v )

Die Sakulargleichung lautet dann

und

<
=

q

mit g = (Zl
2

N————

IS
i

| Btk —ki
o —kio k4+kso )

0 = det (K — w?M)

o k+ kig —w?m —ki2
= det < —k12 k + k12 - w2 m

= (k’ + k’lg — w2 m)2 — k’%Q
= w2m—k—k12:j:k12,
d.h. die quadrierten Eigenfrequenzen sind

) 2kt 2k
M= T

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

Um die zugehorigen Eigenfunktionen zu bestimmen, setzen wir die Eigenfre-
quenzen in die verallgemeinerte Eigenwertgleichung (5.48) ein. Fiir wy erhélt

man

k+Fki  —k @El) :E m 0 ngl)
—kia Kk + ko cjgl) m\ 0 m él) ’
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was zwei Gleichungen entspricht. Da diese jedoch linear abhéngig sind, geniigt
es, die erste zu losen:

- ~ - 1

Fiir die Normierung ergibt sich mit Gl. (5.50)

m 0 1 !
N2(1,1)( 0 m) (1> =N*2m =1, (5.66)
so dass

7 = \/% G) , (5.67)

Analog findet man fiir die zweite Normalmode

7 = \/% (_D _ (5.68)

Multipliziert man die beiden Losungen gemif Gl. (5.47) mit e*s*| sieht man
dass ¢ einer Mode entspricht, bei der beide Massen gleichphasig schwingen,
d.h. ihr gegenseiter Abstand bleibt bei der Schwingung konstant und gleich
dem Abstand in der Ruhelage. Die mittlere Feder wird daher nicht ausge-
lenkt, was erklédrt, warum kis nicht in die Eigenfrequenz w; eingeht. Dagegen
entspricht ¢® einer Mode, bei der die Massen gegenphasig schwingen, also
sich also jeweils in entgegengesetzte Richtungen bewegen. Dabei dndert sich
natiirlich ihr Abstand, so dass w, auch von ki abhéngt.

Wie wir gesagt haben, bildet {¢G\”)} eine orthogonale Basis des Raums der
generalisierten Koordinaten. Wir kénnen also jeden Vektor ¢(t) in folgender

Form darstellen: )
B =>_m(t)q” (5.69)
j=1

Die n;(t) bezeichnet man dabei als die Normalkoordinaten des Systems.
Fiir die Lagrange-Funktion ergibt sich dann
Loy, T
L=§ (¢'Mq - q'Kq)

LS OB0ETILE L S om0 K 67
z]l L=l
5” wj q(z) %lj(]) = UJJQ- 67,3
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d.h.

s

> () —wini(1). (5.71)

Jj=1

L=

DN | —

Daraus folgen die Bewegungsgleichungen
i+ wing =0, j=1,..s (5.72)

Beziiglich der Basis {¢)} verhlt sich das System also wie s vollstindig
entkoppelte harmonische Oszillatoren. Insbesondere sind die allgemeinen Lo-
sungen durch

ni(t) = A; cos(w;t + ¢ ) (5.73)

gegeben, wobei die Amplituden A; und die Phasen ¢; durch 2s Anfangsbe-
dingungen festgelegt werden miissen.

99



Teil 11

Klassische Elektrodynamik
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Kapitel 6

Elektrostatik

Im zweiten Teil der Vorlesung beschéftigen wir uns mit der Elektrodynamik,
also der Theorie, die die Krifte beschreibt, die geladene Teilchen und — da-
mit verbunden — elektrische Strome aufeinander ausiiben. In diesem Kapitel
beschrinken wir uns dabei auf statische, also zeitlich konstante Ladungsver-
teilungen. Die dabei auftretenden Krifte werden durch das Coulomb-Gesetz
beschrieben, das dem Gravitationsgesetz formal sehr dhnlich ist.?> Abgesehen
davon, dass sich Ladungen auch abstoflen kénnen, ist daher auf den ersten
Blick wenig Neues zu erwarten.

Auf der formalen Ebene gehen wir jedoch einen Schritt weiter, indem wir
die Fernwirkung, die z.B. zwei rdumlich getrennte Ladungen auf einander
ausiiben, durch die Wirkung eines den ganzen Raum erfiillenden elektrischen
Feldes interpretieren. Dies wird sich spéter bei der Beschreibung zeitabhéngi-
ger Probleme als sehr niitzlich erweisen, da die Felder dort ein ,, Eigenleben*
entwickeln und als elektromagnetischer Wellen durch den Raum propagieren.

6.1 Grundlagen: Ladungen und das Coulomb-
Gesetz

Zu den Grundgroflen der Mechanik, Léange, Zeit und Masse, kommt in der
Elektrodynamik die Ladung als vierte Grundgrofie hinzu. Analog zu den Mas-
senverteilungen in der Mechanik betrachten wir sowohl Punktladungen, bei
denen eine bestimmte Ladung ¢; am Ort 7® konzentriert ist, als auch kon-
tinuierliche Ladungsverteilungen. Mikroskopisch gesehen werden Ladungen
von (aus heutiger Sicht) punktformigen Elementarteilchen in Einheiten der

25 Aus diesem Grund konnten wir in Kapitel 2 auch die Rutherford-Streuung und das
Kepler-Problem im gleichen Formalismus behandeln.
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der Elementarladung e (bei Quarks auch e/3) getragen,?s so dass das Bild
der Punktladungen — wie auch das der Punktmassen — letztlich das , richtige
ist. Fiir makroskopische Systeme ist aber die kontinuierliche Beschreibung oft
angemessener.

Ebenfalls analog zu den Massenverteilungen definieren wir die Gesamtladung
eines Systems als Summe iiber die Punktladungen

Q= ZQi (6.1)

oder kontinuierlich als Integral {iber die Ladungsdichte p(r) in einem Volumen
v,

Q= [ &), (6.2)
/

Mit Hilfe der Dirac’schen J-,, Funktion® lasst sich die Ladungsdichte auch fiir
eine Punktladung am Ort 7 angeben:

pi(7) = q; 6(7 — F(i)) (6.3)

und entsprechend fiir mehrere Punktladungen
p(R) =D piP) =)o (7= 7). (6.4)
Fiir die Gesamtladung im Volumen V ergibt sich dann®’

o= [@r Y asr-r =Y a (6.7)
v L ;

7#(Hey

26Fiir Elektronen gilt ¢, = —e, fiir Up- und Down-Quarks ¢, = %e bzw. ¢4 = —%e. Das
Proton besitzt die Ladung g, = +e, ist jedoch nicht punktformig sondern aus Quarks (und
Gluonen) aufgebaut.

27 Erinnerung:
Fiir ,gutartige” (also insbesondere stetige) Testfunktionen f(x) gilt

b
o flze)  fallsag € (a,b)
[ 2 5030~ a0) _{ ! Rl | 63
Analog gilt fiir dreidimensionale Argumente
3 . oy | f(0) falls 7o € V
/d rf(r)o(r—7o) = { 0 sonst ' (6.6)
%
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was dem erwarteten Ergebnis entspricht.
Die Definition der Gesamtladung ist vor allem deshalb physikalisch sinnvoll,
weil ) fiir abgeschlossene Systeme eine Erhaltungsgrofie ist,?® d.h. die im
Volumen V enthaltene Gesamtladung kann sich nur d&ndern, wenn Ladungen
von auflen in das Volumen hinein- oder nach aulen aus dem Volumen ab-
flielen. Im Gegensatz zur Masse kénnen Ladungen aber positiv und negativ
sein, so dass die Erzeugung oder Vernichtung von Paaren entgegengesetzter
Ladung grundsatzlich moglich ist.
Ein weiterer Unterschied zur Masse besteht darin, dass kein Zusammenhang
zwischen Ladung und Tragheit gegeniiber Beschleunigungen besteht: Wirkt
auf ein Teilchen mit Masse m die Kraft F , gilt nach dem 2. Newton’schen
Gesetz F = mr, d.h. die Proportionalitiit zwischen Kraft und Beschleunigung
wird allein durch die Masse, nicht aber durch die Ladung bestimmt. Die Kraft
selbst kann dagegen sehr wohl von der Ladung abhéngen, die dann auf diese
Weise gemessen werden kann.
Fiir zwei ruhende Punktladungen ¢; und g; gilt das Coulomb’sche Gesetz
Fo) = p 5% T (6.8)
rij Tij
mit einer Proportionalitdtskonstente k£ > 0. Dabei verwenden wir die gleiche
Notation wie im Mechanik-Teil, d.h. F () ist die vom Teilchen 7 auf das
Teilchen i ausgeiibte Kraft, 7; = 7 — 70 und ry; = |7;].
Es gilt also:

e Der Betrag der Kraft nimmt quadratisch mit dem Abstand ab.
e Die Richtung liegt entlang der Verbindungslinie.

e Ladungen mit gleichem Vorzeichen (g;q; > 0) stofen sich ab, Ladungen
mit ungleichem Vorzeichen (g;q; < 0) ziehen sich an.

e Es gilt F ) = —FU) ( actio = reactio®)
Wie grof ist die Konstante k7 Die Antwort auf diese Frage hdngt vom ver-

wendeten Einheitensystem ab:

1. Variante:

Da Ladungen nur iiber ihre Kraftwirkungen messbar sind, kénnen wir die
Ladungseinheit so definieren, dass k = 1 gilt, also
|F @) = 20, (6.9)

28Im Rahmen der Quantenelektrodynamik kann man zeigen, dass die Ladungserhaltung
iitber das Noether-Theorem mit einer Symmetrie zusammenhéngt.
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Fiir die Ladungseinheit wiirde dann gelten
[P =[Fr*] =1Nm?=1kgm®s™? = [¢]=1kg"?’m*?s7!. (6.10)

Zwei Ladungen dieser Einheit wiirden also m Abstand von einem Meter die
Kraft 1N aufeinander ausiiben. Die Wahl £ = 1 wird von den meisten theo-
retischen Physikern bevorzugt, allerdings traditionell mit der Masseneinheit
g und der Léngeneinheit cm (,, Gaul’sches Einheitensystem®).

2. Variante:

Im SI-Einheitensystem ist die Einheit der Ladung dagegen 1C (Coulomb),
das von der Grundeinheit 1 A (Ampere) fiir die Stromstérke abgeleitet wird:

1C=1A"s. (6.11)

Das Ampere wiederum ist iiber die magnetische Kraft definiert, die zwei
parallel im Abstand 1m angeordnete geradlinige, unendlich lange, unend-
lich diinne Leiter im Vakuum aufeinander ausiiben: Fliet durch beide Leiter
ein Strom der Stirke 1 A, dann betrigt die Kraft 2 - 10~ N pro Meter Lei-
terlinge.?

Mit dieser Definition kann k& natiirlich nicht mehr frei gewéhlt, sondern muss
gemessen werden (zumindest zunéchst einmal). Man findet

E=10""c% . % mit ¢ =2,99792458-10°ms ", (6.12)
also genau der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Dieser Befund ist ein erster
Hinweis darauf, dass zwischen elektrischen (Coulomb-Gesetz) und magneti-
schen (Definition des Ampere) Kriften einerseits und der Natur des Lichts
andererseits ein Zusammenhang besteht! Am Ende der Vorlesung werden wir
das genauer verstehen.3’

Ublicher Weise schreibt man

1
k= 6.13
41 €0 ( )

29 Auf magnetische Kriifte werden wir in Kapitel 7 noch genauer eingehen.

30 Seit 1983 ist die Lichtgeschwindigkeit ¢ keine Messgrofie mehr, sondern wird defi-
nitionsgemif auf den in Gl. (6.12) angegebenen Wert gesetzt. Folglich ist auch k kei-
ne Messgrofle mehr, sondern iiber Gl. (6.12) exakt festgelegt. (Der Vorfaktor hingt mit
der Definition des Ampere zusammen und ist daher ebenfalls exakt.) Im Bestreben, die
Definition von Mafleinheiten moglichst weitgehend auf unverdnderliche Naturkonstanten
zuriickzufiihren, wird gegenwiértig dariiber nachgedacht, in einer zukiinftigen Neudefiniti-
on das Coulomb iiber die Elementarladung e zu definieren. Wihrend letztere zurzeit noch
eine Messgrofle ist, deren Wert in Coulomb eine gewisse Ungenauigkeit besitzt, wiirde e
dann auf einen bestimmten Wert festgesetzt.
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mit der elektrischen Feldkonstanten oder Influenzkonstanten

A2g? As
= 4...-1072 = = 4,107 — 14
g9 = 8,85 0 N2 8,85 0 m (6.14)
Dabei haben wir die Einheit Volt,
Nm
1W=1— 6.15
i (6.15)

eingefiihrt.

Im Folgenden verwenden wir SI-Einheiten. Das Coulomb-Gesetz lautet dann
also ~

For - 1 447 (6.16)

dmeg 1 T

Wie schon erwihnt, hat es groBe Ahnlichkeiten mit dem Gravitationsgesetz
(—Gmimg < ﬁqlqg). Ein wichtiger Unterschied ist allerdings, dass es nur
fiir ruhende Ladungen gilt, weil ansonsten noch magnetische Kréfte hinzu
kommen.
Eine wichtige Gemeinsamkeit mit dem Gravitationsgesetz ist die Giiltigkeit
des Superpositionsprinzips, d.h. die von mehreren Ladungen ¢; auf ¢; aus-
geiibten Krifte konnen vektoriell addiert werden:

FO =Y = BN~ A4 (6.17)
— Ameg S 17 Tij
jF#i gAY

6.2 Das elektrische Feld

Ausgehend von Gl. (6.17) kénnen wir die Kraft auf die Ladung ¢; in der Form

— —

FO = ¢ EO@FW) (6.18)

schreiben, wobei

By = 1 9 T,

4 N} por 7’1-]' Tij
das wvon allen anderen Ladungen am Ort 7@ erzeugte elektrische Feld ist.
Dies ist zunéchst nur eine triviale Aufspaltung, die jedoch mit einer neuen
physikalischen Interpretation verbunden ist: Die Ladungen g; erzeugen im
gesamten Raum unabhingig von ¢; ein Feld, auf das die Ladung ¢; am Ort

7@ dann lokal reagiert. Dabei erzeugt jede Punktladung g; ein Feld

(6.19)

(6.20)



das sich nach dem Superpositionsprinzip mit den Feldern aller anderen La-
dungen zum Gesamtfeld

@) =3 Ey(7) (6.21)

iiberlagert. Dazu tragt auch die Ladung ¢; bei, die wir fiir die Kraftwirkung
auf sich selbst weglassen mussten. Mathematisch sauberer definiert man das
elektrische Feld am Ort 7 daher iiber die fiktive Kraft, die eine infinitesi-
mal kleine Testladung ¢ am Ort 7 erfidhrt, deren eigener Beitrag zum Feld
vernachléssigt werden kann:

—

E(7) = lim £ (g > 0). (6.22)

q—0 q
Fiir die Einheit der elektrischen Feldstarke gilt entsprechend

B =15 =1

51— (6.23)

Das elektrische Feld ist ein Vektorfeld, d.h. jedem Raumpunkt 7 wird ein
Vektor E(F’) zugeordnet. Nach einer Idee von Faraday kann man sich das
Feld durch Feldlinien veranschaulichen, die so verlaufen, dass die Tangenten
an jedem Punkt jeweils die Richtung von E (7) anzeigen.

Beispiele:

e cinzelne positive / negative Punktladung

e zwei entgegengesetzte Punktladungen / gleiche Punktladungen
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Da die Richtung des E-Feldes an jedem Punkt eindeutig ist (aufler an Orten,
an denen sich Punktladungen befinden), schneiden sich die Feldlinien nie.

Fiir das elektrische Feld von N Punktladungen ergibt sich aus Gln. (6.20)
und (6.21)

= 1 =T
E(r)=—— = 6.24
(F) 47TEO ;Cb |7:'_,,—,»(])’3 ( )

o1 5, g T—T
E(F) = o /d r’ p(r") . (6.25)

Dies beinhaltet auch wieder den Fall der Punktladungen, wenn wir p(7') =
>, q; 6(F" — 7U)) setzen.

Analog zur Gravitationskraft kénnen wir die Coulomb-Kraft und entspre-
chend das elektrische Feld aus einem %—Potenzial herleiten. Allgemein gilt

7 -7 - 1
S — — Vi S 6.26
|7 — 7|3 Vv |7 — 7| ( )
und damit . .
E(7) = =Vo(r) (6.27)

mit dem elektrostatischen Potenzial

1 1
= d*r' p(7’ : 2
o) = o [ 0 = (6.25)
Analog gilt fiir eine Kraft auf eine Testladung ¢
F(@)==VV() mit V() = qd(7). (6.29)
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Genau genommen sollte man V' (7) als ,,potenzielle Energie“ der Testladung
am Ort 7 bezeichnen, und ¢(7) als das ,,Potenzial“. Es hat sich aber ein-
gebiirgert, auch V(7) als ,,Potenzial“ zu bezeichnen, so wie wir es zuvor auch
schon gemacht haben.

Wie wir gesehen haben, sind aus einem Potenzial ableitbare Krifte konser-
vativ:

=1

VxF=-VxVV= (6.30)

und entsprechend L S
VxE=-VxVe¢=0 (6.31)

Damit ist das Linienintegral {iber E wegunabhéngig:

—

[ B == (0) - oliv) = ~U () (6.32)

—

70

mit der Spannung
U(F, 7o) = ¢(F) — ¢(70),  [U=1V. (6.33)

Wie wir schon im Zusammenhang mit V' gesehen haben, ist ¢ nur bis auf
eine Konstante eindeutig festgelegt, da der Gradient einer Konstanten ver-
schwindet und daher ¢ und ¢’ = ¢ + const. auf das gleiche elektrische Feld
fithren. Diese Freiheit bei der Wahl der Konstanten ist der einfachste Spe-
zialfall einer so genannten FEich-Freiheit, bei der unterschiedliche Potenziale
die gleiche Physik beschreiben. Aus diesem Grund kann das Potenzial auch
nicht vollstidndig gemessen werden. Spannungen, also Potenzial-Differenzen,
sind dagegen messbar.

6.3 Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik

Nach einem allgemeinen Theorem lassen sich Vektorfelder, die hinreichend
schnell im Unendlichen verschwinden, eindeutig aus ihren Quellen und Wir-
beln rekonstruieren. Sei A ein beliebiges Vektorfeld. Um die Quellen zu be-
schreiben, betrachtet man den Fluss ® des Feldes durch die Oberflache eines
vorgegebenen Volumens, der nach dem Gaufl’schen Satz mit der Divergenz
des Feldes zusammenhéngt:

P — / 06 - A(F) = / dBr div A(7) (6.34)
)% %

108



Fiir die Wirbel bestimmt man die Zirkulation I' entlang eines geschlossenen
Weges, die nach dem Stokes’schen Satz mit der Rotation auf einer vom Weg
begrenzten Flache zusammenhéngt:

= jés i A(7) = /Sda- rot A(7) (6.35)

Aus diesem Grund sind die Divergenz und die Rotation des Feldes (in unse-
rem Fall des elektrischen Feldes E) von grofiem Interesse.
Fiir die Rotation haben wir schon gesehen, dass

rot E=V x E=—-V x V¢ =0. (6.36)
Fiir die Divergenz gilt zunéchst

AivE=V-E=-V-Vo=—A6¢ (6.37)

o? o? 0?
A=—+——+— 6.38
0x? * 0y? + 022 (6.38)
(in kartesischen Koordinaten).
Es folgt also
VB =-— A / & p() ——
47 o |F— F/|
_ /d3r'p(F’) Ap ot (6.39)
4 €0 " |’I?— 7?/| . '
Fiir die weitere Auswertung zeigen wir nun, dass
1 — —
Ny F— = —4ro(r—7"), (6.40)

i) Az 1,|:0, falls 7 # i

i) [dPr Ap == = —4m, falls 7' €V

Wir kénnen dabei das Koordinatensystem so verschieben, dass 7/ = 0
gilt, d.h. es geniigt zu zeigen, dass

[d&r Ay L= —4r, falls 0 € V.
%
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Beweis:

i) Sei 7" .

Dann gilt
~ 1 3 1 =7
T |7—:_7:v| r \/(x—x’)2+(y—y’)2—|—(z—z’)2 |77_7:»/|3'
(6.41)
Daraus folgt
1 1 L0 -1
Ar =V Vs = - S
|7 — 7| |7 — 7| ;87"2- 7 — 73
oY (I B s
o< |7 — 7|3 |7 — 77
=1
1 = =22
-3 +3(|r Y00 qed  (6.42)

ii) Sei V ein Volumen, das den Urspung enthélt.

Wegen i) gilt A;% = 0 fiir alle 7 # 0. Wir konnen das Volumen V daher
durch eine Kugel KC ersetzen, deren Mittelpunkt im Ursprung liegt:

1 = = 1 au - 1 - r

/d3r Ap—z/d%v?.vf—gzﬁ/ da.vﬁ—:—/ di - —
% r K r oK r oK r
(6.43)

Die Kugel habe den Radius R. Dann gilt auf der Kugeloberflache

5 . r e,
und fiir das Flidchenelement
do = r*dQe, = R*sinfdf dypeé,. (6.45)
Daraus folgt
5 1 2 T ) - g’r
d°r Np— = — dp [ sin@df R”é,-— = —4m q.e.d. (6.46)
% r 0 0 R

Damit haben wir Gl. (6.40) bewiesen. Einsetzen in Gl. (6.39) liefert dann

V.- E(F) = 1 / &' p(F") 6(F — ') = o) (6.47)

€0 €0
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Gln. (6.47) und (6.36) nennt man die
Mazxwell-Gleichungen der Elektrostatik in differenzieller Darstellung:

V- E(7) = ?, VxEF=0 (6.48)

Mit Hilfe des Gaufi’schen bzw. Stokes’schen Satzes folgt daraus

/avdﬁ-}f(f’):/Vd?’rﬁ.ﬁ(f):l/vdamwzg (6.49)

o €0
und
75 i+ F(7) = / i - (V x B(F) = 0. (6.50)
a8 S
Das sind die

Mazwell-Gleichungen der Elektrostatik in integraler Darstellung:

dé - E(F) = 9, - E(7) = 0. (6.51)
J, i

€0

Die erste dieser Gleichungen bezeichnet man auch als ,, physikalischen Gauf3’schen
Satz* oder ,,Gaufl’sches Gesetz* :

Der elektrische Fluss durch die Oberfliche eines Volumens V ist pro-
portional zur im Volumen enthaltenen Gesamtladung.

An den Maxwell-Gleichungen erkennt man, dass das elektrostatische Feld
wirbelfrei ist (rot £ = 0) und dass seine Quellen und Senken durch positive
bzw. negative Ladungen gebildet werden. Letzteres ist im Einklang mit dem
Feldlinien-Bild.

Mit Gl. (6.37) folgt schlieBlich die Poisson-Gleichung fir das elektrostatische
Potenzial:

A7) === ) (6.52)

In ladungsfreien Raumbereichen (p(7) = 0) gilt die Laplace-Gleichung:
A ¢(F) = 0. (6.53)
Es gilt dann:

Die allgemeine Losung der Poisson-Gleichung
= eine spezielle Losung der Poisson-Gleichung

+ die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung.
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Falls keine Randbedingungen im Endlichen vorliegen und ¢ fiir eine endliche
Ladungsverteilung im Unendlichen verschwinden soll, ist die Losung durch

Gl (6.28),
029 ” 1 51 oon L
o(r) = /d ' p(7 )m, (6.54)

47 €0

gegeben. Mit Hilfe von Gl. (6.40) kann man leicht iiberpriifen, dass dieser
Ausdruck in der Tat die Poisson-Gleichung erfiillt:

1
_47T€0

1

A o(7) / d*r' p(7") (=47 (7 — 7)) = = p(7). (6.55)

Héufig liegt jedoch die Situation vor, dass ¢(7) (oder seine Ableitungen)
auf der Oberfliche eines Volumens V vorgegeben sind, z.B. im Fall einer
leitenden Oberfliche. Es ist dann eine Losung gesucht, die im Einklang mit
diesen Randbedingungen die Poisson-Gleichung 16st (,, Randwertproblem der
Elektrostatik“). Darauf werden wir in Abschnitt 6.7 noch genauer eingehen.

6.4 Feldverhalten an Grenzflachen

An der Grenzfliche zweier Medien kénnen sich manchmal Ladungen in ei-
ner sehr diinnen Schicht ansammeln, die man idealisiert als unendlich diinn
ansehen kann. Man definiert dann die Fldchenladungsdichte

_dQ
dA

(6.56)

(o}

mit dem infinitesimalen Flachenelement dA.

Wir wollen nun untersuchen, wie sich
das elektrische Feld an einer solchen
Grenzfliche verhélt. Dazu legen wir ein
Késtchen AV mit Hohe Ah und Ober-
und Unterseite der Flache AA um die
Grenzfliche, so dass die Kante der Liange
Ah parallel zur Flachennormalen 7 liegt.

Die Hohe Ah lassen wir dann in einem Grenzprozess gegen null gehen. Die
Fliache AA miissen wir dabei ebenfalls kleiner werden lassen, jedoch nur so
viel wie notig ist, damit die Grenzflache weiterhin stets durch die Seitenwénde
verlauft. Am Ende wird das Késtchen auf diese Weise immer flacher, d.h. die
Seitenflichen sind gegeniiber AA vernachléssigbar.
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Es gilt dann®!
/d?’rﬁ-ﬁ(f)— /dg-ﬁ(f‘) X AAdG- (B, —E), (657
AV OAV

wobei E+ und E_ die elektrischen Felder unmittelbar oberhalb bzw. unmit-
telbar unterhalb der Grenzfliche sind (bezogen auf die Richtung des Vektors

Andererseits gilt
- = 1 A AA
/d3rV~E(f’) = —/d3rp(f) _ 80 a0 (6.58)
o €o o
AV AV

mit der in AV eingeschlossenen Ladung AQ) = cAA.
Gleichsetzen der rechten Seiten liefert dann

i (B, —E )=—, (6.59)

d.h. es gilt:

e Die Normalkomponente des elektrischen Feldes ist an der geladenen
Grenzflache unstetig.

Um die Tangentialkomponente zu unter-
suchen, betrachten wir eine geschlossene
Rechteckschleife AF = Ah Al, wobei Ah
wie zuvor senkrecht durch die Grenzfliache
laufe und A/ parallel zur Grenzflache ver-
laufe. Wie zuvor sei 7 der Normalen-
Einheitvektor senkrecht zur Grenzflache.
Ferner sei ¢ der Normalen-Einheitvektor
auf der orientierten Fliche AF.

Es folgt dann

o:/dg.(ﬁxf?) Stokes j{df-ﬁ 2 AL (Txq)-(EL—E-) (6.60)

—_——
AF 5 OAF

und somit

(Fx#)- (B, —E_) =0. (6.61)

31Um Verwechselungen mit der Flichenladungsdichte o zu vermeiden, bezeichnen wir
hier das gerichtete Flidchenelement, das wir bislang dé genannt haben, mit dS.
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Der Vektor (£ ) verlduft parallel zur Richtung von A¢ und damit tangential
zur Grenzfliche. Da wir beliebig vorgeben konnen, in welche Richtung A/
tangential zur Grenzfliache zeigt, gilt allgemein:

e Die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes verhilt sich an der
geladenen Grenzflache stetig.

6.5 Elektrostatische Feldenergie

Wir haben bereits gesehen, dass das elektrische Feld konservativ ist. Um eine
Punktladung ¢ im Kraftfeld

F(7) = qE() = —qVo(7) (6.62)

von 7o nach 7 zu verschieben, muss die Arbeit

AW = —/dF’ L F(i) = q/df’ V(i) = 4 (6(7) — 6(70)) = qU (7, 70)

(6.63)
geleistet werden. Das Minuszeichen nach dem ersten Gleichheitszeichen muss
deshalb eingefiihrt werden, weil es nicht um die Arbeit geht, die das elektri-
sche Feld an der Ladung leistet, sondern um die Arbeit, die wir leisten, wenn
wir die Ladung gegen die Kraft verschieben. Entsprechend erhéht sich dabei
die Energie des Systems um AW.

Im Folgenden setzen wir ¢(r — oo) = 0. Die Energie einer vorgegebenen La-
dungsverteilung p(7) kann dann definiert werden als die Arbeit, die geleistet
werden muss, alle Ladungen aus dem Unendlichen an die jeweiligen Orte zu
verschieben, die der Ladungsverteilung entsprechen.3?

Wir betrachten zundchst N Punktladungen. Das Verschieben der ersten Punkt-
ladung ¢; and seinen Ort 7" kostet keine Energie. Sind bereits 7 — 1 Teilchen

an den Orten 7, ... 70~ erzeugen sie das Potenzial
i—1
1
(< 6.64
I = s S (660

Um das i-te Teilchen an den Ort #® zu bringen, muss dann die Energie

WO = ;< (7 ) (6.65)

32Genauer gesagt, gehen wir davon aus, dass die einzelnen Ladungen vor der Verschie-
bung jeweils unendlich weit voneinander entfernt sind.
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aufgewendet werden. Fiir N Punktladungen ergibt sich damit

N 1 N i—1 4
— (1) — 1
W=2 WO = L - oy
=1 1=2 j=1
N
1 qiq;
= , — . 6.66
8meg le |7 () — 7)) (6.66)
i#j

Die Verallgemeinerung dieses Ergebnisses auf kontinuierliche Ladungsvertei-

lungen liefert
_ d3 d3 / 10 '
W= 871'80 / / |7 — 7 (6.67)

Allerdings haben wir hier den Fall 7 = 7 nicht expllzlt ausgenommen. Wir
werden darauf noch zuriickkommen.
Mit

-\ 1 ! =/ 1

47 €0

und der Poisson-Gleichung erhélt man

W= / & p(F)p(7) = —2 / &r $(7) A 8(7) (6.69)

Mit Hilfe der Identitit

V- (6V0) = (Vo) (Vo) + 6 L ¢ (6.70)
folgt daraus
W = —%/dgrv- (o(r )quﬁ(f')) /d3r (6@5(77))2. (6.71)

Der erste Term kann iiber den Gaufy’schen Satz in ein Oberflichenintegral
umgewandelt werden:

/ P - (H(FV()) = / 05 - (V). (6.72)

1% oy

Da wir iiber den gesamten Raum integrieren und ¢(r — oo) = 0, verschwin-
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det dieser Anteil.?3> Wir erhalten also

W= %/d3rﬁ2(F). (6.74)

Das kann man auch schreiben als
W = /d3rw(F) (6.75)
mit der Energiedichte des elektrostatischen Feldes

w(F) = %52(7?). (6.76)

Beispiel:  homogen geladene Kugel

Die Kugel habe den Radius R und die Gesamtladung ). Fiir das E-Feld gilt
dann (s. Haustibung):

QL L r<R
E(r) = = :
(7) p— f(r)e, mit f(r) 1, r> R (6.77)
Daraus ergibt sich
€0 Q 2 ’ 7”2 r 1
_ 2 2
W_E(Zhrsg) 47r{/rdrﬁ+/rdrﬁ}
0 R
Q* (/11 1 3 Q?
_ i = —. 6.78
87T€0 5R + R 207T€() R ( )

Daraus konnen wir die Energie einer Punktladung berechnen, indem wir den
Grenziibergang R — 0 bilden. Offensichtlich gilt

WPunktladung = 11%11% WKugel — 00, (679)

d.h. die Energie divergiert! Man miisste also unendlich viel Energie aufwen-
den, um eine nicht-verschwindende Ladung auf einen Punkt zu konzentrie-
ren. Dadurch wird das Konzept einer Punktladung natiirlich zunéchst ein-
mal fragwiirdig. Andererseits konnte z.B. fiir Elektronen bislang keinerlei

33 Genau genommen, miissen wir annehmen, dass die Ladungsverteilung auf einen end-
lichen Raumbereich begrenzt ist. In grofler Entfernung gilt dann

1 - 1 - 1
o~ = Vol = o~ (6.73)

Das fillt schneller ab, als das Flichenelement |d&| = r2dQ) ansteigt, so dass das Ober-
flichenintegral fiir » — oo verschwindet.
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Ausdehnung nachgewiesen werden.?* Wir kénnen uns daher auf den pragma-
tischen Standpunkt stellen, dass diese unendliche (oder sehr grofe) , Selbst-
energie bei der Erzeugung der Teilchen irgendwie aufgebracht worden ist
und anschliefend keine Rolle fiir die Dynamik des Systems spielt, solange
die Teilchen stabil bleiben. Man kann sie dann einfach weglassen. Genau das
haben wir gemacht, als wir die elektrostatische Energie fiir /N unendlich weit
entfernte Punktladungen auf null gesetzt haben. Zur Beschreibung von Elek-
tronen ist die klassische Elektrodynamik natiirlich nicht mehr ausreichend.
Im Rahmen der Quantenelektrodynamik treten jedoch ebenfalls divergente
Selbstenergien auf, die sinngeméfl auf dhnliche Weise behandelt werden.
Die Tatsache, dass wir bei der Behandlung der Punktladungen die (divergen-
ten) Selbstenergien nicht beriicksichtigt haben, hat nicht nur quantitative,
sondern auch qualitative Konsequenzen: Wahrend der Kontinuumsausdruck,
Gl. (6.74), stets positiv ist, kann der Ausdruck fiir Punktladungen, Gl. (6.66),
auch negativ werden. Der Unterschied liegt in der Tat in den Selbstenergien,
die ja immer positiv sind. Um das genauer herauszuarbeiten, schreiben wir
die Ladungsdichte fiir N Punktladungen als

p(i) = sz-(??), pi(F) = qio(F — 7). (6.80)

Aus dem urspriinglichen Ausdruck fiir die kontinuierliche Ladungsverteilung,
Gl. (6.67), ergibt sich dann

3 3 /pz(F (
W= Z 8mo/d /d BT F, ZWW Weetose + Wivww (6.81)

i,7=1

mit

N N

Wselbst - Z VVu und WWW - Z VV%] (682)
= ij=1
i#j

Www entspricht also genau unserem fritheren Ergebnis fiir N Punktladun-
gen, Gl. (6.66). Mit den gleichen Umformungen wie vorher lasst sich dieser
Anteil durch die elektrischen Felder der einzelnen Punktladungen ausdriicken:

Wi = -2 Z/d3rE (7) - B, () (6.83)

i,j=1
i#]

34 Historisch hat man versucht, die Ausdehnung des Elektrons dadurch abzuschitzen,
dass man die elektrostatische Energie mit der relativistischen Ruheenergie £ = m.c?
gleichsetzt (klassischer Elektronenradius). Dabei ergibt sich ein Wert der Grofienordnung
10715 m, wihrend die experimentelle Obergrenze fiir die Ausdehnung des Elektrons heute
bei 1071 m liegt.

117



mit

(6.84)

Auch in dieser Form sieht man also, dass Wy negativ werden kann. Fiir
echte kontinuierliche Ladungsverteilungen ist eine eindeutige Zerlegung von
W in Wiapst und Wyw dagegen nicht moglich, und W ist stets positiv.

6.6 Multipolentwicklung

Wir betrachten eine rdumlich lokalisierte
Ladungsverteilung, d.h. eine Ladungsver-
teilung, fir die p(7) nur innerhalb eines
beschréankten Raumbereichs V' nicht ver-
schwindet. V liege vollstédndig innerhalb

=l

einer Kugel mit Radius R um den Koordi-
natenursprung. Der Ursprung selbst muss A v
nicht notwendiger Weise in V liegen, ob- ﬁ

wohl das in der Regel zweckmifig und da-

her meistens der Fall ist.

Wir nehmen auflerdem an, dass keine Randbedingungen im Endlichen vor-
liegen. Fiir das Potenzial gilt dann

(6.85)

1 1
o) = oz [0l =

_47'('80
1%

=

Oft ist man nur an dem Verhalten in der Fernzone r > R weit ab von der
Ladungsverteilung interessiert. Da andererseits unter dem Integral v < R
gilt, gilt v < r. Das legt nahe, den Term ﬁ in eine Taylor-Reihe um

7' = 0 zu entwickeln. Oft geniigen dann wenige Terme der Entwicklung, um
¢(7) hinreichend gut zu beschreiben.

Zur Vorbereitung befassen wir uns zunéchst allgemein mit der Taylor-Entwick-
lung von skalaren Feldern: Sei f(7) eine Funktion von 7. Wir wollen f(7+ @)
in eine Taylor-Reihe um f(r) entwickeln. Dazu verwenden wir kartesische
Koordinaten, f(7) = f(r1,72,73), und schreiben

f(F—F 6) = f(?”l +ai,ro +as,r3 + (13) = F(}\ = 1) (686)
mit

F(X) = f(r1 + Aay, 72 + Aag, 73 + Aag) (6.87)
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und der Hilfsvariablen A\. Da F' nur von einer Variablen abhéngt, kann die
Funktion auf bekannte Weise entwickelt werden:

1

F(N) =) ! F™(0) A", (6.88)
n=0 ’
Daraus folgt
o0 1 .
FA=1)=)_ ~ F™(0). (6.89)
n=0 ’

Fiir die Ableitungen gilt nach Kettenregel:

, dF L9,
PO =Ty, = 2, 10 (6.90)
- 0 0 \?
FI0) = 37 may oo f7) = (30 5-) F0) (6.91)
Jik=1 ! j !

(6.92)
FO0) = (Y ag) 10)= @ 9)"160) (6.93)

fE+a)=>_ = (@-V)" f(7). (6.94)

Dies verwenden wir nun, um

Fall f(7) =% und @ = —7"

r

1 1, _, 2wl 1 =1 1, =
7 — 7| - Zm(_r/'v) P ;—(T’V);+§(T,V) o (6.95)
n=0
Mit 1 o 1 Pl
EVE AN r Yo /‘ﬁ:_r r
(7 v)r_%:rjaw zj:jrg = (6.96)
und
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erhalt man

1 1 7er 3(F ) = 2r?

T r3 275

+... (6.98)

Damit ergibt sich fiir das Potenzial

o) == { 7 [ @) + S [ @ ol (6.99)

4meg r

1
oz [ BE P = ) o) + } (6.100)

-~

izj TiTj (37";7”‘;- —r'268,5)

also

b(7) = — {Q 7”"+ ZQUWJ } (6.101)

471'50

mit den folgenden Multipolmomenten:

Monopolmoment: Q = /dS'r” p(7") (= Gesamtladung) (6.102)
Dipolmoment: p = /d3r’ 7 p(7") (6.103)
Quadrupolmomente: Q;; = /d37” (3rir’ — 12 65) p(7) (6.104)

Wie man sieht, ist die Information iiber die Ladungsverteilung ausschlief3-
lich in den Multipolmomenten enthalten, wihrend die 7-Abhéngigkeit des
Potenzials vollstéandig durch die iibrigen Faktoren gegeben ist. Dabei fallen
die Beitrage der hoheren Multipolmomente schneller mit dem Abstand ab
als die niedrigeren:

e Monopol: ~

Tl= s

e Dipol: ~
e Quadrupol: ~ T%
o ...

In sehr grofler Entfernung wirkt die Ladungsverteilung daher wie eine Punkt-
ladung () am Ursprung, da die h6heren Multipolmomente vernachléssigt wer-
den koénnen. Riickt man ndher an die Ladungsverteilung heran, werden mehr
und mehr Terme wichtig.
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Falls die Gesamtladung verschwindet, ist der Dipol-Anteil

1 p-7
) = — 6.105
¢n(7) dmteg 13 ( )
dominant.
Das einfachste Beispiel fiir eine solche Situation sind
+q zwei entgegengesetzte Punktladungen im Abstand a,
z.B. +¢ bei = d und —q bei 7" = 0. Die Ladungsdichte
ist dann

S p(F) = q(5(F— @) — 6("),  (6.106)

und wir erhalten fiir das Dipolmoment

_q .

P =qi—q0 = qd. (6.107)

Fiir das elektrische Feld eines reinen Dipols ergibt sich

Ep(r) = ~Von(r) = - (3557~ ). (6.108)
Beispiel:
0
p={0 (6.109)
p

In Kugelkoordinaten gilt

sin f cos ¢ cos f cos 0
€, = | sinflsingy |, € = | cosfsinp = cosfe, —sinféeg= 1|0
cos —sinf 1
(6.110)
und damit
P =p(coshé, —sinfép). (6.111)

Mit 7 = re, folgt daraus

- 1 6
Ep(r) = pp (3 pcro?)s e, — %(cos@é; - sin@é’@)
1 p o e o
= Tre 8 (2cosfé, + sinfép) (6.112)

Das entspricht dem folgenden Feldlinienverlauf:
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Fiir punktsymmetrische Ladungsverteilungen, p(7) = p(—7), gilt allgemein

p= / drip(r) =T / dr' (=i")p(=7") = / & 7 () =
(6.113)
Das ist nur moglich, wenn p'= 0 gilt:

e Punktsymmetrische Ladungsverteilungen besitzen kein Dipolmoment.

Verschwinden sowohl die Gesamtladung als auch das Dipolmoment, domi-
niert der Quadrupol-Beitrag zum Potenzial,

T
= ZQZJ 2 (6.114)

Die Komponenten ();; bilden einen Tensor, den Quadrupoltensor

Qu Q2 Qi3
g = Qu Q2 Qs |. (6.115)
Q31 Q32 Qs
Genau wie der Trégheitstensor ist er symmetrisch,
Qij = Qji (6.116)

wie man direkt aus der Definition Gl. (6.104) erkennt. Aulerdem verschwin-
det seine Spur:

ZQz’z’ = /dgrp(f) Z(?ﬂ“f —7r?) =0. (6.117)

N——
3(x2+y2+22)—3r2=0

Daher sind nur fiinf der neun Komponenten von () unabhéngig.
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Beispiel: | gestreckter Quadrupol®

®q
a p(7) = qd(2)d(y) (6(z) — 26(z — a) + 6(z — 2a)) (6.118)
® 2 = Q=q—2¢+q=0 (6.119)
a P=(q-0—2qa+q-2a)é =0 (6.120)
ey

Fiir die Komponenten des Quadrupoltensors ergibt sich zunéchst

Qij = /da:/dy/dz (37’2-7“3-—7’252-]-) p(7)

— / dz (3rirs —125,)| o (8(2) = 20(z — a) + 6(: — 20)). (6.121)

Daraus folgt
da in diesem Fall sowohl r;r;|,—,—¢ als auch ¢;; verschwinden.
Fiir die Diagonalelemente finden wir

Qu==0U»=gq / dz (—2°)(6(2) —20(z — a) + 0(z — 2a)) = —2qa® (6.123)
und

Q33 = Q11 — Qa2 = 4(1@2, (6.124)

wobei wir fiir ()33 die Spurfreiheit ausgenutzt haben.
Insgesamt erhalten wir also

-1 0 0
Q = 2qa’ 0 -1 0 ]. (6.125)
- 0o 0 2

Fiir kugelsymmetrische Ladungsverteilungen, p(7) = p(|7]) = p(r), gilt aus
Symmteriegriinden @;; = 0 fiir ¢ # j und Q11 = Q22 = @33. Da aber Q11 +
Q22 + Q33 = 0 gilt, miissen die Diagonalelemente ebenfalls verschwinden:

e Fiir kugelsymmetrische Ladungsverteilungen gilt @) = 0.
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6.7 Randwertprobleme der Elektrostatik

Wie wir in Abschnitt 6.3 besprochen haben, besitzt die Poisson-Gleichung

1 —
£.6() = = (1) (6.126)
die Losung
I U
= R 12
o) = o [ ) 2 (6.127)

falls die Ladungsverteilung im gesamten Raum bekannt ist und keine Rand-
bedingungen im Endlichen vorliegen.

Oft hat man es aber mit einem Randwertproblem zu tun, bei dem p nur in-
nerhalb eines (nicht notwendiger Weise endlichen) Raumbereichs V bekannt
ist und bestimmte Vorgaben fiir ¢ auf dem Rand 0V gemacht werden. Ins-
besondere unterscheidet man

i) Dirichlet-Randbedingungen:
Der Wert des Potenzials ¢(7) ist auf 0V vorgegeben.

ii) Neumann-Randbedingungen.:

Die Normalableitung

d¢

on

Vo -ii=—E-ii=—E® (6.128)

ist auf 9V vorgegeben.

Beispiel: p#0

Ladungsverteilung vor einer ideal leiten- :
den Wand. Leiter

Im Leiter kénnen sich Ladungen so lange verschieben, bis sich ein Gleichge-
wicht eingestellt hat. Innerhalb des Leiters muss dann gelten:

Einnen = 6 = ¢innen = const. (6129)

124



An der Oberfliche des Leiters konnen sich dabei Ladungen ansammeln, die
zu einer nicht-verschwindenden Flichenladungsdichte o(7) fiihren. Wie wir
in Abschnitt 6.4 gesehen haben, verhélt sich die Tangentialkomponente an
der Grenzschicht stetig, wéhrend die Normalkomponente um o /eq springt.
Unmittelbar am Rand gilt also auflerhalb des Leiters

Elhn =0 B, (=2 (6.130)
Insbesondere folgt daraus, dass Feldlinien immer senkrecht auf der Oberfléche
eines Leiters stehen.

Wenn o(7) bekannt wére, entspriche die damit verbundene Vorgabe von
E a(;?ﬁm = —% einer Neumann-Randbedingung. Im vorliegenden Fall ist o(7)
jedoch nicht a priori bekannt, da sich die Anordnung der frei verschiebbaren
Ladungen im Leiter erst aus der Gleichgewichtsbedingung im Zusammenspiel
mit den vorgegebenen externen Ladungen ergibt. Dagegen ist

o(r) = (7o) —/df’-E(F’) (6.131)

eine stetige Funktion, auch wenn E unstetig ist. Auf der Oberfliche des
Leiters gilt daher

(b(fJ) = ¢'mnen = const. (6132)
Dies entspricht einer Dirichlet-Randbedingung.

6.7.1 Eindeutigkeit der Losungen

Wir wollen nun zeigen, dass das elektrostatische Randwertproblem unter
der Vorgabe von Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen (bis auf eine
physikalisch irrelevante Konstante) eine eindeutige Losung besitzt. Dazu be-
trachten wir zunéchst zwei skalare Felder u(r) und v(7), aus denen wir ein

Vektorfeld A = uVv konstruieren kénnen. Nach dem Gauf’schen Satz gilt
dann

/d?’rﬁ- (uﬁv) = /d5~ (uﬁv) = /dfﬁ- (uﬁv), (6.133)

1% oV oV

mit der Flachennormalen 7 und dem Fliachenelement do = 7 df. Mit

V- (uVv) = (Va) - (Vv) +u v (6.134)
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sowie

m - (uﬁv) —uii- Vo= u% (6.135)
folgt daraus
3 - Jv
&r((Vu) - (Vo) +uldv) = [ df U= (6.136)
12 v

Diese Relation bezeichnet man auch als die 1. Green’sche Identitdt.?®

Betrachten wir nun eine Ladungsverteilung p(7) im Volumen V und zwei
Losungen ¢ (7) und ¢o(7) der Poisson-Gleichung;:

1
BoiF) = ——p(F), i=12, FeV. (6.138)
0

Fiir das Feld (7) := ¢1(7) — ¢o(7) gilt dann
Ay(r) =0. (6.139)

Mit u = v = ¢ folgt dann aus der 1. Green’schen Identi&t

/d3r (F)? +w§;g) _ /dfw%. (6.140)

% =0 %
Wenn wir nun zusétzlich fordern, dass auf 0V
[} ¢1 = ¢2 (DlrlChlet) = 'l/} =0

oder

@le
Sie-

o =L =22 (Neumann) = =0

gilt, verschwindet die rechte Seite von Gl. (6.140), d.h. es folgt

/ PPr (V)? = 0. (6.141)

1%

35 Qubtrahiert man davon die analoge Gleichung, die man durch Vertauschen von v und
v bekommt, erhélt man die 2. Green’sche Identitdt:

ov ou

3 — = _— U —
/dr(uAv v Au) /df(uaﬁ Uafi)
% v

Diese spielt beim Losen des Randwertproblems mittels so genannter Green’scher Funktio-
nen eine wichtige Rolle, worauf wir aber in dieser Vorlesung nicht weiter eingehen werden.

(6.137)
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Da (ﬁw)Q nicht negativ werden kann, muss daher im gesamten Volumen V
gelten:

V(i) =0 = (F) = ¢1(F) — ¢o(F) = const., (6.142)

d.h. die Losung ist bis auf eine physikalisch irrelevante Konstante eindeutig.
Bei Dirichlet-Randbedingungen muss die Konstante sogar verschwinden, da

hier auf dem Rand ¢; = ¢, gilt.

6.7.2 Spiegelladungsmethode

In manchen Fillen kann das Randwertproblem mit einem geometrischen Ver-
fahren gelost werden. Die Idee dabei ist, dass man auflerhalb von V fiktive
Punktladungen (,,Spiegelladungen®, , Bildladungen®) einfiihrt, die dafiir sor-
gen, dass auf 0V die Randbedingungen erfiillt sind. Innerhalb von V erhilt
man damit die richtige Losung, da diese (ggf. bis auf eine Konstante) eindeu-
tig durch die Ladungsverteilung in ¥ und die Randbedingungen festgelegt
ist.

Beispiel:

Punktladung g am Ort 7y = 29 €5, z9 > 0,
iiber einer unendlich ausgedehnten geerde- 79¢~=*%0
ten Metallplatte mit ¢ = 0, deren Ober-
flache in der x-y-Ebene liegt.

Gesucht ist ¢(7) im Bereich z > 0, das die Poisson-Gleichung mit der Rand-
bedingung ¢|,—q = 0 l6st.

Dazu ersetzen wir die Metallplatte durch
eine fiktive Spiegelladung ¢s am Ort 7y =
Zs €y, zs < 0, und versuchen, durch die
Wahl von ¢, und z, zu erreichen, dass die
Bedingung ¢|,—o = 0 auch ohne die Me-
tallplatte erfiillt ist. C]sT Z=Zs

Ohne Randbedingungen im Endlichen gilt fiir das Potenzial der beiden Punkt-

ladungen
o) = — (| 1 4+ _% ) (6.143)

471'80 F—F0| |’I?—7?S|
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und damit

d(z,y,2=0) ! ( 1 e ) (6.144)

= +
dmeg \ /a2 +y2 422 Va2 + 2+ 22

Damit die urspriingliche Randbedingung erfiillt ist, muss dieser Ausdruck fiir
alle x und y verschwinden. Das ist nur méglich, wenn

¢s=—q und 22=z] (6.145)
gilt. Aus der zweiten Bedingung folgt z;, = —z, da zy positiv und z, negativ
ist.

Die Losung lautet also
q 1 1 N
7) = - — —— fir z > 0. 6.146
o(7) d7eg (|r—r0| |7“~|—r0|) ( )

In der Tat erfiillt sie sowohl die Randbedingung ¢|.—o = 0 als auch — oberhalb
der leitenden Platte — die Poisson-Gleichung:

AG(F) = —L— (= 4rb(F — 7o) + A 5(7 + 7))

dreg N——
=0firz>0
1
= —— agd(r — 1
EOCI (7" —170)
1
= —— p(7) fir z > 0. (6.147)
€0

Wie man dabei sieht, ist entscheidend, dass wir bei unserem Randwertpro-
blem nur an der Losung innerhalb des Raumbereichs V, d.h. oberhalb der
Metallplatte, interessiert sind. Fiir negative z-Werte beschreibt Gl. (6.146)
dagegen das tatsédchliche Potenzial nicht korrekt, das ja in der gesamten Me-
tallplatte konstant verschwinden muss.

Aus dem Potenzial kénnen wir nun auch das elektrische Feld fiir z > 0
berechnen:
|7 —7ro|® |7+ 73

) fir > 0. (6.148)
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Wie nicht anders zu erwarten, entspricht q
das dem Feld zweier Punktladungen g
und —gq, die symmetrisch zur Metallober-
fliche angeordnet sind. Dadurch verlau-
fen die Feldlinien bei z = 0 senkrecht zur
Oberfiche, wie es sein muss. In diesem ein-
fachen Fall hétten wir die Anordnung und
Stéarke der Spiegelladung also auch direkt
raten konnen. Bei komplizierteren Proble- .

men ist das aber nicht unbedingt der Fall e el
(— Ubung). -4

Fiir 2 = 0 gilt 7+ 7 = (z,y, £20)7, d.h. unmittelbar iiber das Platte ist das
elektrische Feld durch

q 20 "
2meg (22 + y2? + 22)3/? ‘

Eauﬁen(xa Y,z = O) - - (6149)
gegeben. Da das Feld im Leiter verschwindet, Epmen = 0, folgt aus GL. (6.59)
fiir die Flachenladungsdichte:

O-(x7 y) =& <Eauﬁen(m7 Y,z = O) - Einnen(mu Y, 0)) : é}z

q 20
= _% (xQ T 23)3/2 ) (6.150)

Die induzierte Gesamtladung ist damit

0o 2w

2D Polarkoord. q 20
Qind = /dfa(l’,y) = /T’dr/dsf? (—%)m

z=0

= —¢. (6.151)

Die Spiegelladung q; = —q entspricht also genau der auf der Oberfliche
induzierten Gesamtladung.

129



Kapitel 7

Magnetostatik

Nachdem wir uns im vorigen Kapitel auf zeitunabhéngige Ladungen be-
schrankt haben, wenden wir uns nun bewegten Ladungen, also elektrischen
Stromen zu. In der Magnetostatik nehmen wir jedoch an, dass die Strome
selbst wiederum zeitunabhéngig sind und untersuchen die damit verbunde-
nen magnetischen Kréfte. Wie wir sehen werden, ergeben sich dabei gewisse
Analogien zur Elektrostatik, aber auch wichtige Unterschiede.

7.1 Grundlagen

7.1.1 Elektrische Strome

Ein metallischer Leiter besteht mikroskopisch aus weitgehend ortsfesten po-
sitiv geladenen Ionenriimpfen und einem relativ frei beweglichen ,,Gas® aus
Elektronen. Legt man ein duferes elektrisches Feld an, werden die Elektro-
nen zunéichst entgegen (negative Ladung!) der Feldrichtung beschleunigt. Auf
Grund von Stoflen, die wie eine Reibungskraft wirken, bildet sich aber schlief3-
lich eine mittlere Geschwindigkeit (¥)) aus, die proportional zum angelegten
E-Feld ist.

Betrachten wir dazu einen Leiter, in dem

sich Ladungstrager mit Ladung ¢, Teil- \ A
chendichte (= Teilchen pro Volumen) n L e— y
und mittlerer Geschwindigkeit () durch o

/) *—>

eine Flache A bewegen, die senkrecht auf
(U) steht.
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Die Stromstdrke I ist die pro Zeiteinheit durch den Leiterquerschnitt flieende

Ladung:

dQ o B e
pt Einheit: [I]=1A=1 S (7.1)

Im obigen Beispiel laufen pro Zeiteinheit At

I =

AN = n A|{(7)| At (7.2)
Teilchen durch die Flache A, d.h.
AQ I gAN

[ = lim —

At—0 At A At qn AKD)| = ppe A|(T)] (7.3)

mit der Ladungsdichte der beweglichen Ladungen?®

Pfrei = qN. (74)

Die Stromdichte j ist die pro Zeit und Fliche durch ein Flichenelement
senkrecht zur Bewegungsrichtung flielende Ladung multipliziert mit dem
Einheitsvektor in Bewegungsrichtung®”

B )
dA dt Gk

j= dA L 7. (7.5)

Die Stromstérke erhdlt man dann durch Integration der Stromdichte iiber
die Flache:

I:/daj. (7.6)
A

Fiir unser Beispiel ergibt sich fiir die Stromdichte
(0)
(D)

Im Allgemeinen kénnen pj; und (v) und damit auch j sowohl vom Ort als
auch von der Zeit abhéngen:

j= = qn(V) = pprei (V) - (7.7)

|~

-

J (777 t) = Pfrei (7_1: t) <77> (77, t) : (7.8)

36Die Gesamtladung des Leiters und die zugehorige raumlich gemittelte Ladungsdichte
(Pges) = (Pfrei) + (Pronen) sind dagegen in der Regel gleich null.

37 Eine verwandte GroBe ist die beim Streuprozess in Abschnitt 2.5 eingefiihrte Teil-
chenstromdichte. Diese ist eigentlich auch ein Vektor. Fiir die Definition des Wirkungs-
querschnitts wurde jedoch nur der Betrag benétigt.
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Die Mittelung der Geschwindigkeit ¥ muss dann iiber ein Volumen durch-
gefithrt werden, das viel kleiner ist als die interessierende makroskopische
Langenskala. Im Extremfall konnen wir auch einzelne Punktladungen be-
trachten:

-

qunkt (7?7 t) = PPunkt (Fa t) 6Punkt (Fa t) =dq 6<F - FPunkt (t)) ?Punkt (t) . (79)

In der Magnetostatik hiingt j jedoch definitionsgeméB nicht von der Zeit ab.
Wir miissen daher dann davon ausgehen, dass pge; zumindest in Bewegungs-
richtung kontinuierlich ist. Als Analogon zur Punktladung fiithrt man dann
manchmal so genannte Stromfiden ein, in denen ein endlicher Strom entlang
einer Linie mit infinitesimalem Querschnitt flief3t.

7.1.2 Ladungserhaltung

Ladungsdichte und Stromdichte sind nicht vollkommen unabhéngig, sondern
erfiillen die Kontinuititsgleichung

Q

—f+ﬁ-]’:0. (7.10)

Dies ist eine Konsequenz der Ladungserhaltung, wie man erkennt, wenn man
die Gleichung iiber ein Volumen V integriert:

dQ d 3 o 5 Op (7.10) 3 & = GauB I
E—E/drp(r,t)—/dra = /drV-y = /dO'-j, (7.11)

1% 1% 1% oy

d.h. die Abnahme der Ladung in V pro Zeit ist gleich dem durch die Ober-
flache aus dem Volumen herausflieBenden Strom.
In der Magnetostatik betrachtet man sinnvoller Weise nur den Fall, in dem

neben den Stromen auch die Ladungsdichten zeitlich konstant sind, % = 0.
Aus der Kontinuitétsgleichung folgt dann
V-j=0. (7.12)
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Das hat einige wichtige Konsequenzen:

e Leiter mit nicht-konstantem Querschnitt

Seien A; und Ay zwei beliebige Quer-
schnittsflichen eines Leiters und V ein
Volumen, dessen Oberfliche A; und A,
enthélt.

Es gilt dann

o:/d?’rﬁ-j:/d&-j:/d&-]+/d&-j:—11+12. (7.13)
%

2% Aq As

Dabei haben wir angenommen dass der Strom so gerichtet ist, dass
er bei A; in das Volumen hinein- und bei A, herausflieft. Da das
Fléachenelement nach auflen gerichtet ist, ergibt sich dann ein Minus-
zeichen fiir das erste Integral.

Insgesamt erhalten wir also

Da die Wahl von A; und A; beliebig ist, bedeutet das, dass die Stromstérke
entlang des gesamten Leiters gleich ist.

e Kirchhoff’sche Knotenregel

Betrachten wir nun drei Leiter, die an
einem ,Knoten“ mit einander verbunden
sind, und ein Volumen V), das den Knoten
einschliet. Wenn wir die Stromrichtung
so definieren, dass alle Strome in den Kno-

ten hineinflieBen, folgt Iy

oz/daj:—fl—fz—fg (7.15)
oV
oder allgemein fiir n Leiter

d I,=0. (7.16)



7.2 Magnetische Induktion

In der Elektrostatik haben wir gesehen, dass Ladungen elektrische Felder er-
zeugen, die sich durch ihre Kraftwirkungen auf andere Ladungen bemerkbar
machen. Analog dazu wollen wir nun die von zeitunabhéngigen Strémen her-
vorgerufenen magnetischen Felder und deren Kraftwirkung auf andere Strome
untersuchen.

Ausgangspunkt ist das Biot-Savart’sche Gesetz:

Dazu betrachten wir einen Stromfaden
mit Stromstarke /. Ein infinitesimales
Stiick dr’" des Stromfadens bei 7/ erzeugt

I dann am Ort 7’ ein infinitesimales Feld
—\ /"LO —/ F_ F/

dB(7) = —1d 1

=Gl x m—mp - (117)
Dabei ist v
s

=47 -107" — 7.18
Ho a0 Am ( )

die magnetische Feldkonstante.

Das B-Feld nennt man magnetische Induktion. Im Vakuum unterscheidet es
sich vom Magnetfeld H das wir in Abschnitt 8.2 einfiihren werden, nur um
einen konstanten Faktor, B= ,uOH Es wird daher haufig — wenn auch nicht
ganz korrekt — ebenfalls als Magnetfeld bezeichnet.

Abgesehen vom Vektorprodukt erinnert Gl. (7.17) an den Ausdruck fiir das
von einer Punktladung nach dem Coulomb-Gesetz erzeugte elektrische Feld,
wenn wir die Ersetzungen

— — 1
FE < dB, — > g, q < Idr’ (7.19)
€o

vornehmen. Im Gegensatz zur Ladung ¢ ist das ,,Stromelemement“ [ dr’
jedoch ein rein theoretisches Konstrukt und existiert nur als Teil einer ge-
schlossenen Leiterschleife. Fiir konkrete Anwendungen des Biot-Savart’schen
Gesetzes muss man daher die infinitesimalen Teilstiicke aufintegrieren:

= =
Bt =107 /df’ X % (7.20)
C

4 r—r
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Beisprel: unendlich langer Leiter

Wir verwenden Zylinderkoordinaten mit dem Leiter entlang der z-Achse.?8

Wir erhalten also

3/2
) ()
Mit der Substitution
- 3
v=2"2% o dd=pdr, (P+ (-2 =P (142}
P
ergibt sich daraus
o . 2 z 1
=—1-[d L 7.22
7#)4p0/$1+ i 27Tp‘p (722)
=1
I

Das B-Feld verhilt sich also proportional

zu I, fillt reziprok zum Abstand vom Lei- ©
ter ab, und die Feldlinien bilden konzen- @

—

trische Kreise (perfektes Wirbelfeld). B

38 Da die Ladungsdichte hier keine Rolle spielt, bezeichen wir den Abstand von der
z-Achse wie iiblich mit der Zylinderkoordinate p.
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Wir kénnen auch die Idealisierung des unendlich diinnen Stromfadens fallen
lassen, indem wir die Stromdichte verwenden:

A7’ = j(F)dAdr = j(F')d*. (7.23)
Das Biot-Savart’sche Gesetz erhélt dann die allgemeine Form

=/

S Mo 3,0 T r—r
B(F)—E/d T/j(T/) X m (724)
1%

Auch hier sehen wir wieder die Analogie zur Elektrostatik mit den Ersetzun-
gen

—

— 1 -
E « B, — > L, p(") < 4(7") x . (7.25)
€0

Eine weitere énalogie besteht darin, dass B-Felder Krifte auf Strome ausiiben,
ahnlich wie E-Felder Krifte auf Ladungen ausiiben. Quantitativ beschrieben
wird dies durch das Ampere’sche Kraftgesetz:

Ein statisches B-Feld iibt auf ein infinitesimales Stiick I d7 eines Strom-
fadens am Ort 7 die Kraft

dF = 1di x B(7) (7.26)
aus.
Fiir ein endliches Stiick des Stromfadens ergibt sich daraus durch Integration
ﬁ:/]ﬁxéw, (7.27)
c

was wir mit Hilfe der Stromdichte auf die Kraft auf eine allmemeine Strom-
verteilung verallgemeinern konnen:

F= [ &rjF) x B(). (7.28)
/

Dabei ist B(7) ein von einer anderen Stromverteilung erzeugtes Feld.
Setzt man die Stromdichte einer Punktladung ein,

jP(F) = qUp (" — 7p), (7.29)
ergibt sich die Lorentz-Kraft

ﬁ =q _)p X é(Fp) (730)
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Da fp keine statische Ladungsverteilung ist, stellt sich hier die Frage, ob wir
die Kraft iiberhaupt auf diese Weise berechnen durften. Das richtige Resultat
gibt uns aber letztlich recht. In der Tat ist das Ampere’sche Kraftgesetz auch
fiir zeitabhéngige Strome giiltig. Das Biot-Savart-Gesetz zur Berechnung von
B gilt dagegen nur im zeitunabhéngigen Fall.

Beispiel:

zwei Stromschleifen, die von den Strémen
I, und I, durchflossen werden

Das Stromelement I dry erzeugt am Ort 77 nach dem Biot-Savart’schen Ge-
setz das Feld L
~ =T
dB2 = & 12 dFQ X _,1 _,2 .
47 |71 — 73

(7.31)

Nach dem Ampere’schen Kraftgesetz iibt dég auf das Leiterelement I; dr;
die Kraft

dF(1?) = Iy dry x dgz = Lo LI dry X (dF2 X ﬁ) (7.32)
47 |7 — 753
aus. Die Kraft, die die zweite auf die erste Leiterschleife ausiibt, ist also
Fo2 _ Mo p Y{dﬂ x (%d@ x ). (7.33)
A7 7y — 75
C1 C2

Mit @ x (bx &) =b(@-c) —&(@-b) folgt
dT_'i X (dFQ X (Fl — 772)) = dFQ (dFl . (771 — Fg)) — (dT_"l . dFQ) (7?1 — FQ) (734)

Der ersten Term fiihrt auf das Integral

]{drl J:j{dﬂ-( Vet )=o0. (7.35)

|71 — 753 \7"1—7’2\
Cl Cl

da geschlossene Wegintegrale tiber Gradientenfelder immer verschwinden (vgl.
konservative Kraftfelder). Es triagt also nur der zweite Term bei, und wir er-

halten
F (12) _ MO ]1[2 %d’rl %drg | |3 (736)
71— T
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Vertauschen von 1 und 2 liefert
FeY — _pa2), (7.37)

d.h. das dritte Newton’sche Gesetz ist erfiillt. Gl. (7.36) ist das eigentli-
che Ampere’sche Kraftgesetz und kann als magnetostatisches Analogon zum
Coulomb-Gesetz angesehen werden.

Die Analogien zwischen Elektro- und Ma-
gnetostatik haben einen tieferen Grund.
Betrachten wir dazu einen langen geraden [

Leiter, durch den ein Strom in positive z-

Richtung flieft. Zum Zeitpunkz ¢ bewege QEq <0
sich eine negative Ladung g mit Geschwin- B

digkeit v parallel zum Leiter in negative

z-Richtung. Damit wirkt auf die Ladung
eine Lorentz-Kraft

\

0l

Fy = q@ x B(F), (7.38)

die sie in Richtung Leiter zieht. Wir nehmen auflerdem an, dass der Leiter
elektrisch neutral ist, d.h. pges = pfrei + Pronen = 0, s0 dass keine elektrischen
Kréafte wirken.

Wir betrachten nun die gleiche Situation aus der Perspektive eines Beobach-
ters, der sich mit der mit konstanter Geschwindigkeit ¢ parallel zum Leiter
bewegt, so dass die Ladung zum Zeitpunkt ¢ aus seiner Sicht ruht. Da die Ge-
schwindigkeit des Beobachters konstant ist, sind beide Koordinatensysteme,
das Ruhesystem des Leiters und das mit der Ladung mitbewegte System,
gleichwertige Inertialsysteme. Also muss die Ladung auch im mitbewegten
System eine Kraft in Richtung Leiter erfahren.® Allerdings kann es sich
nicht um die Lorentz-Kraft handeln, da die Ladung im mitbewegten System
ruht. Wie erklért sich dann der mitbewegte Beobachter die Kraft?

39 Die Kraft macht sich in beiden Systemen dadurch bemerkbar, dass die Ladung in
Richtung des Leiters beschleunigt wird. Da wir annehmen, dass sich der ,mitbewegte®
Beobachter mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, stimmt seine Geschwindigkeit also
nur zum Zeitpunkt ¢ mit der Geschwindigkeit Ladung iiberein. Das ist aber fiir unsere
Uberlegungen ausreichend.
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Sehen wir uns dazu noch einmal das mi-
kroskopische Bild des Leiters an. Im Ru- ® @ (?
hesystem des Leiters besteht er aus ru-

henden Tonen und aus Elektronen, die sich ® ?
nach ,unten®“ bewegen. Die Ladungsdich- ©)
ten berechnen sich aus den jeweiligen Teil-
chendichten und -ladungen,
299
N~
Plonen = MNionen Qlonen = O, Pirei = Nrei Qfrei < 07 Plonen + Pfrei = 0.

(7.39)
Fiir den Beobachter, der sich mit der Geschwindigkeit ©' nach unten bewegt,
bewegen sich die Ionen dagegen mit der Geschwindigkeit —¢ nach oben.
Geméf der speziellen Relativitdtstheorie verkiirzt sich dadurch ihr Abstand
(,, Lorentz-Kontraktion®“), d.h. ihre Dichte ist grofler als im Ruhesystem des
Leiters:

n/Ionen > NJonen = p/Ionen > Plonen- (740)

Dabei beziehen sich die gestrichenen Groflen auf das mitbewegte System.
Umgekehrt bewegen sich die freien Ladungen fiir den mitbewegten Beobach-
ter langsamer,” so dass ihre Abstéinde grofer (weniger Lorentz-kontrahiert)
sind als im Ruhesystem des Leiters:

n}rei < Nfrei = |p}rei| < ‘pr€i|‘ (741)

Der mitbewegte Beobachter sieht also eine grofiere positive Ladungsdichte
durch die Ionen und eine betragsméfiig geringere Ladungsdichte der freien
Elektronen. Damit ist die Ladungsdichte insgesamt positiv,

p;es = p}rei + pllonen > 07 (742)

d.h. im mitbewegten System ist der Leiter positiv geladen! Er besitzt daher
ein elektrisches Feld, das die negative Ladung anzieht.

Im mitbewegten System wirkt also eine elektrische Kraft auf die Ladung,
wéahrend im Ruhesystem des Leiters eine magnetische Kraft wirkt. Dies zeigt,

40 Das gilt, solange die Geschwindigkeit |7 des Beobachters kleiner ist als das Doppelte
der Geschwindigkeit der freien Ladungen, was wir hier der Einfachheit halber annehmen.
Andernfalls werden die Absténde der freien Ladungen ebenfalls Lorentz-kontrahiert, aber
weniger als die Absténde der Ionen. Qualitativ dndert das nichts am Gesamtergebnis.
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dass elektrische und magnetische Kréfte eng miteinander verwandt sind. In
der Tat bilden in einer relativistischen Beschreibung die Komponenten des
E- und des B-Feldes gemeinsam den elektromagnetischen Feldstdirketensor,
eine 4 x 4-Matrix, die sich unter Lorentz-Transformationen als Tensor 2. Stufe
transformiert.

7.3 Grundgleichungen der Magnetostatik

7.3.1 Das Vektorpotenzial

Ausgehend von der allgemeinen Form GI. (7.24) des Biot-Savart’schen Ge-
setzes,

S Mo 2 =7
B(F):E/d:grlj(rl)Xm, (743)
v
und L, )
=T -
m = _VFlf—F/| (744)

A |7 — 7|
%
= o [ s, I
=Vyx — | d A
Vi ) T (7.45)
%
und damit . . .
B(r) =V x A(T) (7.46)

mit dem Vektorpotenzial

A =t / gy I (7.47)

Auch hier sieht man wieder Analogien zum skalaren Potenzial der Elektro-

statik: .
€0
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7.3.2 Eichung

In der Elektrostatik haben wir gesehen, dass Potenziale ¢, die sich nur um
eine Konstante unterscheiden, die gleiche Physik beschreiben, da das elektri-
sche Feld

E=—-V¢=—V(¢p+ const.) (7.49)

das gleiche ist.
Da die Rotation eines Gradientenfeldes verschwindet,

V x (Vi(7) =0 fiir beliebige o(7), (7.50)

finden wir analog in der Magnetostatik, dass Vektorpotenziale, die sich um
ein Gradientenfeld unterscheiden, das gleiche B-Feld liefern:

B=VxA=Vx(A+ V). (7.51)

Die Ersetzung
A — A4+Vy (7.52)
bezeichnet man als Fichtransformation.

Der allgemeine Ausdruck fiir A ist also

Ar) =120 / o AT + Vo (7) (7.53)

Arw |77 — 7|
v
mit einem beliebigen Feld (7). Daraus ergibt sich fiir die Divergenz

ﬁ-ﬁ(f):ﬁ-@/dw /()

=7

+ AU, (7.54)

Da wir A durch entsprechende Wahl von v beliebig vorgeben kénnen, kann
diese , Eichfreiheit dazu verwendet werden, V - A jede beliebige Form zu
geben. Z.B. kénnen wir fordern, dass die Divergenz iiberall verschwindet,

|

V- A =0 fiir alle 7, (7.55)

was oft vorteilhaft ist. Diese Bedingung bezeichnet man als Coulomb-Eichung.
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In diesem Zusammenhang sehen wir uns den ersten Term auf der rechten
Seite von Gl. (7.54) noch einmal etwas genauer an:

-

— 7! — ]_
d3 / (T ) — ILLO /d3 / =
V- 471'/ P | Ar r -]( ) \ |7—,’_7:*/|
Vv Vv ———

(7.56)

wobei wir im letzten Schritt partiell integriert haben. Die Oberflachenterme

sind von der Form ~ fa do - ;(Fi,‘ und verschwinden, wenn V so gewahlt

wird, dass keine Strome durch die Oberfliche hindurchflieen oder wenn V
der gesamte unendliche Raum ist. Auflerdem gilt, wie wir gesehen haben, in
der Magnetostatik auf Grund der Kontinuititsgleichung V- -7 = 0. Damit ist
der gesamte Ausdruck gleich null, d.h. in der Magnetostatik im unendlichen
Volumen ist die Coulomb-Eichung schon fiir ¢ = 0 realisiert.

7.3.3 Maxwell-Gleichungen

Mit Hilfe von Gl. (7.46) wollen wir nun Divergenz und Rotation des B-Feldes
berechnen.

1. Divergenz:

V-B=V-(VxA) =0, (7.57)
da V- (V x V) = 0 fiir beliebige Vektorfelder V(7).

Es folgt dann fiir den magnetischen Fluss durch eine geschlossene Oberfléche

Dy = fda B o® /d?’rﬁ -B=o. (7.58)
oV 1%

Da das analoge Integral {iber das elektrische Feld proportional zur in V' ent-
haltenen Gesamtladung ist (physikalischer Gauf’scher Satz), bedeutet das:
Es gibt keine magnetischen Ladungen!

2. Rotation:

— —

VxB=Vx(VxA)=V(V-4)-AA (7.59)
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In der Coulomb-Eichung, VA= 0, verschwindet der erste Term, d.h. wir
finden L .
VxB=—-AA (in Coulomb-Eichung). (7.60)

Wie wir gesehen haben, ist in der Magnetostatik im unendlichen Raum die
Coulomb-Eichung schon fiir ¢) = 0 realisiert, d.h. wir kénnen Gl. (7.47) fiir
das Vektorpotenzial verwenden. Das liefert

1/ = Mo 3.1 =1 1
NAT)=— [ d AN——r .61
0= [ i s (7.61)
C20 _grs(rir
d.h. wir erhalten
A A(F) = —po J (7). (7.62)

Diese Gleichung wird manchmal Grundgleichung der Magnetostatik genannt
und ist das Analogon zur Poisson-Gleichung.

Fiir die Rotation des B-Feldes finden wir also
V x B(7) = po (7). (7.63)

Mit Hilfe des Stokes’schen Satzes ergibt sich daraus das
Ampeére’sche Durchflutungsgesetz:

%df. B(R) - /d&- (¥ x B(7) = uo/daj(f) — ol (7.64)
oS S S
Entsprechend wird Gl. (7.63) auch oft als Ampére’sches Gesetz bezeichnet.

Insgesamt haben wir damit die die folgenden
Maxwell-Gleichungen der Elektro- und Magnetostatik im Vakuum :

differenzielle Form:

— — 1 — —
V.-E=—p, V.-B =0,
€0 (7.65)
V xE=0, VxB=puj

integrale Form:

v av (7.66)
j{df E=0, %d? B=pyl
S oS

143



7.4 Multipolentwicklung lokalisierter Strom-
verteilungen

Analog zur Multipolentwicklung in der Elektrostatik wollen wir nun das Vek-
torpotenzial einer Stromverteilung j(7), die auf ein endliches Volumen V be-
schriankt ist,

A= Ko 3./ ;<F,)

Afr)y="— [ d 7.67

= [ 2 (7.67)
%

fiir groffe Entfernungen |7] > R > |*/| ndherungsweise berechnen.

Mit GL (6.98),

1 7T
=7 7 t (7.68)
erhélt man
Any =22 (5 [avien v 5 [ev@nie) + .. ), (7o)
47 \r r3 ’
% v

d.h. komponentenweise

- Mo 1 3 . Ty 3 R

Ai(F) = T <;/d r (7)) + Zr—/d 'l g (P ) (7.70)
1% J %

Die beiden Summanden auf der rechten Seite sind dabei — analog zur Elek-

trostatik — der Monopol- und der Dipolbeitrag zum Vektorpotenzial.

Betrachten wir zundchst den Monopolbeitrag. Mit

= 9 = or; . .
j J j J j

folgt

= —/dsrn- V.-j(F) = 0. (7.72)
% =0
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Im vorletzten Schritt haben wir partiell integriert und dabei vorausgesetzt,
dass die Stromverteilung vollstédndig innerhalb von V liegt, so dass die Ober-
flaichenterme verschwinden.

Im Einklang mit unserer fritheren Feststellung, dass es keine magnetischen
Ladungen gibt, finden wir also: Es gibt keine magnetischen Monopole!

Der Dipolterm kann analog umgeformt werden:

/d37“7’jji:/d37”7’jj"€7’i
v 1%

-,

= — d?’rn-ﬁ-(rjj)

&roi (7-Vrj+r;V-5)

v =0
= —/d3r TiJj
%
1 3 . .
=g [ &rrijy = 155), (7.73)
1
d.h. es gilt
Mo 1 1 . .
Ai(F) =~ e s 2T g /d37“/ (Ti Jj =1 ji) (7.74)
J v
und damit

A 13 2
v
11
:_5_7255/61%’@ (7' % 7). (7.75)
v
Wir finden also . ~
- Ho T Ho M XT
Alr) =~ —— — =" :
(7) a3 " T a8 (7.76)
mit dem magnetischen Moment
- 1 3.1 =/ o1
m= g a°r' 7 ox g (7). (7.77)
1%
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Fiir das B-Feld ergibt sich daraus

. S e Mo mMX T _po (T, M
B(r) = xA(f’)NEVx = 7.__7E<3 7’—5)- (7.78)

7o

Dies hat die gleiche Form wie das elektrische Dipolfeld Gl. (6.108) mit den
Ersetzungen

- - 1
E < B, - < Lo, P> m. (7.79)
0
Wie im elektrischen Fall werden héhere Multipolmomente mit wachsendem
Abstand immer unwichtiger. Da es aber keine magnetischen Ladungen gibt,
verhélt sich das Feld einer Stromverteilung in grofler Entfernung i.A. wie ein
Dipol. Insbesondere féllt B in grofler Entfernung mindestens mit r%, ab.

Beispiel: Magnetisches Moment eines geschlossenen ebenen Stromkreises

Mit j(7) d®r = IdF fiir den Stromfaden
ergibt sich

m

N | —

d*r i x j(7)
7=1A

I
~

A, (7.80)

/
f

DO | —

7 X d
—
I o4 X

d.h. m steht senkrecht auf der von der Leiterschleife eingeschlossenen Fliche

und sein Betrag ist das Produkt aus der Stromstérke I und dem Flécheninhalt
A.
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Kapitel 8

Elektro- und Magnetostatik in
Materie

Bei den Uberlegungen, die zu den statischen Maxwell-Gleichungen (7.65)
gefithrt haben, sind wir davon ausgegangen, dass sich die mit p und j ver-
bundenen Ladungen und Stréme im Vakuum befinden. Oft interessiert man
sich aber auch fiir die elektrischen und magnetischen Felder in Anwesenheit
von nichtleitenden Medien. Diese bestehen aus Atomen oder Molekiilen, die
zwar in der Regel insgesamt neutral, jedoch aus geladenen Teilchen (Elek-
tronen und Atomkernen) aufgebaut sind. Sie konnen daher auf &uflere Felder

reagieren und dadurch die Felder ihrerseits beeinflussen.

Beiuspiel: Atom im &ufleren elektrischen Feld

Durch Anlegen des Feldes ver-
schiebt sich die Elektronenhiille
relativ zum Kern. Dadurch ent-
steht ein Dipolmoment.

=

E=0 E+#0

Wenn wir von Quanteneffekten absehen, haben die Vakuum-Maxwell-Glei-
chungen auf mukroskopischer Ebene weiterhin Giiltigkeit. Zur Berechnung
der Felder miissten wir jedoch die Ladungs- und Stromverteilungen fiir jedes
einzelne Atom kennen, was weder moglich noch sinnvoll ist. Statt dessen wol-
len wir eine makroskopische Beschreibung entwickeln, bei der Ladungs- und
Stromdichten sowie die damit verbundenen Felder {iber aus mikroskopischer
Sicht grofie, jedoch aus makroskopischer Sicht kleine Volumina gemittelt wer-
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den. Wenn wir z.B. {iber ein Volumen von 1 gm? mitteln, enthilt dieses, wenn
wir von einer typischen Teilchendichte von ~ 10%® Atomen pro Kubikzenti-
meter ausgehen, etwa 10'' Atome, ist also aus mikroskopischer Sicht grof.
Zur Durchfithrung der Mittelung definieren wir

f(7F) = %/d%’f(?—l— 'y, (8.1)
Vo

wobei f(7) eine beliebige Funktion und Vj eine kleine Kugel mit Volumen V'
und Mittelpunkt 7" = 0 ist. Diese Vorschrift hat die Eigenschaft

Vo
:%/fw(iﬁwngW:CXﬂm (8:2)
Vo

d.h. die Ableitung der gemittelten Funktion ist gleich der gemittelten Ablei-
tung der Funktion. Es gilt also

Vi=(V/) (8.3)

und entsprechend fiir die Divergenz und die Rotation von Vektorfeldern.

8.1 Elektrostatik der Dielektrika

Wir betrachten nun eine System aus frei beweglichen Ladungen in einem
neutralen Medium, z.B. einem Gas aus neutralen Molekiilen. Es seien

e p,(7)  die mikroskopische Ladungsdichte,
e E,(7) das mikroskopische elektrische Feld,
e ¢,(7) das mikroskopische elektrostatische Potenzial.

Auf mikroskopischer Ebene gilt dann

1 . . . -
V.-E,=—pn, V x E,, =0, E, = —Vo,. (8.4)
€0

Um ¢, zu berechnen, betrachten wir zunéchst die freien Ladungen:

— 1 Tel !
(bm,frei(T) = /dSTI )OJ_“ (_,,?. (85)

dreg |7 —T
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Hinzu kommt der Beitrag der Molekiile. Diese sind zwar insgesamt neutral,
konnen aber durch das elektrsche Feld polarisiert werden, d.h. tragen ein
Dipolmoment. Der entsprechende Beitrag eines Molekiils am Ort ﬁj mit Di-
polmoment p; zum Potenzial ist dann durch

—

1 pj- (= R))

m,j )= =
gb ](_j 477-50 ’F—R]‘g
1 LR
= &' g 6(F — R}) - ——— 8.6
477'50 / r p] (T ]) ’7:»_ 7;»/|3 ( )

gegeben. Die Beitrage hoherer Multipolmomente kénnen wir hier vernachlés-
sigen, da sie auf den Skalen r > Rjjyera, Uiber die wir spéter mitteln wollen,
verschwindend klein sind. Nach Summation tiber alle Molekiile und der De-

finition der mikroskopischen Polarisation,*!
N
o) = 3587 — By, (8.7
j=1

ergibt sich dann insgesamt fiir das mikroskopische Potenzial:
N
Qbm(f) = ¢m,f7’ei (f) + Z d)m,j (Fj
j=1

1 /dgr, (pfrei(F,) n ﬁm('FI) (7= Fl)) (8.8)

" 47eg |7 — 7] 7= 7'

Auf makroskopischer Ebene definieren wir nun

—

E=E, wd ¢:=odn (8.9)

Es gilt dann
E=(-V¢n)=-Von=-V¢ (8.10)

wie bisher.

41 Wie man anhand der Definition sieht, entspricht die mikroskopische Polarisation einer
Dipolmomentdichte.
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Fiir das Potenzial ergibt sich durch Mittelung von Gl. (8.8)

R e

47T€0 |7’+R—_”| |7+ R —7"|?
i 11 /d3 [ (2t ), Palr 4 By lr= )
47‘(‘80 |7 — 7| |7 — 7|3
1 p(F")  P@") - (F=7")
_ 7 ,,( ) 8.11
4mo/ T\ T T e (8.11)
mit der makroskopischen Ladungsdichte
o) 1= fpa(7) (8.12)
und der Polarisation*? _
P(7) := P, (7). (8.13)
Weitere Umformungen ergeben
1 p(7") — - 1
_ @ ( By - Vor——)
A7) = Ty / ] ) Ve
1 p(i") = Vi - B(i)
= d*r' 8.14
471'80 / |’F— ’I?’| 7 ( )

wobei wir die Integrationsvariable wieder 7/ genannt und im zweiten Schritt
partiell integriert haben.

Das Ergebnis sieht aus wie das Potenzial einer Ladungsdichte p 4+ pp mit der
Polarisationsladungsdichte

—

pp(F) = =V - P(P). (8.15)

Entsprechend gilt analog zum Vakuum

V.E:_(p+pp):_<p_v.p> (8.16)
€0 €0
42 Es gilt also
P(7) = 1/d5’245(*+*’71§)—l p.
T —V r : pjor—r J _V - Pjs
Vo (RJ—JF)GVU

d.h. P(7) ist die iiber das Volumen V), gemittelte Dichte der elektrischen Dipolmomente
in der Umgebung von 7.
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und folglich

—

V-D=p (8.17)

mit der dielektrischen Verschiebung
D(7) == eo E(F) + P(7) (8.18)
Fiir die Rotation ergibt sich durch Mittelung von V x E,, = 0 wie im Vakuum

V x E = 0. (8.19)

Verhalten an Grenzflichen:

Analog zu Abschnitt 6.4 folgt aus Gl. (8.17), dass die Normalkomponente
von D an der Grenzfliche unstetig ist,

i-(Dy—D_)=o, (8.20)

wobei o die von den freien Ladungen an der Grenzfldche gebildete gemittelte
Flachenladungsdichte ist.
Mit Gl. (8.19) folgt unverdndert, dass die Tangentialkomponente von E an
der Grenzflache stetig ist,

(fx#)- (B, —E-) =0, (8.21)

vgl. Gl. (6.61). Dies gilt i.A. nicht fiir die Tangentialkomponente von D, da
die Tangentialkomponente der Polarisation P an der Grenzfliche unstetig
sein kann.

Einteilung elektrostatischer Materialien:

i) (eigentliche) Dielektrika

Lokale elektrische Dipole, die ohne dufleres elektrisches Feld nicht exis-
tieren, werden vom Feld durch Deformationspolarisation gebildet (vgl.
Bild am Anfang des Kapitels).

ii) Paraelektrika

Permanente elektrische Dipole (z.B. HyO-Molekiile), die ohne dufleres
elektrisches Feld statistisch verteilt sind und sich daher im Mittel ge-
genseitig aufheben, richten sich im Feld aus, so dass insgesamt eine
nichtverschwindende Polarisation entsteht.
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iii) Ferroelektrika
Stoffe mit permanenten elektrische Dipolen, die sich unterhalb einer
kritischen Temperatur T, auch ohne dufleres elektrisches Feld spontan
ausrichten.

Der Begriff , Dielektrika“ wird allerdings auch als Oberbegriff fiir alle elek-
trisch nichtleiteneden polarisierbaren Medien verwendet, insbesondere also
auch fiir Paraelektrika.

A_}llgerilei_r’l ist die Polarisation also eine Funktion des elektrischen Feldes,
P = P(E), mit

P@O)=0 fiir Di- und Paraclektrika, (8.22)
P(0)#0  fiir Ferroelektrika. (8.23)

Wenn wir P fiir di- und paraelektrische Stoffe Taylor-entwickeln, erhalten
wir

3 3
j=1 k=1

Solange die Felder nicht zu stark sind, kénnen die Terme zweiter und hoherer

Ordnung vernachlissigt werden, so dass wir sie im Folgenden weglassen.

Fiir isotrope Dielektrika gilt aulerdem

Yij = ’Y(SU = ]3 = 'YE_; = X€€OE (825)

mit der elektrischen Suszeptibilitit .. Fiir die dielektrische Verschiebung
ergibt sich daraus . . .
D= (1+x.)eoE =¢e,e0E (8.26)

mit der (relativen) Dielektrizititskonstanten e,. Dabei handelt es sich um eine
Materialkonstante, also eine Messgrofle, die einen einfachen Zusammenhang
zwischen E und D herstellt, ohne dass dafiir eine detaillierte Kenntnis der
zugrundeliegenden mikroskopischen Vorgéange erforderlich ist.
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Beispiel: Plattenkondensator mit Dielektrikum

d
- . +Q : freie Uberschussladungen auf den
o I H_0 Kondensatorplatten
, o | A : Flache der Platten
Q
=4+
I = o0 i
U (8.27)
Wir wollen die Kapazitit des Kondensators
Q
== 8.28
- (3.28)

berechnen.
Der Einfachheit halber vernachlassigen wir Randeffekte, d.h. wir nehmen an,
dass das elektrische Feld zwischen den Kondensatorplatten ndherungsweise
konstant ist und auBerhalb dieses Bereichs verschwindet. Aus dem Verhalten
der Normalkomponenten von D an den Grenzflichen folgt dann fiir das D-
Feld

= Q

n=0=- (8.29)

Daraus ergibt sich fiir das E-Feld

O

D_

E = )
€0Er  Eo&rA

(8.30)

Die Spannung U ist die Potenzialdifferenz zwischen den Kondensatorplatten.
Da das Potenzial nach wie vor iiber

E=-V¢ (8.31)

mit dem E-Feld zusammenhéngt, erhalten wir

_— Qd
v=| [drE|=Ed- . 8.32
/ " 80€T‘A ( )
Fiir die Kapazitat ergibt sich also
A
C' = ¢, 7 (8.33)
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Da e, > 1 gilt, erhoht sich also die Kapazitdt durch das Medium.

Interpretation:

An der Oberfliche des Dielektrikums bil-

den sich Polarisationsladungen, die das E- + _ + B
Feld abschwiichen. Nk H_
Bei konstant gehaltenen Ladungen auf B '

den Platten nimmt daher die Spannung + -
ab. Umgekehrt muss sich bei konstant ' +
gehaltener Spannung eine grofiere Menge + -
freier Ladungen auf den Platten ansam- B Y
meln. h L
Ausgehend von diesem Beispiel betrach-

ten wir jetzt den Fall, dass das Dielek- i DB

trikum mit €, > 1 den Raum zwischen [} i [_]
den Kondensatorplatten nicht vollstdndig - 5
ausfiillt, sondern dass auf beiden Seiten  [* -
Vakuumbereiche existieren, in denen e, = | 0 i

1 gil’& Wir gghen weiterhin davon aus, dass e, = 1_5 e >1 He =1
die £- und D-Felder in den drei Bereichen |+ : E -
jeweils homogen sind und die Feldlinien - i
senkrecht auf den Grenzflachen stehen, so : '
dass wir die Diskussion auf die Normal-
komponenten beschrinken kénnen.

Das Verhalten an den Grenzflachen ist dann durch Gl. (8.20) gegeben. Dabei
sei noch einmal daran erinnert, dass definitionsgeméf nur die freien Ladun-
gen zur makroskopischen Flachenladungsdichte o beitragen, nicht aber die
Polarlsatlonsladungen Folglich ist o an den Grenzflichen des Dielektrikums
gleich null, so dass D -7 und damit D stetig ist. Wir finden also, dass D
im gesamten Berelch zwischen den Kondensatorplatten konstant ist. Dage-

gen ist E = im Dielektrikum kleiner als in den Vakuumbereichen, da e,
grofler ist. Physakahsch steckt dahinter, dass die Polarisationsladungen am
Rand das E-Feld im Inneren abschwéchen.

Dieses Beispiel macht deutlich, dass das elektrische Feld E die mikropsko-
pisch fundamentale Gréfle ist, also das ,tatséchliche® Feld unter Einbezie-
hung aller Ladungen, der freien und der gebundenen. Die dielektrische Ver-
schiebung D ist dagegen nur eine effektive Grofle, deren Einfithrung praktisch
ist, weil man die Polarisationsladungen nicht zu kennen braucht.
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8.2 Magnetostatik in Materie

Wir gehen véllig analog zur Elektrostatik vor:

Auf mikroskopischer Ebene gelten die fiir das Vakuum hergeleiteten magne-
tostatischen Gleichungen,

— =

V-Bn=0,  VXBpn=pojn  Bm=VxAp,, (8.34)

wobel

-

e j.(7)  die mikroskopische Stromdichte,
e B, (7) die mikroskopische magnetische Induktion,
e A,(7) das mikroskopische Vektorpotenzial

bezeichnen.
Zur Berechnung von A,, betrachten wir wieder zwei Anteile. Zum einen haben
wir das durch ,freie”, also kontrollierbare Strome hervorgerufene Feld

(=
N S = (8.39)

Daneben gibt es einen Anteil, der von der magnetischen Polarisierung der
Materie herriihrt. Diese hdngt damit zusammen, dass die einzelnen Atome
hiufig ein magnetisches Moment besitzen.*? Der Beitrag eines Atoms am Ort
ﬁj mit magnetischem Moment 7, ist damit

- po 1y X (F = R;)
Ay (1) = — =
:](_}) 47'{' ’7:,_ Rj‘?’
:E/d T/mj(S(T/—Rj)Xm. (836)
Mit der mikroskopischen Magnetisierung
N
V(7 = ity 87— By), (8.37)
j=1

43 Klassisch kann man sich das so vorstellen, dass die Elektronen um den Kern kreisen,
was mit einem Strom verbunden ist. Quantenmechanisch bleibt das in etwa richtig, auch
wenn es keine echten Bahnen mehr gibt. Hinzu kommen Spin-Effekte.
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erhalten wir dann insgesamt fiir das mikroskopische Vektorpotenzial:
N
Am(P) = Ay grei (F) + Y Ay (7)
j=1

_ Mo /dg ,(J%ez(?i') n M (1) x (7~ F,)), (8.38)

4n |7 — 7| |7 — 7|3

Fiir die makroskopische Beschreibung definieren wir nun
B .= BTm, A= ﬁ, = B=V x A (8.39)

Analog zur Elektrostatik ergibt sich dann durch Mittelung von Gl. (8.38)

(m_“ﬂ/f’<§wq—kﬁwqxﬁ_wn (8.40)

47 |7 — 7| |7 — 7|3

mit der makroskopischen Stromdichte

j(F) = jfrei(r_f) (841)
und der Magnetisierung**
M(F) = M (7). (8.42)

Den zweiten Term konnen wir wieder umformen:
Y Ho 3 1 j ( _)/) —/ 1
Ar)==— [ d ( M X VT/ — >
(7) 47T/ " (e ) F—

m/f,ﬂ)+VXMWW

4 |7 — 7| ’ (8.43)
wobei wir im zweiten Schritt wieder partiell integriert haben. Das dabei auf-
tretende Minuszeichen wurde durch das Vertauschen der Reihenfolge beim
Vektorprodukt kompensiert.
GL. (8.43) hat die Form des Vektorpotenzials im Vakuum fiir eine Stromdichte
f + jM, wobei

Ju(F) =V x M(7) (8.44)
als Magnetisierungsstromdichte bezeichnet wird. Wir kénnen also wieder die
Ergebnisse aus dem Vakuum verwenden, indem wir dabei j durch j’+ ;’M
ersetzen. Das liefert

§x§:u0(5+fM):uo(f+§x]\7[) (8.45)

44 Analog zu P,, und P sind M,, und M die mikroskopische bzw. iiber V gemittelte
Dichte der magnetischen Momente.
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und damit

VxH=j (8.46)
mit dem Magnetfeld
— 1 — —
H(7) = —B(F) — M (7). (8.47)
Ho

Fiir die Divergenz ergibt sich sofort durch Mittelung von V-8B, = 0, dass
auch makroskopisch L
V.-B=0 (8.48)

gilt.

Es sollte noch einmal betont werden, dass die magnetische Induktion B und
nicht das Magnetfeld H die mikroskopisch fundamentale Grofe ist. Die his-
torisch bedingte Namensgebung ist in dieser Hinsicht etwas irrefithrend.

Fiir isotrope Medien ohne permanente Magnetisierung kénnen wir wieder
eine hneare Beziehung zwischen M und B oder, was dquivalent ist, zwischen
M und H ansetzen. Man schreibt

M = xnH (8.49)
mit der magnetischen Suszeptibilitit x,,. Daraus ergibt sich fiir das B-Feld
B = po(H+M) = po(L + xu) H = pop H (8.50)
mit der relativen Permeabilitdt

tr =14 Xm. (8.51)

Zusammengefasst lauten die Maxwell-Gleichungen der Elektro- und Magne-
tostatik in Materie also in differenzieller Form

V-D = p, V-B =0,
- o - - - (8.52)
VxE =0, VxH = j.

Die Zusammenhinge zwischen der dielektrischen Verschiebung D und dem
elektrischen ljeld FE bzw. zwischen der magnetischen Induktion B und dem
Magnetfeld H sind dabei im linearen isotropen Fall durch

o
Il

coE + P = (1+ egﬁ = 8T8§
0= (1+xe)0 0 (8.53)
(H +

ﬁ) = (1+Xm)ﬂﬂﬁ = Mrﬂoﬁ

gegeben.
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Einteilung magnetischer Materialien:

i) Diamagneten

Die Stoffe enthalten auch mikroskopisch keine permanenten magneti-
schen Dipole, sondern diese werden erst beim Einschalten des d&ufleren
Magnetfeldes induziert. Nach der Lenz’schen Regel (— Kapitel 9) wir-
ken sie dem urspriinglichen Feld entgegen, d.h.

Xm < 0 = iy < 1. (8.54)

Einen Extremfall stellen die Supraleiter dar. Fiir sie gilt y,, = —1 und
damit u, = 0. Das bedeutet, dass das B-Feld in Supraleitern verschwin-
det (Meifiner-Ochsenfeld-Effekt).

ii) Paramagneten

Auf atomarer Ebene vorhandene magnetische Dipole richten sich im
auBeren Magnetfeld aus und verstérken es. Es gilt also

Xm >0 = > 1. (8.55)

iii) kollektiver Magnetismus

Permanente mikroskopische Dipole richten sich unterhalb einer kriti-
schen Temperatur T, auch ohne dufleres Magnetfeld spontan aus. Wich-
tigste Unterkategorie sind die Ferromagneten, bei denen sich die Dipole
parallel ausrichten. Daneben gibt es u.a. auch Antiferromagneten, bei
denen sich zwei Untergitter antiparallel ausrichten (TJ14 1] ...), so dass
die Gesamtmagnetisierung verschwindet.

Grundsétzlich tritt der Diamagnetismus immer auf. Die damit verbundenen
Suszeptibilitdten sind jedoch betragsméfig viel kleiner als beim Para- oder
Ferromagnetismus, so dass letzteres in den entsprechenden Stoffen iiberwiegt.

Verhalten an Grenzflichen:

Wenn in der Grenzflache kein freier Strom fliefit, lauten die Maxwellgleichun-
gen

V-B=0 wd VxH=0. (8.56)

Analog zur Elektrostatik mit ¢ = 0 sind daher die Normalkomponenten von
B und die Tangentialkomponenten von H an der Grenzfliache stetig.
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Kapitel 9

Elektrodynamik zeitlich
veranderlicher Felder

Die bisher betrachteten Gleichungen gelten nur fiir zeitlich konstante Ladungs—
und Stromverteilungen und damit verbunden zeitlich konstante E- und B-
Felder. Diese Einschréankung wollen wir jetzt fallen lassen. Dabei werden wir
sehen, dass die E- und E—Felder, die in den statischen Maxwell-Gleichungen
separiert von einander auftreten, miteinander verkoppelt werden, so dass sie
letztlich als verschiedene Facetten eines einheitlichen elektromagnetischen
Feldes aufgefasst werden miissen.

9.1 Das Faraday’sche Induktionsgesetz

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen sind die Experimente von Michael
Faraday, in denen er 1831 den Einfluss eines zeitlich verdnderlichen Magnet-
feldes auf eine Leiterschleife untersuchte. Faraday fand, dass in der Leiter-
schleife ein Strom erzeugt (,,induziert*) wird, wenn

e in einem benachbarten zweiten Stromkreis ein Strom ein- oder ausge-
schaltet wird,

e die benachbarte Stromschleife, in der ein zeitunabhéngiger Strom flief3t,
gegeniiber der ersten Schleife bewegt wird,

e cin Permanentmagnet relativ zur Stromschleife bewegt wird.

In allen drei Fllen #ndert sich am Ort der Leiterschleife das B-Feld. Da fiir
die Erzeugung eines Stromflusses ein elektrisches Feld erforderlich ist, kann
man schliefen, dass ein zeitlich verdnderliches B-Feld ein E-Feld hervorruft.
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Genauer gesagt ergibt sich, dass die in der Leiterschleife C induzierte Span-
45
nung

Ua = ¢ di- E(F) (9.1)
/

proportional zur zeitlichen Anderung des magnetischen Flusses

Dy = /d&~§ (9.2)
A

durch eine Flache A ist, die von der Leiterschleife begrenzt wird, also

d
Uing x ——® 9.3
d X aM (9.3)
mit 0.A = C. Dies ist das Faraday’sche Induktionsgesetz.
Das Minuszeichen ist die Lenz’sche Regel, die besagt, dass der induzierte
Strom so gerichtet ist, dass das dadurch hervorgerufene Magnetfeld der Ur-
sache entgegenwirkt.

Beispiel:

o1

zeitliche Anderung des B-Feldes:

45 Die bei einem Umlauf ein einer Probeladung ¢ geleistete Arbeit betrigt

AW =q ¢ dr- E(F) = qUing-
C

Manchmal bezeichnet man U,,4 auch als elektromotorische Kraft.
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induzierter Strom: Q

Bmd

dadurch hervorgerufenes B-Feld:

Wir wollen jetzt das Induktionsgesetz physikalisch motivieren und dabei
gleichzeitig den Proportionalitdtsfaktor bestimmen.

Dazu betrachten wir eine Leiter-
schleife C(t), die sich mit kon-
stanter Geschwindigkeit v durch
ein zeitunabhéngiges, aber orts-
abhingiges B-Feld bewegt. C(t)

o

<L

Da die Faraday’schen Experimente fiir ruhende Leiterschleifen, aber zeitlich
verdnderliche Magnetfelder durchgefiihrt wurden, betrachten wir nun die glei-
che Situation aus Sicht eines mitbewegten Beobachters, der sich ebenfalls mit
konstanter Geschwindigkeit v’ relativ zum urspriinglichen Koordinatensystem
bewegt. Wir nehmen an, dass || viel kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ist,
so dass wir relativistische Effekte (Lorentz-Kontraktion, Zeitdilatation etc.)
vernachléssigen konnen. Der Zusammenhang zwischen den urspriinglichen
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Koordinaten 7 und den mitbewegten Koordinaten 7 lautet dann
r=r"+ut. (9.4)

Insbesondere gilt, dass der Weg C’, der die Leiterschleife im mitbewegten
System beschreibt, nicht von der Zeit abhéingt, wiahrend C zeitabhéngig ist.
Umgekehrt ist das é—Feld, das laut Voraussetzung im urspriinglichen System
zeitunabhéngig ist, im mitbewegten System zeitabhéngig:

B'(7',t) = B(F(7',t)) = B(F' + t). (9.5)

Der magnetische Fluss durch die Schleife zur Zeit ¢ ist im mitbewegten Sys-
tem durch
&, (1) = /d&’ . B'(7',¢). (9.6)
v
gegeben, wobei A’ eine Flache ist, die von der Leiterschleife C' begrenzt
wird.4® Fiir die Zeitableitung ergibt sich daraus

d d =
. @I — -/ . _B/ —/
TVt = [ a5 LB
A/
= /d&’-ié(F’Jrﬁt)
dt
Al
B /d&/. (17' 6)§(m}fzf'+at
Al
= /d&’ (T Vi) B'(7, 1), (9.7)
A/
was wir mit Hilfe der Identitét
Vx (ixB)=¢(V-B)—(v-V)B (9.8)
——

auf die Form

Ly (1) = — /da' . (%, x (7 x E’(F’,t))) (9.9)

dt
AI

46 Unter unserer Annahme, dass |7| viel kleiner ist als die Lichtgeschwindigkeit, ist @,
gleich dem magnetischen Fluss ®,; im urspriinglichen System zur gleichen Zeit. Das ist
aber fiir die weitere Diskussion irrelevant.
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bringen kénnen. Uber den Stokes’schen Satz kénnen wir die rechte Seite noch
in ein Wegintegral umschreiben:

d

= (1) = —j{df’ (@ x B'(7,1)). (9.10)
e

Wir betrachten nun eine Ladung ¢, die an der Stelle 7/ im Leiter ruht. Im
urspriinglichen Koordinatensystem bewegt sich diese Ladung zusammen mit
dem Leiter mit der Geschwindigkeit v durch das Magnetfeld und erfihrt
daher die Lorentz-Kraft

F(t) = q0 x B(F(F',t)) = qv x B'(7,t). (9.11)
Da die beiden Bezugssysteme wie in der Mechanik &quivalent sein sollten

(, Galilei-Invarianz“), sollte die Kraft, die im mitbewegten System auf die
Ladung ausgeiibt wird, die gleiche sein, d.h.

F'(t) = F(t) = q x B'(7',t). (9.12)

Da jedoch die Ladung im mitbewegten System ruht, kann dies keine Lorentz-
Kraft sein, sondern es muss sich um eine elektrische Kraft handeln. Folglich
muss es im mitbewegten System ein elektrisches Feld

E'(F't) =7 x B'(7',t). (9.13)

geben. Die damit verbundene entlang der Leiterschleife induzierte Spannung
ist dann

’ ) w0 d
v = jqfdf’ Bt = jqfdf’ (% B0) 2~ L. 019

c c

Das ist genau das Faraday’sche Gesetz! Insbesondere finden wir, dass die
Proportionalitdtskonstante gleich eins ist.

Es hat sich gezeigt, dass dieses Gesetz allgemein fiir ruhende geschlossene
Wege und beliebige zeitabhéngige B-Felder gilt, also auch fiir solche, die
nicht in einem bestimmten Koordinatensystem zeitunabhéngig sind. Es gilt
also

. d o dB
dr-EFE=—— [ do-B=— | do- — 1
j{ r o i / 7 (9.15)
oA A A
oder mit Hilfe des Stokes’schen Satzes
. (= = OB
/da-(VxE+—t>—O. (9.16)
A



Da dies fiir beliebige Fliachen A gilt, muss der Integrand verschwinden. Wir
finden also ~

- - 0B 5

VxE+—=0. 9.17

"o (5-17)

Dies ist das erste Beispiel einer Maxwell—Gleichung, bei der E- und B-Felder
gemeinsam auftreten. Fiir zeitunabhéngige B-Felder reduziert sie sich auf die
elektrostatische Maxwell-Gleichung V x F = 0. Fiir zeitabhéngige B-Felder
ist das E-Feld dagegen nicht mehr rotationsfrei.

Bemerkung:

Bei der obigen ,,Herleitung* des Induktionsgesetzes aus der Galilei-Invarianz
der physikalischen Gesetze mussten wir annehmen, dass die Geschwindigkeit
|U| klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ¢ ist. Es stellt sich heraus, dass
das Endergebnis, also die Maxwell-Gleichung (9.17) dennoch in beliebigen
Inertialsystemen giiltig bleibt. In der Ndhe von ¢ werden jedoch relativistische
Effekte wichtig, so dass einige der Zwischenschritte nicht mehr richtig sind.
Die Maxwell-Gleichungen sind nicht Galilei- sondern Lorentz-invariant!
Man mag sich auch fragen, warum wir es akzeptieren sollten, dass im mit-
bewegten System ein elektrisches Feld induziert wird, das im urspriinglichen
System nicht existiert, wahrend wir andererseits in Gl. (9.5) angenommen
haben, dass das B-Feld von der Koordinatentransformation abgesehen in
beiden Systemen gleich ist. In der Tat ergibt eine korrekte relativistische Be-
handlung des Problems, dass sich auch die Stéirke des B-Feldes éndert. Dieser
Effekt kann jedoch bei kleinen Geschwindigkeiten vernachléssigt werden.

9.2 Der Verschiebungsstrom und die vollstin-
digen Maxwell’schen Gleichungen

In der Magnetostatik hatten wir das Ampere’sche Gesetz

= —

VxH=]j (9.18)
gefunden. Bilden der Divergenz liefert
V.j=V-(VxH)=0, (9.19)

was in der Magnetostatik auch richtig ist. Fiir allgemeine zeitabhingige Félle
gilt dagegen die Kontinuitédtsgleichung

G O
j_ at’

—

(9.20)
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sodass Vx H = j’nicht allgemein gelten kann. Um das Problem zu beheben,
machte Maxwell den Ansatz

VxH=j+7p (9.21)

mit einem noch zu bestimmenden Zusatzterm fD, der als Mazwell’scher Ver-
schiebungsstrom bezeichnet wird. Daraus ergibt sich dann

— — — — — — — 8 — —
O:V-(VXH):V-j+V-jD:—a—'z+V-jD (9.22)
und damit ~
.~ . 9 9= - = 0D
==V p=v.2 2
Vb =g =gV Voo (9:23)

Im vorletzten Schritt haben wir dabei die Maxwell-Gleichung V-D = p
verwendet.
Gl (9.23) wird offensichtlich durch

. aD
0 =57 (9.24)

gelost. Obwohl diese Losung nicht eindeutig ist, schlug Maxwell daher vor,
das Ampere’sche Gesetz durch die Gleichung

VxH=j+— (9.25)

auf zeitabhingige Fille zu verallgemeinern. Ahnlich wie beim Faraday’schen
Induktionsgesetz ein zeitlich verédnderliches magnetisches Feld ein elektrisches
Feld induziert, ruft demnach ein zeitlich veranderliches elektrisches Feld ein
Magnetfeld hervor!

Der Name ,, Verschiebungsstrom* fiir jD ist historisch auf den Zusammenhang
mit der ,, Verschiebungsdichte D in GL (9.24) und die Tatsache zuriickzufiih-
ren, dass fD die Dimension einer Stromdichte hat. Dariiber hinaus hat der
Name aber keine tiefere Bedeutung.
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Die wollstindigen Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik lauten damit
(in differenzieller Form):

.5 -
. o . inhomogene Mazwell-GIn.
VxH-— =7
(9.26)
V-B =0
- o 04 . homogene Mazxwell-Gln.
VxE+B =0
Dabei gelten die schon frither angegebenen Beziehungen
D :st+ﬁ = (1+ eeE zsrsﬁ,
’ 0 B B ( Xe)€0 B 0 : (9.27)
B = wH+M) = (1+xnuH = ppoH,

wobei jeweils fiir die beiden letzten Ausdriicke in jeder Zeile isotrope Me-
dien und lineares Verhalten angenommen wurde. Insbesondere im Vakuum
reduziert sich das auf D = 50E und B = MOH

9.3 Elektromagnetische Wellen

In der Elektro- und Magnetostatik waren elektrische und magnetische Fel-
der stets an das Vorhandensein von Ladungen bzw. Stromen gebunden. Im
zeitabhéngigen Fall ist das jedoch nicht mehr so. Wie wir gesehen haben,
erzeugt ein zeitabhéingiges Magnetfeld ein elektrisches Feld und umgekehrt.
Dadurch konnen diese Felder in zeitabhéngiger Form auch ganz ohne Ladun-
gen und Strome existieren.

Betrachten wir dazu die Maxwell-Gleichungen im Vakuum (d.h. D = &FE

und B = ,uoﬁ) fiir den Fall p = 0 und j = 0. Aus GL. (9.26) ergibt sich dann

V-E =0, V-B =0,
VxE =B, VxB=cmkE. (9.28)
Daraus ergibt sich
Ux (VxB)=-VxB=-0VxB=cmb.  (929)



Andererseits gilt
Vx(VxE)=V(V-E)-AE=-AE, (9.30)

d.h. wir finden

copo E = AE. (9.31)
Analog erhélt man
L. L. 0~ - -
V X (V X B) :€0M0v X EZE(),U/OEV X FE = —&'OIU,()B
=V (V-B)-AB, (9.32)
=0
d.h. - .

Wir haben also zwei identische partielle Differenzialgleichungen fiir E und

B:
1 02 o -
<gﬁ — A) E(T,t) = O,
1 02 - -

¢i= L — 299702458 - 10° ms ! (9.35)
vV EoHo

die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum! In der Tat handelt es sich, wie wir gleich
sehen werden, bei Gl. (9.34) um so genannte Wellengleichungen, also um
Differenzialgleichungen, die die Ausbreitung von Wellen beschreiben, wobei

die Ausbreitungsgeschwindigkeit gerade ¢ entspricht.
Die Differenzialgleichungen sind zweiter Ordnung sowohl in den rdumlichen
Komponenten als auch in der Zeit.*” In diesem Zusammenhang verwendet

man oft den D’ Alembert-Operator (,Quabla®)
1 02

O := 258 A, (9.36)
47Im Gegensatz dazu ist die Schrédinger-Gleichung, also die Wellengleichung der nichtre-
lativistischen Quantenmechanik, zwar ebenfalls zweiter Ordnung in den rdumlichen Kom-
ponenten, jedoch erster Ordnung in der Zeit. Dieser Unterschied héngt mit der relativis-

tischen Natur des Lichts zusammen, die eine Gleichbehandlung von Orts- und Zeitkoordi-
naten erfordert.

(9.34)

Dabei ist
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so dass Gl. (9.34) in der kompakten Form

— —

OE(Ft)=0, oB(Ft)=0 (9.37)

geschrieben werden kann.
Die Gleichungen gelten komponentenweise, d.h. wir haben sechs entkoppelte
Gleichungen der Form

oy (r,t) =0, v e{E;, E, E,, B, B, B.}. (9.38)
Um sie zu 16sen, machen wir den Exponentialansatz
Y(7,t) = g e/ (9.39)

mit einer Amplitude o, dem Wellenvektor k und der Kreisfrequenz w, die
jeweils konstant in 7 und ¢ sind. Ahnlich wie beim harmonischen Oszillator
haben wir der Einfachheit halber einen komplexen Ansatz gewéahlt. Um die
physikalischen Losungen fiir die E- und B-Felder zu bekommen, sollte man
am Ende wieder den Realteil bilden.

Einsetzen in Gl. (9.38) liefert

1 02 w? oy
00 = (Gps —8)v = (=5 +k)v=0, (9.40)
d.h. es muss gelten: .

w = clk| = ck. (9.41)

Eine solche Beziehung zwischen der Kreisfrquenz w und der Wellenzahl |l¥|
bezeichnet man als Dispersionsrelation.

Um die Losungen zu interpretieren, betrachten wir im Folgenden Flédchen
gleicher Phase

k-7 — wt = o = const. (9.42)
Beispielsweise ergibt sich 1) = £y fiir o9 = 2nm bzw. g = (2n+1)7, n € Z,
was fiir reelle 1)y und nach Bildung des Realteils von 1 den Wellenbergen
bzw. Wellentélern entspricht.
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Zunéchst betrachten wir die Wellenfron-
ten zu einer festgehaltenen Zeit (. Fiir die
Orte der Phase ¢, gilt dann

1
= %(Q%—i—wto) = const., (9.43)

T’” =

Enl =]

d.h. die Punkte gleicher Phase liegen in
einer Ebene, die im Abstand 7| vom Ur-

sprung senkrecht zu k verliuft.

Die Wellenlinge X ist der Abstand Ar| zweier Wellenfronten mit Phasendif-
ferenz 2w, d.h.

o = Ap = k - A7 = kAr) = k. (9.44)
Daraus ergibt sich
Ao 2T (9.45)
=7 :

Als néchstes untersuchen wir, wie sich die Losungen als Funktion der Zeit
verhalten. Fiir die Orte konstanter Phase gilt

k- 7(t) — wt = kr(t) — wt = o = const. (9.46)

Daraus folgt fiir den Abstand der Wellenfront vom Ursprung

i) = 7t + o) (9.47)

und damit fiir die Phasengeschwindigkeit, d.h. fiir die Geschwindigkeit, mit
der sich die Ebenen gleicher Phase fortbewegen,

, W (9.41)
7“||(t) = E ="c. (9.48)

Insgesamt finden wir also: Die Losungen entsprechen ebenen Wellen mit Wel-
lenfronten senkrecht zu k£ und Wellenldnge A = 2?", die sich mit konstanter

Geschwindigkeit ¢ in Richtung k ausbreiten.*s

Wir miissen noch einmal auf den Anfang des Algschnitts zuriickkommen. Um
in den Maxwell-Gleichungen (9.28) die F- und B-Felder zu entkoppeln, haben

48Das bedeutet aber nicht, dass ebene Wellen die einzigen Losungen sind. Vielmehr kann
man sich leicht davon iiberzeugen, dass beliebige Linearkombinationen von ebenen Wellen
mit unterschiedlichen Wellenvektoren ebenfalls die Wellengleichung 16sen.
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wir ein zweites Mal die Rotation gebildet und damit aus partiellen Differen-
zialgleichungen erster Ordnung die Wellengleichungen (9.37) hergeleitet, die
partielle Differenzialgleichungen zweiter Ordnung sind. Fiir diese haben wir
dann die Losungen

—

E(7,t) = By eikmwh, w = ck, (9.49)
B(F,t) = ByeE'™'0 o = ek (9.50)

gefunden, wobei die Amplituden Eo und gg sowie die Wellenvektoren k und
k' zundchst einmal beliebige Parameter sind.*® Wir miissen jedoch noch
iiberpriifen, ob diese Losungen der Wellengleichungen auch tatséchlich die
urspriinglichen Maxwell-Gleichungen l6sen.
Dazu betrachten wir zunéchst die Rotation:

V x E =ik x Eyei®r—et) L _ g
— — — — D = 12 1
V X B =ik’ x ByeF ™t . -

w' By 'R0, (9.51)
LW
)

-
I

B eitRret), (9.52)

(o)

Offensichtlich kénnen diese Gleichungen nur dann fiir alle 7" und ¢ erfiillt sein,
wenn

=k (9.53)
und damit w’ = w gilt. Aulerdem muss gelten:
E X E[) = wéo = ck EO (954)
L. N k
Fx By =—=E, = -~ E, (9.55)
c c
Daraus folgt, dass Eg, By und k jeweils Ey

paarweise senkrecht aufeinander stehen.
Da sich die Welle, wie wir gesehen haben,
in E—Richtung ausbreitet, bedeutet das
insbesondere, dass die E- und B-Felder
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung oszil-
lieren. Es handelt sich also um eine trans- .
versale Welle.

ol

49Genau genommen kénnten wir sogar fiir jede einzelne Komponente von E und B einen
anderen Wellenvektor wihlen, da die Wellengleichungen unabhingig von einander sind.
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Fiir die Amplituden ergibt sich
|Eo| = | Bol. (9.56)

Zuletzt miissen wir noch die Maxwell-Gleichungen fiir die Divergenz iiberpriifen.
Auf Grund der Transversalitat folgt

. FLi > o . FLl

V-E=ik-E'="0 wd V-B=ik-B"=0, (9.57)

d.h. diese Gleichungen sind automatisch erfiillt.

9.3.1 Polarisation

Elektromagnetische Wellen konnen unterschiedlich polarisiert sein. Dazu be-
trachten wir im Folgenden 0.B.d.A. eine ebene Welle, die sich in z-Richtung
ausbreitet, also

k=ke, = k-F=kz. (9.58)

Auf Grund der Transversalitéit liegen E und B dann in der z-y-Ebene. Au-
Berdem kbnne_p wir uns auf die Diskussion des E-Feldes beschranken, aus
dem wir das B-Feld jederzeit mit Hilfe von Gl. (9.54) berechnen kénnen:

B=-2xE. (9.59)

In Gl (9.39) hatten wir einen komplexen Ansatz fiir die Losung der Wel-
lengleichung gemacht, Die Aqmplituden konnen dabei ebenfalls komplex sein.
Fiir die Komponenten des E-Feldes bedeutet das

Eoo = |Eos| € = E, = |Ep,|e'®*wtes), (9.60)
Eoy = |Eoyle®r = E, = |Ey,|etwite) (9.61)
mit zwei unabhéngigen Phasen ¢, und ¢,.

Die physikalischen Lésungen ergeben sich daraus durch Bildung des Realteils.
Mit ¢, = ¢ und ¢, = ¢ + J ergibt sich dann

E, = |Ey,| cos (kz — wt + ¢), (9.62)
E, = |Eoy| cos (kz — wt + ¢ +6). (9.63
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Dabei konnen wir verschiedene Falle unterscheiden:
Falll: d=0oderd=nm

= E= (|Eos| € % |Eoy| €y) cos (kz — wt + ¢) (9.64)

konstanter Vektor

zB.6=0

| Eo,| = Schwingung in einer festen Richtung:

> lineare Polarisation

’EOx‘

Fall 2: |Ey,| = |Eoy| =E, §==%3

= E= E(cos (kz — wt + ¢) &, Fsin (kz — wt + ¢) &) (9.65)
d=+35 6=—%
Y Y

CIN L N
NI v

links-zirkular polarisiert rechts-zirkular polarisiert

Dabei ist zu beachten, dass sich die Welle in z-Richtung, also im Bild auf den
Beobachter zu bewegt. Bei rechts-zirkular polarisierten Wellen dreht sich also
die Richtung des E-Feldes aus Sicht des Beobachters ,rechts herum®, also im
Uhrzeigersinn.
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Fall 3:  allgemeiner Fall

/ elliptische Polarisation
/ x

9.4 Elektromagnetische Potenziale
In der Elektro- und Magnetostatik konnten wir aus den Maxwell-Gleichungen
VxE=0 ud V-B=0 (9.66)
folgern, dass sich E und B gemaf
E=-V¢ ud B=VxA (9.67)

aus den Potenzialen ¢ und A herleiten lassen. Dies wollen wir jetzt auf
die Elektrodynamik erweitern, so dass auch dort die homogenen Maxwell-
Gleichungen

VxE4+B=0 ud V-B=0 (9.68)

automatisch erfiillt werden.
Aus der zweiten Gleichung folgt, dass

B(Ft) =V x A(7,1) (9.69)

ein geeigneter Ansatz bleibt. Einsetzen in die erste Gleichung liefert dann

0=V x B+ 9(x A) =¥ x (£ +4), (9.70)

was analog zum elektrostatischen Fall automatisch erfiillt ist, wenn

Et+A= V¢ (9.71)



gilt. Daraus ergibt sich
E(7,t) = =Vo(7.t) — A(F ). (9.72)

Wie schon in der Elektro- und Magnetiostatik sind die Potenziale ¢ und
A nicht eindeutig, sondern B und F sind invariant unter den folgenden
FEichtransformationen

AP t) — A'(Ft) = A(Ft) + V(7 1) (9.73)
o, t) = ¢'(Ft) = ¢(r' 1) — X(1) (9.74)
mit einem beliebigen skalaren Feld x (7).
Beweis:
VxA' = VxA w — VxA =B  (975)

Bl V¢ —A'= Vo4 Vi-A-Vi=-Vo-A=F  (9.76)

Als néichstes wollen wir die inhomogenen Maxwell-Gleichungen VD= p und
VxH-D= j durch die Potenziale ¢ und A ausdriicken. Der Einfachheit

halber beschranken wir uns dabei auf das Vakuum, also D= 50E H = 5;
Eolo = 0—2. Die Maxwell-Gleichungen lauten dann
- =P e S
V-E=-— und VX B——SE=puj. (9.77)
o C
Einsetzen von Gl. (9.72) in die erste Gleichung liefert
Ve (-Vo-A)=-0¢-V-A=L (9.78)

€0

was als zeitabhéngige Verallgemeinerung der Poisson-Gleichung angesehen
werden kann. Aus der zweiten Gleichung erhélt man mit Gl. (9.69) und

GL (9.72)

T x (¥ x A) 5 (~ V- A) = o] (9.79)
V(V-A)-NA
und damit
DA+ V(Y- A+ 5d) = o] (9.80)



wobei wir den Laplace-Operator und die zweifache Zeitableitung zum D’Alem-
bert-Operator zusammengefasst haben.

Diese noch recht komplizierten Gleichungen lassen sich durch die Wahl be-
stimmter Eichungen vereinfachen.

e Coulomb-Eichung: V - /T(F, t)=0

Ableitung nach der Zeit liefert V - A= 0. Damit folgt aus Gl. (9.78)

In Coulomb-Eichung ist die Beziehung zwischen ¢ und p also auch im
zeitabhéngigen Fall durch die Poisson-Gleichung gegeben. Sofern keine
Randbedingungen im Endlichen vorliegen, lautet die Losung demnach
analog zur Elektrostatik

1 p(r’, 1)
Ft) = R A 9.82

Aus Gl (9.80) erhélt man zunéchst

S _— 1.
OA(T,t) = po 7(7,t) — C—2V¢(r,t). (9.83)

Einsetzen von Gl. (9.82) und C% = goo liefert dann

DA(7, 1) = po (7, 1) — L0¥ / gy LU (9.84)

IT—

was nach Verwendung der Kontinuitétsgleichung p + V- ; =0

7 V(7
OA(7,t) = po j(F, 1) + “Ov/cﬁ G RAFIGEY)) (9.85)

|7“—7“

ergibt. In dieser Form ist das Vektorpotenzial — d&hnlich wie in der Ma-
gnetostatik — allein durch durch Vorgabe einer Stromverteilung ;(F, t)
festgelegt. Allerdings ist die zu losende partielle Differenzialgleichung
wesentlich komplizierter.
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o Lorenz-Eichung:® V- A(7,t) + Lo =0
Ableiten nach der Zeit ergibt V - ff( t) = —c%¢ Wir erhalten also aus
GL (9.78)
— Do+ Sp=1 (9.86)
C €0
und damit 1
0

AuBlerdem ergibt sich unmittelbar aus Gl. (9.80)

—

OA(F,t) = po J (7, 1). (9.88)

In Lorenz-Eichung erhalten wir also vier entkoppelte Wellengleichungen
fiir  und die drei Komponenten von A. Insbesondere in Abwesenheit
von Ladungen und Strémen besitzen die Gleichungen die gleiche Ge-
stalt wie die Wellengleichungen fiir die E- und B-Felder.

Der Vergleich der beiden Eichungen bringt einen bemerkenswerten Unter-
schied zu Tage: In Lorenz-Eichung ist ¢(7,t) die Losung einer Wellenglei-
chung. Dabei breiten sich die Wellen mit Lichtgeschwindigkeit aus. Eine
Anderung der Ladung am Ort 7' zur Zeit fithrt am Ort 7 daher erst nach
einer Zeit At = | — 7’|/c zu einer Anderung des Potenzials. Wie man aus
Gl. (9.82) sieht, fithren dagegen in Coulomb-Eichung Ladungsédnderungen
instantan, d.h. ohne Zeitverzogerung, zu einer Anderung von ¢ an belie-
big weit entfernten Orten. Dies erscheint zunéchst unphysikalisch. Wie wir
gesehen haben, fithren jedoch unterschiedliche Eichungen auf dieselben E-
und B-Felder und sind daher physikalisch dquivalent. Insbesondere sind ¢
und A selbst nicht messbar. Die Tatsache, dass sich ¢ in Coulomb-Eichung
mit Uberlichtgeschwindigkeit (ns#mlich unendlich schnell) ausbreiten kann,
hat damit keine messbaren Konsequenzen. Anderungen der messbaren E-
und B-Felder breiten sich dagegen — unabhéngig von der Eichung — nur mit
Lichtgeschwindigkeit aus.

9.5 Energie des elektromagnetischen Feldes

Betrachten wir eine Punktladung ¢, die sich unter dem FEinfluss der Lorentz-
Kraft . . B
F=q(E+7xB) (9.89)

50benannt nach dem D#nen Ludvig Lorenz, nicht zu verwechseln mit dem Niederléinder
Hendrik Antoon Lorentz
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durch ein elektromagnetisches Feld bewegt. Die bei einer infinitesimalen Ver-
schiebung dr' = vdt an der Ladung geleistete Arbeit betragt

AW = F - di = qE - Tdt 4+ q (0 x B) - 7 dt = ¢E - 7 dt. (9.90)
f
=0

Das B-Feld leistet also keine Arbeit. Somit ergibt sich fiir die Leistung des
Feldes an der Ladung
dW —
- —gE -7 9.91
el LR (9.91)
Das verallgemeinern wir nun auf eine kontinuierliche Ladungsverteilung in
einem Volumen V, indem wir die Punktladug durch ein Integral iiber die
Ladungsdichte ersetzen und dann die Beziehung j = pt’ verwenden:
dW 3 = _, - - 3 = — />
i d°r E(r,t) - p(r,t)v(r,t) = | d°r E(7)t) - j(7,t). (9.92)
y )

Mit Hilfe der Maxwell-Gleichung j = V x H — D kénnen wir das vollstandig
durch elektromagnetische Felder ausdriicken. AnschlieBend formen wir den
Integranden mit

— — —

Ve (BExH)y=H (VxEB)—B-(VxH)=—H B—F-(VxH) (993)

noch weiter um:

— —

B.j=B - (VxH-D)=-F-D-

]
sl
|
<
=
X
=
©
©
=

Auflerdem gilt

E~5+ﬁ~§:€0€rﬁ-ﬁ+uourﬁ'ﬁ

19 = = 10 = 5. 7. 73
= 5&(6057«52 + popr H?) = §§(E D+ H-B) (9.95)
und damit 19
E *:_ga(ﬁ D+ H-B)—V-(Ex H) (9.96)

%:_/dgr@ﬁ(g.mg.g)w-(Exﬁ))

1%
— i [ @r(E- DB~ [w (Exh). oo
1%
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wobei wir fiir das zweite Integral den Gauf3’schen Satz verwendet haben.

Zusammen mit Gl. (9.92) erhalten wir damit den Energiesatz

/d3rﬁ-j+il/d3r(ﬁ-ﬁ+ﬁ-é)+ /d&-(ﬁxﬁ) =0, (9.98)
% 1% 2%

[\ J/
-~ -~ -~

d d
EWmech 2 Whreld Ce

wobei wir die einzelnen Terme folgendermafien interpretieren:

o W een : Enmergie der Ladungstrager in V
o Wpgq: Energie des elektromagnetischen Feldes in V

o O : Energiefluss des Feldes durch die Oberflache aus V heraus

Die Gesamtenergie bleibt also erhalten, indem sich die Anderung der Ener-
gien der Ladungstriger und des elektromagnetischen Feldes in V und der
Energiefluss des Feldes aus V heraus zu null addieren.

Entsprechend koénnen wir

—

(E(F,t) - D(F,t) + H(F,t) - B(F,1)) (9.99)

w(r,t) =

N | —

als die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes®* und

— —

S(7.t) = E(F,t) x H(F,t) (9.100)

als die zugehogige Energiestromdichte identifizieren. S wird auch als Poynting-
Vektor bezeichnet.
Mit diesen Definitionen lautet der Energiesatz also

T -
/d3rE-j+£ d3rw+/d5~S:0 (9.101)
1% 1% )%

oder, wenn wir wieder den Gaufy’schen Satz verwenden,

/d3r(E-]+—+ﬁ-S):0. (9.102)
%

51 Fiir die Elektrostatik im Vakuum ergibt sich daraus w = 2E - D = legE? in

Ubereinstimmung mit Gl. (6.76).

|

1
2
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Da dies fiir beliebige Volumina gilt, folgt schliellich

I L
E-j+a—1tv+V-S:O (9.103)

(Satz von Poynting).

Als Beispiel berechnen wir w und S fiir eine ebene elektromagnetische Welle
im Vakuum. Fiir die Felder gelten dann die Zusammenhénge

B=--x E, D= €0E, H= —B, Eollo = - (9104)
ck Lo c

Daraus folgt L .
E-D=¢E? (9.105)

sowie .
H-B=—F=—— (I xE) =ek? (9.106)

o o ¢ \k

Fiir die Energiedichte ergibt sich somit
— 1 —

w=¢yE?=—B? (9.107)

Ho

wobei elektrisches und magnetisches Feld gleich viel zur Energiedichte bei-
tragen.
Fiir die Energiestromdichte finden wir

HoC Ho . ,
=0
also .
B Lk
S= /L E2" (9.109)
Ho k

Wenn wir das mit der Energiedichte vergleichen, ergibt sich der Zusammen-
hang

{
o

(9.110)

Das kann man folgendermaflen verstehen: Die Energie |§ |Adt, die pro Zeit
dt durch die Fldache A stromt, ist gleich der Energie wdV', die im Volumen
dV = A dl enthalten ist, wobei df = cdt die Strecke ist, die das Licht in der
Zeit dt zuriicklegt:

IS|Adt = wdV = wAdl = wAcdt = 15| = cw. (9.111)
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Dabei stromt die Energie in Richtung E, d.h. in Ausbreitungsrichtung der
Welle.

Zur Berechnung von w oder S miissen wir natiirlich die reellen physikalischen
Felder verwenden. Bei Produkten ist dabei zu beachten, dass

Re(a) - Re(b) £ Re(a - b) — Re(a) - Re(b) — Im(a) - Tm(b),  (9.112)

d.h. wir diirfen den Realteil nicht erst ganz am Schluss bilden. Fiir die im
Zusammenhang mit der Polarisation in Abschnitt 9.3.1 diskutierten ebenen
Wellen gilt dann beispielsweise

w(7,t) = 50(|E0x|2 cos? (k- 7 — wt + @) + | Eoy|* cos® (k-7 — wt + ¢ + 5))

(9.113)
Oft sind aber nur zeitlich gemittelte Gréflen relevant, da die Wellen sehr
schnell oszillieren. Es gilt

2mc w c
YT YT T (9.114)
Fiir sichtbares Licht mit A ~ 500 nm ergibt sich daraus eine Frequenz von
etwa 6 - 10™ Hz, also eine Periode T'= 1/v von der GroéBenordnung 10717 s.
Fiir eine gegebene Observable f(7,t) definieren wir daher die iiber eine Pe-

riode gemittelte Grofle als

T

f() = %/dt f(7,t). (9.115)

0

Insbesondere wollen wir die zeitlich gemittelten Werte von w und S berech-
nen.

Es zeigt sich, dass dies recht einfach moglich ist, wenn wir von den komple-
xen mathematischen Losungen ausgehen. Betrachten wir dazu zwei komplexe
Vektoren @ und b. Dann gilt

Re(d@) = =(@+a*),  Re(b) = =(b+1b") (9.116)

und daher

= 1 — —

1 — —
Re(a@) -Re(b) = —(@+a*)- (b+b*)=—(a-b+a-b*+a*-b+a*-b*).
4 4

Seien nun



und damit . . o
a(t) =a; et b*(t) = b; et (9.119)

Die Mittelung iiber eine Periode T' = 2% liefert dann

T
= 1 . .
a-b* = T/dtﬁo-ba = dyo - by, (9.120)
0
@b = a b= (d-b)* (9.121)
und - -
a-b=a-b = 0. (9.122)
Daraus ergibt sich
DAl BalD) 1 - % o TR\ 1 - 7%
Re(@) - Re(b) = Z(ao by 4 (do - b)) = B Re(dy - b) (9.123)

und analog

-

Re(d@) x Re(h) — %Re(&o < ). (9.124)

Wenden wir das auf die Gleichungen (9.99) und (9.100) an, finden wir fiir die
zeitlich gemittelte Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes

W) = Re(Bor) - Dy(r) + Folr) - By(7). (9.125)
§() = SRe(Eolr) x () (9.126)

mit den komplezen Amplituden Eo(7), Do(7), Ho(7) und Bo(7).

Zuletzt wollen wir dies wieder auf die ebenen elektromagnetischen Wellen
im Vakuum anwenden. Um die oben eingefithrte Notation zu verwenden,
schreiben wir

E(7t) = By ™) = By e ™, dh. Ey(F) = Eye™™  (9.127)
und analog fiir ﬁ, H und B. Es gilt dann
Re(ﬁo(F) : ﬁg(f’)) = Re(ﬁo ek D; e’“z"?)
=Re(Ey-Dy) = eoRe(Ey-Ey) = eo|Eol*  (9.128)

etc. Die zeitlichen Mittel hingen also bei einer ebenen Welle auch nicht mehr
vom Ort ab, was anschaulich klar ist.
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Aus Gl (9.107) und GI. (9.109) folgt dann schlieflich

]. — ]_ —
w = §50|E()|2 = 2—M0|B0|2, (9.129)
= 1 S ]g
S = =, /= |E,?=. 9.130
e Bl (9.130)

Insbesondere gilt also auch fiir die gemittelten Groflen wieder der Zusam-

G _ .k
menhang S = cw §.
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Teil 111

Spezielle Relativititstheorie
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Kapitel 10

Lorentz-Transformationen

10.1 Grenzen des Newton’schen Weltbilds

Wie wir in Kapitel 1 diskutiert haben, ging Newton von der Existenz ei-
nes dreidimensionalen euklidischen Raums und einer davon unabhéngigen
absoluten Zeit aus. Dabei gibt es bestimmte Bezugssysteme, die Inertialsys-
teme, in denen die Newton’schen Gesetze gelten, insbesondere das zweite
Newton’sche Gesetz (N2)

F=p=mr, (10.1)

wobei wir im zweiten Schritt m = const. angenommen haben.

Eine wichtige Konsequenz ist die so genannte Galilei-Invarianz:

Ist K ein Inertialsystem und K’ ein Bezugssystem, das sich relativ zu K
mit einer konstanten Geschwindigkeit v bewegt, dann ist K’ ebenfalls
ein Inertialsystem.

Dies folgt direkt aus Gl. (1.12): Fiir eine konstante Relativgeschwindigkeit @
gilt )
R(t)=Ry+ot = R(t)=0 (10.2)

und somit 7' = 7. In beiden Systemen werden also die gleichen Beschleuni-
gungen beobachtet, was — unter der stillschweigenden Annahme, dass phy-
sikalische Kriifte (im Gegensatz zu Scheinkréften) nicht vom Bezugssystem
abhéngen — bedeutet, dass die Newton’schen Gesetze in beiden Systemen
gleichermaflen gelten.

Fiir die Maxwell-Gleichungen scheint dies dagegen nicht zu gelten. Wie wir
gesehen haben, sagen die Gleichungen elektromagnetische Wellen voraus, die
sich im Vakuum mit der Geschwindigkeit ¢ = —2—= =~ 3-108ms~! ausbreiten.

Veoo
Ausgehend von den Newton’schen Vorstellungen iiber Raum und Zeit kann
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dies jedoch nur in einem bestimmten Bezugssystem gelten. Beispielsweise
wiirde man naiv annehmen, dass ein Beobachter, der sich mit Lichtgeschwin-
digkeit mit einer elektromagnetischen Welle mitbewegt, eine relativ zu ihm
ruhende Welle beobachten miisste.’? Die Maxwell-Gleichungen scheinen al-
so an die Existenz eines absoluten Bezugssystems, des so genannten Athers
gekoppelt zu sein.

Versuche, Bewegungen relativ zum Ather zu messen fithrten jedoch zu Wi-
derspriichen:

e Michelson-Morley-Experiment (1881, 1887)

Die gemessenen Lichtgeschwindigkeiten parallel und senkrecht zur Erd-
bewegung sind gleich.

e Trouton-Noble-Experiment (1903)

Idee: An den Enden eines im Labor ru-

henden Stabes befinden sich zwei entge- “
gengesetzte Ladungen. Durch die Erdbe- R
wegung bewegen sich die Ladungen rela-

tiv zum Ather mit der Geschwindigkeit

v. Durch die damit zusammenhéngenden a
Stréme wird ein B-Feld erzeugt, was auf P o
beide bewegten Ladungen eine Lorentz-

Kraft wirken ldsst und damit eine Dreh-

moment auf den Stab hervorruft.
Ein solches Drehmoment wird jedoch nicht gemessen.

Scheinbares Fazit der beiden Experimente: Die Erde ruht relativ zum Ather!
Dies widerspricht jedoch nicht nur dem kopernikanischen Prinzip, wonach der
Erde keine Sonderrolle zukommt, sondern auch einem anderen Experiment:

e Aberration des Sternenlichts

Ein Stern wird durch ein Fernrohr beobachtet. Wahrend die Lichtwelle
durch das Fernrohr lauft, bewegt sich der Erde weiter. Dadurch wird
der Stern unter einem geringfiigic anderen Winkel gesehen als ohne
Erdbewegung. Da sich die Bewegungsrichtung der Erde wihrend des
Umlaufs um die Sonne &ndert, ist der Effekt prinzipiell erkennbar.

52Mit Gedankenexperimenten dieser Art soll sich Einstein schon mit 16 Jahren
beschéftigt haben.
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Bei senkrechtem Einfall (realtiv zur Be-
wegungsrichtung der Erde) ergibt sich fiir
den Winkel «, den das Fernrohr geneigt
werden muss:

/
/‘%:/_ M\

S

v
t _ 10.3 ssssisisind i
ana = (10.3) e
v

Dieser Effekt wird tatsédchlich beobachtet. Aus dem gemessenen Win-
kel ergibt sich v &~ 30 km/s, was der Geschwindigkeit der Erdbewegung
um die Sonne entspricht.

Aus der Aberration des Sternenlichts wiirde man also schlieflen, dass sich die
Erde relativ zum Ather bewegt, was im Widerspruch zu den beiden zuerst
diskutierten Experimenten steht.

10.2 Die Einstein’schen Postulate

Auch ohne die im vorigen Abschnitt besprochenen empirischen Widerspriiche
im Detail zu kennen, empfand Einstein die fiir die Maxwell-Gleichungen
scheinbar erforderliche Existenz eines absoluten Bezugssystems als Riick-
schritt gegeniiber der Galilei-Invarianz der Newton’schen Gleichungen. Seine
geniale Leistung bestand darin, daraus nicht auf einen Fehler in den Maxwell-
Gleichungen zu schlieflen, sondern zu erkennen, dass das Problem in unseren
Alltagsvorstellungen von Raum und Zeit liegt, von denen auch Newton aus-
gegangen ist. Einstein erkannte, dass diese Vorstellungen logisch nicht zwin-
gend und empirisch unbewiesen sind, und ging statt dessen von den folgenden
Postulaten aus:

1. Die Naturgesetze besitzen in jedem Inertialsystem die gleiche Form,
insbesondere also auch in verschiedenen Inertialsystemen, die sich re-
lativ zu einander mit konstanter Geschwindigkeit bewegen.
(,Relativititsprinzip )

2. Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist in allen Inertialsystemen gleich.

Das Relativitatsprinzip entspricht grundsétzlich der Galilei-Invarianz der New-
ton’schen Mechanik. Das zweite Postulat scheint damit allerdings, wie im vo-
rigen Abschnitt besprochen, unvereinbar zu sein. Sehen wir uns das anhand
des folgenden Beispiels noch einmal etwas genauer an:
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Am Ursprung eines Koordinatensystems K werde zur Zeit t = 0 ein Lichtblitz
erzeugt, so dass von dort aus eine sphérische Lichtwelle ausgeht. Der Vorgang
werde von zwei Beobachtern verfolgt: einem Beobachter B, der am Ursprung
von K ruht, und einem Beobachter B’, der sich zur Zeit ¢t = 0 am gleichen Ort
befindet, sich gegeniiber B jedoch mit konstanter Geschwindigkeit v bewegt.
Zu einer Zeit t = t; > 0 stellt sich die Situation fiir B folgendermaflen dar:

e B befindet sich im Zentrum ei- VT
ner kugelférmigen Lichtwelle, dessen IR AN
Front eine Entfernung r = c¢t; von < , \
ihm erreicht hat. w4

e B’ befindet sich in einer Entfernung
vty, d.h. ist nicht im Zentrum der
Kugelwelle.

Insbesondere entfernt sich — aus Sicht von B — die Wellenfront nicht in jeder
Richtung mit der Relativgeschwindigkeit ¢ von B’, sondern die Relativge-
schwindigkeit nimmt je nach Richtung Werte zwischen ¢ — v und ¢ + v an.
Nach der Newton’schen Vorstellung wiirde man nun erwarten, dass sich fiir
B’ die Situation genauso darstellt, d.h. dass er sich nicht im Mittelpunkt der
Kugelwelle befindet und diese sich von ihm nicht mit gleicher Geschwindigkeit
c entfernt. Das widerspricht jedoch den Einstein’schen Postulaten.

Einsteins Auflosung dieses scheinbaren Widerspruchs besteht in einer kriti-
schen Analyse des Begriffs der Gleichzeitigkeit. Die Wellenfront wird gebildet
von den Orten, die von der Lichtwelle gleichzeitig erreicht werden. Wie wir
sehen werden, sind jedoch Ereignisse, die fiir B gleichzeitig stattfinden, nicht
notwendiger Weise auch fiir B’ gleichzeitig und umgekehrt. Insbesondere wer-
den die Punkte, die fiir B die Wellenfront zur Zeit t = ¢; bliden, aus Sicht
von B’ nicht alle zur gleichen Zeit von der Lichtwelle erreicht, bilden also
keine Wellenfront. Dadurch wird es moglich, dass sich beide Beobachter im
Zentrum einer Kugelwelle sehen, die sich mit Geschwindigkeit ¢ von ihnen
entfernt.

Gleichzeitigkeit

Jede Zeitmessung entspricht der Gleichzeitigkeit eines Ereignisses mit der
Anzeige einer Uhr. Dies ist unproblematisch, wenn das Ereignis am Ort der
Uhr stattfindet. Schwieriger wird es, wenn man beispielsweise die Laufzeit
eines Korpers von A nach B messen mochte. In diesem Fall braucht man
streng genommen zwei Uhren, eine Uhr am Ort A und eine am Ort B. Dazu
miissen die beiden Uhren jedoch synchronisiert werden. Die naheliegende Vor-
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schrift, zwei baugleiche Uhren zunéchst am gleichen Ort zu synchroniseren
und eine der Uhren dann an den anderen Ort zu bringen, ist problematisch,
da die zweite Uhr dazu zwischenzeitlich beschleunigt werden muss, sich al-
so nicht dauerhaft in einem Inertialsystem befindet, und unklar ist, was das
fiir Konsequenzen hat. (Wir werden in Abschnitt 10.4 im Zusammenhang
mit dem berithmten Zwillingsparadoxon sehen, dass dies tatéchlich Konse-
quenzen hat.) Einstein schlug daher folgende Vorschrift zur Synchronisation
zweier relativ zu einander ruhender Uhren an den Orten A und B vor:

e Bei A wird zur Zeit ty ein Lichtsignal ausgesendet.

e Wenn das Signal bei B empfangen wird, wird von dort sofort ein Licht-
signal zuriickgesendet.

e Dieses kommt zur Zeit to = ty + 0t bei A an. Der Beobachter bei A
schliefit daraus, dass B das Signal zur Zeit t; = t, + 0t/2 abgesendet
hat.

e Dieses FErgebnis kann er nun, z.B. mittels eines weiteren Funksignals,
dem Beobachter bei B mitteilen, der es mit der entsprechenden Zeit
auf seiner Uhr identifizieren kann.

e Als Konsistenztest konnten nun beide Beobachter vereinbaren, sich
gleichzeitig zur Zeit t3 ein Lichtsignal zuzuschicken. Sie wiirden dann
beide zur Zeit t4 = t3 + 0t/2 das Signal des Gegeniibers empfangen.

Auf diese Weise konnen sich die Beobachter bei A und B und analog auch
Beobachter an weiteren relativ zu einander ruhenden Punkten auf eine ge-
meinsame Zeit einigen.

Dies gelingt jedoch nicht mehr, wenn sich die Beobachter relativ zueinander
bewegen. Nehmen wir an, dass A und B in zwei verschiedenen Inertialsys-
temen ruhen, so dass sie sich von einander mit konstanter Geschwindigkeit
entfernen. Wiirde, wie oben beschrieben, zunéchst ein Lichtsignal von A nach
B und postwendend zuriick nach A geschickt, wiirde der Beobachter bei A
das Ergebnis genauso interpretieren wie zuvor. Insbesondere wiirde er wieder
davon ausgehen, dass sein Signal zur Zeit t; = ty+dt/2 am Ort B empfangen
wurde, der zu diesem Zeitpunkt d = ¢dt/2 von ihm entfernt war. Der Beob-
achter bei B sieht dies jedoch anders. Da sich A von ihm entfernt, benotigt
das Signal auf dem Hinweg von A nach B weniger Zeit als auf dem Riickweg
von B nach A. Wiirden die beiden Beobachter dennoch versuchen, ihre Uh-
ren auf diese Weise zu synchronisieren, wiirden sie bei anschlieBenden Tests
feststellen, dass dies nicht funktioniert. Wie wir in Abschnitt 10.4 sehen wer-
den, kommen beide (!) Beobachter zu dem Ergebnis, dass die Uhr am jeweils
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anderen Ort langsamer geht. Somit konnen sie sich nicht auf eine gemeinsa-
me Zeit und daher im Allgemeinen auch nicht auf die Gleichzeitigkeit zweier
Ereignisse einigen. Da sich jedoch beide Beobachter in Inertialsystemen be-
finden, gibt es keine Moglichkeit zu entscheiden, wessen Zeit die , richtige
ist. Beide sind richtig.

10.3 Herleitung der Transformationsvorschrift

Nach diesen Voriiberlegungen wollen wir nun die genaue Vorschrift fiir die
Koordinatentransformation herleiten, die die Einstein’schen Postulate erfiillt.
Wie wir gesehen haben, kénnen wir nicht davon ausgehen, dass es fiir relativ
zu einander bewegte Koordinatensysteme eine gemeinsame Zeit gibt, so dass
wir neben den rédumlichen Koordinaten (z,y,z) auch die Zeitkoordnate ¢
transformieren miissen. Wir betrachten daher zwei Inertialsysteme K und
K’ mit den Koordinaten

K: txyz (10.4)
K': tay.7 (10.5)

Wir nehmen an, dass sich der rdumliche Ursprung von K’, also der Punkt
(' =0,y =0,z =0), gegeniiber dem raumlichen Ursprung von K, also dem
Punkt (x = 0,y = 0,z = 0), mit einer konstanten Geschwindigkeit ¢ bewegt.
Dabei kénnen wir die Koordinaten so wéhlen, dass die beiden rdumlichen
Urspriinge zur Zeit t = t' = 0 iibereinstimmen.

Es hat sich als praktisch erwiesen die Orts- und Zeitkordinaten folgenderma-
Ben zu so genannten Vierervektoren zusammenzufassen:

2 ct 20 ct!

I A I PR IR I
(Q}' ) = ZEZ — y y (:C ) = aj/2 = y/ . (106)

x3 z x'3 2

Da K und K’ beides Inertialsysteme sind, miissen gleichféormige Bewegungen
in K auch in K’ als gleichférmige Bewegungen beobachtet werden. Daraus
folgt, dass zwischen den gestrichenen und ungestrichenen Koordinaten ein
linearer Zusammenhang bestehen muss, d.h. es muss gelten

3
't = Z AP ¥ (10.7)
v=0

mit einer zu bestimmenden von der Relativgeschwindigkeit abhéngigen Trans-
formationsmatrix mit den Komponenten A¥*,. (Auf die Bedeutung der Stel-
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lung der Indizes — oben oder unten — werden wir in Abschnitt 10.6 genauer
zu sprechen kommen.)

Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass die Relativgeschwindigkeit ¢ paralell
zur x-Achse gerichtet ist und die 2’-Achse von K’ in die gleiche Richtung
zeigt. (Alle anderen Félle, insbesondere auch die Transformation fiir beliebige
Richtungen von v lassen sich aus dem Ergebnis durch zusétzliche rdumliche
Drehungen der Koordinatensysteme konstruieren.) Aus Symmetriegriinden
miissen dann die y- und z-Komponenten in beiden Systemen gleich sein, d.h.

in der neuen Notation
2 =22 2 =t (10.8)

Ebenso diirfen 2’° und 2’! nicht von 22 und 2 abhingen.
Die Transformationsmatrix hat daher die Form

A% A% 0 O
Ay A, 00
1% _ 0 1
0 0 01
d.h. es gilt
20 = A% 2% + A, 2t (10.10)
2= Ay AL 2t (10.11)

Um die verbleibenden Komponenten der Transformationsmatrix zu bestim-
men, nutzen wir nun die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in allen Inerti-
alsystemen aus, die wir bislang noch nicht verwendet haben.

Dazu nehmen wir an, dass zur Zeit ¢t = 0 am Koordinatenursprung von
K, der nach Voraussetzung mit dem Korordinatenursprung von K’ zur Zeit
t' = 0 iibereinstimmt, ein Lichtsignal ausgesendet wird. Fiir die Wellenfront
der sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitenden Kugelwelle gilt dann in K:

2?4+ + 2% = Pt (10.12)
und entsprechend in K:
% +y? + 2% =7 (10.13)

In der Vierervektor-Notation lassen sich die beiden Gleichungen schreiben
als

(@) =D (@")? =0= (") =D (2. (10.14)

k=1 k=1
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Zusammen mit Gl. (10.8) ergibt sich daraus
(292 — (21)? = (2°)? — (M2 (10.15)
Einsetzen von Gl. (10.10) und Gl. (10.11) liefert

(@) = (@) = ()" [(A%)* = (A)7]
—(h)* [(A)? = (A%)7]

+22°2" [A% A% — AN AY)] (10.16)
und damit
[(A%)? = (Ay)?] =1, (10.17)
(') = (A%)?] =1, (10.18)
[A%A° — AT AY))] =0. (10.19)
Diese Gleichungen besitzen eine Losung der Form
A% = A', =coshy, A'y)=A% = —sinhy, (10.20)

was aus der Identitit cosh? y — sinh?® y = 1 folgt.

Da die Transformation von der Relativgeschwindigkeit der beiden Koordi-
natensysteme abhéngt, muss y eine Funktion von v sein. Um den genau-
en Zusammenhang zu bestimmen, betrachten wir den Ursprung von K’ als
Funktion der Zeit. In K’ liegt dieser natiirlich stets bei

2"t =0, (10.21)

wahrend er sich in K mit konstanter Geschwindigkeit v in z-Richtung bewegt,
also

2l = vt = 240, (10.22)
C

Mit Gl. (10.11) und GI. (10.20) folgt daraus
0= (Alo + %All) ) = — <sinhx - %COSh X) z° (10.23)
und somit v
tanhy = — =: f. (10.24)
c
X bezeichnet man auch als Rapiditdt. Mit Hilfe der Beziehung

eX —e X e —1
tanh y = e (10.25)
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findet man

1. 1+
=—1 10.26
X=g5ni—3 (10.26)
Weiterhin ergibt sich
cosh? x 1 1
cosh x = = = =: 10.27
X \/cosh2x—sinh2x V1—tanh®y /1—p2 14 )
sowie
sinh x = cosh x tanh y = £7. (10.28)
Wir finden also fiir die Transformationsmatrix Gl. (10.9)
v =By 00
By ~v 00 . v 1
my — = - = ——
(A*) 0 0 10 mit . und 7y S (10.29)
0 0 01

Dabei sei noch einmal daran erinnert, dass wir eine Relativbewegung in z-
Richtung angenommen haben. Explizit fiir die einzelnen Komponenten be-
deutet das Ergebnis:

/0 1
t = % = (v2° — Bya') = (t — %:{:) (10.30)
=" = (= Py’ +a') =y (z — i) (10.31)
y = (10.32)
2=z (10.33)

Bemerkungen:

e Die hier untersuchten Transformationen zwischen geradlinig gleichfor-
mig (nicht notwendiger Weise in z-Richtung) gegen einander beweg-
ten Koordinatensystemen mit parallelen Achsen nennt man Spezielle
Lorentz- Transformationen oder Lorentz-Boosts. Zusammen mit raumli-
chen Drehungen sowie Raum- und Zeitspiegelungen bilden sie die Grup-
pe der (allgemeinen) Lorentz-Transformationen.

e Wie man aus Gl. (10.27) erkennt, divergiert v fiir 8 — 1, d.h. fiir v — c.
Daraus folgt, dass nur Relativgeschwindigkeiten v < ¢ mdoglich sind.
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e Fiir v < c ergibt sich § =~ 0 und damit v = 1. Es folgt dann
t'~t und 2’ ~x— ot (10.34)

in Ubereinstimmung mit den Koordinatentransformationen der nicht-
relativistischen Mechanik ( Galilei- Transformationen).

e Die inverse Transformationsmatrix ist gegeben durch

v By 00
wyv1_ | Py v 00 v 1
(A*) 0 0 10 mit Cund7 T
0 0 01
(10.35)
wie man leicht nachrechnen kann ((A*))(A*)~! = 1). Es gilt also

(A* )Y (v) = (A*))(—v). Allgemein kann man zeigen, dass auch fiir be-
liebig gerichtete Relativgeschwindigkeiten (A*))~1(7) = (A*))(—7) gilt.
Das ist natiirlich auch zu erwarten: Wenn man zwei Lorentz-Boosts mit
entgegengesetzten Geschwindigkeiten, v und —v, hintereinander schal-
tet, erhilt man wieder das urspriingliche Koordinatensystem.

e Bei der Herleitung der Transformationsvorschrift haben wir von Gl. (10.14),
die wir aus der Gleichheit der Lichtgeschwindigkeit in K und K’ ge-
wonnen haben, nur die Gleichheit der linken mit der rechten Seite aus-
genutzt, nicht jedoch, dass beide Seiten verschwinden. Folglich gilt

(33'0)2 - Z(xk>2 _ (x/O)Z o Z(m/k)Q (1036)

k=1 k=1

ganz allgemein, nicht nur, wenn beide Seiten gleich null sind.

10.4 Relativitidt von Zeit- und Lingenskalen

Der Einfachheit halber beschrinken wir uns weiterhin auf Spezielle Lorentz-
Transformationen mit Relativgeschwindigkeiten ¢ = vel,. Seien (¢4, T4, Ya, 2a)
und (tp, Tp, Y, 2) die in in K gemessenen Koordinaten zweier Ereignisse.
Dann gilt gemafl Gl. (10.30) in K"

£ — 1 =y (ty — t — %(xb — 7). (10.37)
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Sei nun ¢, = t,, d.h. die Ereignisse finden in K gleichzeitig statt. Dann folgt

t,—t = —7%(9(:5, — Za), (10.38)
was i.A. ungleich null ist, d.h. die Ereignisse finden in K’ i.A. nicht gleichzeitig
statt (,,Relativitdt der Gleichzeitigkeit®).

Sei jetzt t, > t,, d.h. das Ereignis a findet in K vor dem Ereignis b statt. Ist
es moglich, dass in K’ das Ereignis a erst nach dem Ereignis b stattfindet?
In diesem Fall miisste gelten:

<t o ty—t, < C%(:cb — ) (10.39)

Grundsétzlich ist das Vertauschen der zeitlichen Ordnung also moglich. Al-
lerdings muss dann gelten

Tp — Tq > < c(ty —ta) > c(ty — ta), (10.40)
v

da v < c¢. Die rdumliche Entfernung der beiden Ereignisse ist also in K
grofer, als die Strecke, die das Licht in der Zeitspanne t, — t, zuriicklegen
kann. Analog kann man iiber die inverse Transformation zeigen, dass auch
in K’ die beiden Ereignisse weiter von einander entfernt sind, als das Licht
in der Zeit t, — t; zuriicklegen kann. Da sich nichts schneller als das Licht
bewegen kann, ist somit keinerlei Informationsaustausch zwischen den beiden
Ereignissen moglich: Die Ereignisse sich nicht kausal verbunden. Ursache und
Wirkung kénnen nicht durch eine Lorentz-Transformation vertauscht werden.

10.4.1 Zeitdilatation

Betrachten wir nun zwei Ereignisse, die in K am gleichen Ort im zeitlichen
Abstand At stattfinden:

tb — ta = At, Tp — Xy — 0. (1041)
Fiir die Zeitdifferenz in K’ gilt dann
At =t —t, = yAt > At. (10.42)

Der Beobachter in K’ misst also eine lingere Zeit zwischen den beiden Er-
eignissen als der Beobachter in K. Diesen Effekt bezeichnet man als Zeitdila-
tation. Man kénnte daraus schlielen, dass die Uhren in K langsamer laufen
als in K’. So einfach ist es jedoch nicht. Schliefllich sind K und K’ nach
dem Relativitédtsprinzip gleichberechtigte Inertialsysteme, in denen die glei-
chen Naturgesetze gelten. Insbesondere gibt es nichts, was das eine System
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von vornherein gegeniiber dem anderen auf eine Weise auszeichnet, dass man
sagen konnte, in welchem die Uhren schneller bzw. langsamer gehen. Diese
Symmetrie wird jedoch im obigen Beispiel durch die Tatsache gebrochen.
dass die beiden beobachteten Ereignisse in K am gleichen Ort stattfinden,
in K" dagegen an zwei verschiedenen Orten. Rufen wir noch einmal in Erin-
nerung, dass man fiir eine Zeitmessung streng genommen eine im jeweiligen
Bezugssystem ruhende Uhr am Ort des Geschehens benotigt, kommt der Be-
obachter in K mit einer Uhr aus, wahrend K’ zwei Uhren benotigt, die er
synchronisieren muss. Hatten wir umgekehrt zwei Ereignisse betrachtet, die
in K’ am gleichen Ort stattfinden, hétte der Beobachter in K eine lingere
Zeit gemessen als der Beobachter in K'. In diesem Zusammenhang definiert
man die Figenzeit At als die Zeitspanne, die von ein und derselben Uhr am
gleichen Ort gemessen wird.

Die Zeitdilation spielt eine wichtige Rolle bei der kosmischen Hohenstrahlung.
Durch den Aufprall von Protonen und Kernen auf die Erdatmosphére ent-
stehen in 10 bis 15 km Hohe zunéchst Pionen und als deren Zerfallsprodukte
Myonen, die sich mit nahezu Lichtgeschwindigkeit in Richtung Erde bewegen.
Myonen sind schwere Verwandte der Elektronen, die in Ruhe mit einer mitt-
leren Lebensdauer von ca. 2 - 107% s in Elektronen und Neutrinos zerfallen.
Naiv wiirde man daher erwarten, dass die Myonen selbst mit Lichtgeschwin-
digkeit nur eine Strecke von etwa 600 m zuriicklegen konnen. Tatséchlich
erreichen die Myonen aber in grofler Zahl die Erde und kénnen dort nachge-
wiesen werden. Der Grund dafiir liegt in der hohen Geschwindigkeit und dem
damit verbundenen v > 1. Wiahrend die Myonen im mitbewegten System
(ihrem Ruhesystem) im Mittel nach der Eigenzeit At = 2-107% s zerfallen,
betrédgt ihre auf der Erde gemessene Lebensdauer yA7 und ist damit viel
lénger.

Ein bekanntes hypothetisches Beispiel zur Zeitdilatation ist das ,,Zwillingspa-
radoxon®: Von einem Zwillingspaar begibt sich eine Person auf einen Raum-
flug, bei dem sie relativ zur Erde nahezu Lichtgeschwindigkeit erreicht. Nach
ihrer Riickkehr auf die Erde ist sie weniger gealtert als die zuriickgebliebene
Person, weil im Raumschiff die Zeit langsamer vergangen ist als auf der Er-
de. Auch hier spielt die Asymmetrie des Problems wieder eine wichtige Rolle:
Die eine Person befand sich die ganze Zeit auf der Erde, also weitgehend in
Ruhe, wihrend die andere Person zunéchst beschleunigt und am Ende wie-
der abgebremst werden musste (und zwischendurch mindestens einmal die
Richtung wechseln).
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10.4.2 Lorentz-Kontraktion

Wir betrachten einen in K ruhenden Stab mit den Endpunkten (z,,y, z) und
(xp,y, z) und somit der Lénge

0= |zp — 4] (10.43)

In K’ befinden sich die Endpunkte dann bei 2!, = ~(z, — vt,) und z; =
v(zp — vtp), d.h. es gilt

xy — xh = y(xp — x4) — Y0(ty — ta)- (10.44)

Offensichtlich héngt das von den Zeiten ¢, und t; ab. Die Lange ist jedoch als
der Abstand der Endpunkte zu gleichen Zeiten definiert, d.h. um die Lénge
des Stabs in K’ zu bestimmen, miissen wir ¢, und t, so wéhlen, dass ¢, und
t;, gleich sind:

v | v
t = v(ta — C—zxa) =ty = 7(151, - gxb) =ty —tg) = 78 (zp — 14)

(10.45)
Einsetzen in Gl. (10.44) liefert dann
1
x,— 2 =51 — %) (zy — 24) = ;(mb — Za), (10.46)
d.h. wir finden ]
v =t (10.47)

v

Der in K’ ruhende Stab ist also in K’ um den Faktor % verkiirzt. Diesen
Effekt bezeichnet man als Lorentz-Kontraktion.

In diesem Zusammenhang kommen wir noch einmal auf die Myonen aus der
Hohenstrahlung zuriick, die von der Erde aus gesehen von ihrem Entstehungs-
ort bis zum Nachweis im Detektor eine Strecke von 10 bis 15 km zuriicklegen,
was nur auf Grund der durch die Zeitdilatation um den Faktor v verléngerten
Lebensdauer moglich ist. Im Ruhesystem des Myons stellt sich die Situati-
on ganz anders dar: Da das Myon in Ruhe ist, hat es nur eine Lebensdauer
von 2 - 1075 s. Dafiir bewegt sich der Detektor (zusammen mit der ganzen
Erde) mit hoher Geschwindigkeit auf das Myon zu, so dass die anféngliche
Entfernung durch die Lorentz-Kontraktion um einen Faktor ~ verkiirzt ist.
Wihrend von der Erde aus betrachtet das Myon also in der Zeit yAT die Stre-
cke h durchlauft, durchlauft aus Sicht des Myons der Detektor in der Zeit At
die Strecke h/v. Beide Beobachter konnen damit konsistent erkldren, warum
das Myon vor seinem Zerfall im Detektor nachgewiesen werden kann.
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10.5 Addition von Geschwindigkeiten

Wir betrachten drei Systeme K, K/ und K”, wobei sich K’ relativ zu K mit
der Geschwindigkeit v; und K” relativ zu K’ mit der Geschwindigkeit v, in
x-Richtung bewegen. Wie schnell bewegt sich dann K" relativ zu K7

Der Ubersichtlichkeit halber lassen wir im Folgenden die y- und z-Komponenten
weg. Fiir die beiden Transformationsmatrizen gilt dann

u o cosh y; —sinh y;
(A" )reoic ( —sinhy;  coshy; (10.48)

und

ny oo cosh xo —sinh xs
(A )k —pen = ( —sinhy,  cosh ys ) ’ (10.49)

wobei wir wieder die Rapiditéten
tanhy; = f#;, i=1,2 (10.50)

verwendet haben. Die Matrix fiir die Transformation K — K" ergibt sich
dann durch ,,Hintereinanderschalten“der beiden einzelnen Transformationen:

(A" krn = (N ke (M) ki

B cosh yo —sinh ys cosh y; —sinh y;
~ \ —sinhyy  cosh s —sinhy;  coshy;

_ cosh(x1 + x2) —sinh(x1 + x2) (10.51)
—sinh(x1 +x2)  cosh(xi +x2) /° '
da
cosh(x1 + x2) = cosh x1 cosh x5 + sinh x; sinh y (10.52)
und
sinh(x1 + x2) = sinh x; cosh X2 + cosh x; sinh 5. (10.53)

Wir finden also, dass von K ausgesehen K” die Rapiditét

X = X1+ Xz (10.54)

hat, d.h. die Rapiditdaten sind unter parallelen Lorentz-Transformationen ad-
ditiv!

Das gilt jedoch nicht fiir die Geschwindigkeiten. Mit Hilfe von Gl. (10.25)
und Gl. (10.26) kann man zeigen, dass

B+ B2

Y (10.55)

B = tanh(x; + x2) =
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und damit

V1 + VU2
v=1 Ty (10.56)
Im nichtrelativistischen Grenzfall, “72 <1 folgt daraus
v AU + Vg, (10.57)

wie man es erwarten wiirde. Im allgemeinen gilt dies jedoch nicht. Insbeson-
dere verhindert der Nenner, dass v grofler werden kann als ¢, selbst wenn vy
und ve schon nahe bei ¢ sind.

1,8
Beispiel: Bi=0(=09 = = 1>_81 =0,9945 (10.58)
Im Extremfall 5, = 1 erhélt man 5 = 1, d.h.wenn sich K" gegeniiber K’ mit
Lichtgeschwindigkeit bewegt, dann bewegt es sich auch gegeniiber K mit
Lichtgeschwindigkeit, in Ubereinstimmung mit den Einstein’schen Postula-
ten.

10.6 Lorentz-Skalare, -Vektoren und -Tensoren

Im Zusammenhang mit dem starren Koérper haben wir bereits Skalare, Vekto-
ren und Tensoren iiber ihre Transformationseigenschaften unter Rotationen
kennen gelernt. Analog definiert man auch Skalare, Vektoren und Tensoren
iitber ihr Verhalten unter Lorentz-Transformationen. Da dabei Raum- und
Zeitkoordinaten mit einander in Verbindung gesetzt werden, haben wir es
nun mit vierdimensionalen Vektoren, 4 x 4-Matrizen etc. zu tun.

Wir haben bereits den Vierervektor

20 ct
x! x
ILL p— prm—

@=ln]=]7 ] (10.59)

a3 2

kennen gelernt und gefunden, dass
3

(2%)? =) (a")? = (a°) — &2 (10.60)

k=1

invariant unter Lorentz-Transformationen ist, s. Gl. (10.36). Hier ist

7= a2 (10.61)

198



3
der ,,normale* riumliche Ortsvektor und 2 = 3 (z*)? das zugehérige Lingen-
k=1
quadrat, von dem wir gesehen haben, dass es unter rdumlichen Drehungen
invariant ist.
Um eine dhnlich kompakte Notation fiir Vierervektoren zu erhalten, definiert

man

i xo
1 0
_ | | o\ _ ct
w2 () =)
T3 —a3

Dabei bezeichnet man (2*) als kontravarianten und (z,) als kovarianten Vie-
rervektor.?
Es gilt dann, dass

$2

3 3
Zx”x# = nyx“ = (2%)? — 7* (10.63)
pu=0 n=0

invariant unter Lorentz-Transformationen ist.

Um Schreibarbeit zu sparen, verwendet man in diesem Zusammenhang haufig
die Einstein’sche Summenkonvention, wonach iiber gleiche Indizes oben und
unten automatisch summiert wird. Weiterhin ist es iiblich, iiber griechische
Indizes von 0 bis 3 und iiber lateinische Indizes von 1 bis 3 zu summieren,
also z.B.

3 3
e, = Zm“mu, a*r, = Zxkxk (10.64)
n=0 k=1

Der Zusammenhang zwischen ko- und kontravarianten Vierervektoren wird
iiber den metrischen Tensor

1 0 0 O
0O -1 0 O
_ ()

) =) =10 o -1 o (10.65)

0o 0 0 -1

hergestellt. Es gilt dann
3 3
Tu= G (E Y Guat), @ =g"x, (=Y ¢"w).  (10.66)
v=0 v=0

3 Wir verwenden hier Klammern, um die Vierervektoren (z#) und (x,) von den jewei-
ligen p-ten Komponenten x# und x,, zu unterscheiden.
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Der metrische Tensor kann auch auf sich selbst angewendet werden, um seine
Indizes herauf oder herunter zu ziehen, z.B.

g’uy = gu)\g)\l/ ) QMV == gu)\g/\y . (1067)
Daraus ergibt sich
1000
01 00
By — (g V) —
@) =6=1 001 0 (10.68)
0001

In Anlehnung an das Kronecker-Symbol §;; schreibt man in diesem Fall auch
hiufig g#, = 0¥, = o bzw. g,” =4,” =0,,.

Wir kommen nun noch einmal auf die Lorentz-Transformationen zuriick. Mit
der Einstein’schen Summenkonvention lautet Gl. (10.7)

't = A 2" (10.69)

Analog schreiben wir fiir die kovarianten Komponenten

r, =Nz, (10.70)
Andererseits gilt
Tl = Gua @ = Gua A 27 = gua A% g™z, (10.71)
Daraus ergibt sich
A = gua N5 9™, (10.72)

d.h. die Regeln fiir das Herauf- und Herunterziehen der Indizes mit Hilfe des
metrischen Tensors gelten auch fiir die Matrix (A,").
Aus der Lorentz-Invarianz von x,z*, Gl. (10.63) folgt dann

x;x'“ = Az, A, = r,a" =1, g%\ 2 (10.73)

und damit
Daraus kann man die Regeln fiir die Riicktransformation herleiten:

o’ =g\t = AN N =N (10.75)

Da A" und x'# keine Matrizen bzw. Vektoren, sondern nur deren Komponen-
ten bezeichnen, konnen wir sie vertauschen, um ein einpragsameres Ergebnis
zu erhalten:

a” =2 (10.76)
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Dies kann man sich als die Multiplikation eines Zeilenvektors mit einer Matrix
von rechts vorstellen, wihrend z.B. Gl. (10.69) Multiplikation eines Spalten-
vektors mit einer Matrix von links entspricht. Fiir die kovarinatent Kompo-
nenten ergibt sich entsprechend

z, = A", (10.77)

Bislang haben wir nur vom Vierervektor (z*), dessen kovarianter Entspre-
chung (x,) und deren Lorentz-Transformationen gesprochen. Allgemein kann
man nun auch andere physikalische Gréflen nach ihrem Verhalten unter Lo-
rentz-Transformationen klassifizieren.

e Lorentz-Skalare sind Grofien, die unter Lorentz-Transformationen inva-
riant bleiben.

e Kontra- bzw. kovariante Vierervektoren sind alle vierkomponentigen
Objekte (a*) bzw. (a,), die sich unter Lorentz-Transformationen ge-
nauso verhalten wie () bzw. (z,), also

adb=A" ¢ < d =A"a,
v w e (10.78)

v _ Iun v ! w
o =a*N) & a,=a,N,

mit den gleichen Matrizen (A*)) etc., die auch die Transformationen
der Raum- und Zeit-Koordinaten beschreiben.

Das Skalarprodukt zweier Vierervektoren ist definiert als
a-b:=a'd, = a,b". (10.79)

Skalarprodukte sind invariant unter Lorentz-Transformationen (und
damit Lorentz-Skalare), d.h.

a-V=ab. (10.80)

Dies folgt unmittelbar aus der Invarianz von z,2* und der Tatsache
dass sich Vierervektoren so transformieren wie x, bzw. x#. Insbeson-
dere sind also die Quadrate von Vierervektoren, a? := a*a,,, invariante
Groflen. In diesem Zusammenhang unterscheidet man drei Klassen von
Vierervektoren. Man sagt, ein Vierervektor (a*) ist

— zeitartig, wenn a? = a*a,, > 0,

— raumartig, wenn a* = ata, <0,
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— lichtartig, wenn a* = a*a, = 0.

Die Bedeutung dieser drei Kategorien wird deutlich, wenn man sie auf
die Differenz (Az*) = (a’*) — (x#) zweier Raumzeitvektoren anwen-
det. Hier gilt (Az)? = (cAt)? — (AZ)?, d.h. fiir lichtartige Differenzen
entspricht der rdumliche Abstand |AZ| zwischen den beiden Ereignis-
sen genau der Strecke, die das Licht in der Zeit At zuriicklegen kann.
Fiir zeitartige Differenzen ist der rdumliche Abstand dagegen geringer,
wihrend fiir raumartige Differenzen der rdumliche Abstand zwischen
den beiden Ereignissen grofler ist als die Strecke cAt, die das Licht in
der Zeit At zuriicklegen kann. Im letzteren Fall sind die beiden Ereig-
nisse also nicht kausal verbunden (vgl. Abschnitt 10.4).

Ein wichtiger Vierervektor ist der Vierergradient, dessen Komponen-
ten die Ableitungen nach z* oder z, bilden. Mit Hilfe der Kettenregel
finden wir

0 dz” 0 (10.76) 0

- LN v O 10.81

ox'*  Ox'HOxv ko Oy’ (10.81)
0 dx, 0 (10.77) 0

= ="A* . 10.82

Oz, 0w} Oz, Y 0z, ( )

Vergleich mit Gl. (10.78) zeigt dass sich a% wie ein kovarianter Vierer-

vektor a,, transformiert, a% wie ein kontravarianter Vierervektor a*.
“w
Man schreibt daher auch
0 0

Aus den Gleichungen (10.59) und (10.62) folgt andererseits fiir den
gewoOhnlichen dreidimensionalen Gradienten:

0 0

E _ [ —
AVARES pH 9z, (10.84)
Daraus ergibt sich

(0u) = ar \_ (o (10.85
w) (a%) - 6 ) : )

0 10
(0") = ( (E) )z ( fé) : (10.86)
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Anders als in Gl. (10.59) und (10.62) tritt hier das Minuszeichen vor
den rdumlichen Komponenten also im kontravarianten Vektor auf. Fiir
das Quadrat des Vierergradienten ergibt sich dann

10> =

9,0t = FHE Vv?=n0, (10.87)

also der d’Alembert-Operator, den wir in Gl. (9.36) im Zusammenhang
mit den elektromagnetischen Wellen eingefiihrt haben. O ist also ein
Lorentz-invarianter Operator.

e Tensoren 2. Stufe sind 4 x 4-Matrizen (A*), deren Komponenten sich
transformieren wie z#x":

A = NP N AP (10.88)
Analoges gilt fiir A,,, A*, und A ".

Insbesondere sind auch (A*)) und (g"”) Tensoren 2. Stufe, wobei sich
allerdings (¢g"”) unter Lorentz-Transformationen nicht &ndert:

)

10.74)
20w
= g

g = A A g = A A (10.89)

e Allgemein definiert man Tensoren n-ter Stufe als Objekte mit n Indizes,
die sich folgendermaflen transformieren:

Al Htn = NP B g (10.90)

Entsprechend definiert man (mit = = (z#))
o Skalarfelder: S'(x') = S(x)
o Vektorfelder: V'"(z') = A", V¥ (x)

e Tensorfelder: T'"(z') = A" A" T (x)

Den vierdimensionalen Raum, in dem diese Felder ,leben®, bezeichnet man
als Raumzeit oder, wenn man die mathematische Struktur mit dem metri-
schen Tensor (¢g") hervorheben mochte, als Minkowski- Raum.
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Kapitel 11

Kovariante Formulierung der
Elektrodynamik

11.1 Lorentz-Transformation von Ladungs- und
Stromdichten

In einem infinitesimalen ruhenden Quader mit Volumen dV = dx dy dz be-
finde sich die Ladung d@. Die Ladung befinde sich ebenfalls in Ruhe, so dass
kein Strom flie3t. Fiir die Ladungs- und die Stromdichte am Ort des Quaders
gilt dann: i0

=g J= 0. (11.1)
Von einem Koordinatensystem K’ aus betrachtet, das sich relativ zu dem Vo-
lumen mit Geschwindigkeit v in z-Richtung bewegt, ist das Volumen Lorentz-
kontrahiert, d.h. es gilt

1 1
di! = =dz, dy =dy, d’=dz = dV'==dV (11.2)
Y g

mit v = 1/4/1 — (v/c)? wie zuvor. Da sich die im Volumen enthaltene Ladung
nicht dndert, ergibt sich fiir die Ladungsdichte in K’

=99 _ ot @“Q_ vp
av’ av ’
d.h. die Ladungsdichte ist um den Faktor v gréfer als im Ruhesystem des

Quaders. Gleichzeitig bewegt sich in K’ die Ladung mit der Geschwindigkeit
v in negative x Richtung, d.h. es fliefit ein Strom

. dQ ,
=g W= (114

P (11.3)
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Dabei ist dt’ die Zeit, die die im Volumen dV’ enthaltene Ladung (also dQ)
benotigt, durch die Fliche dy’ dz’ hindurch zu stromen:

d /
at’ = (11.5)
v
Es gilt also
‘ vdQ)
S = gy dn = U =T (11.6)

Dies motiviert, Ladungs- und Stromdichte zu einem Viererstrom

n-()-(9)

zusammenzufassen, wobei wir analog zum Vierervektor (2#) in der Nullkom-
ponente einen Faktor c eingefiihrt haben, damit j° und j* die gleichen Dimen-
sionen besitzen. Es stellt sich dann heraus, dass (j*) ebenfalls ein Vierervek-
tor ist, sich also genauso transformiert wie (z*). Betrachten wir dazu unser
obiges Beispiel. Im urspriinglichen Koordinatensystem gilt dann j° = ¢p und
;’ = 6, also j¥ = 0. Wenn (j#) ein Vierervektor ist, sollte fiir den Viererstrom
in K’

J* = A5 (11.8)
gelten, wobei (A*)) in Gl. (10.29) gegeben ist. Explizit findet man dann

7" =9G"=Bi) =ep = P =1 (11.9)
und
Je=3"=90" = B5") = —1Bep = —vp, (11.10)
in Ubereinstimmung mit Gln. (11.3) und (11.6).

Auch die Kontinuitatsgleichung (7.10) ldsst sich mit Hilfe des Viererstroms
ausdriicken:

0 - - 10
0:—p+V-]=—— cp +0j" = 0,5" (11.11)
t cOot
N~
Ao jo

Wir erhalten also das kompakte Ergebnis

Ot = (11.12)

Man sagt dazu auch, dass (j*) ein erhaltener Viererstrom ist. Da 0,j* das
Skalarprodukt zweier Vierervektoren und damit ein Lorentz-Skalar ist, ist
dieses Ergebnis Lorentz-invariant, gilt also in allen Inertialsystemen. Wie
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wir schon frither gesehen haben, hiangt die Kontinuitdtsgleichung mit der
Ladungserhaltung zusammen. Thre Lorentz-Invarianz ist daher ein Ausdruck
der Tatsache, dass Ladungen durch den Wechsel des Koordinatensystems
weder erzeugt noch vernichtet werden konnen. In der Tat haben wir das ja
auch bei der Herleitung von Gl. (11.3) und Gl. (11.6) verwendet.

Analog zur Viererstromdichte in kénnen wir auch die in Abschnitt 9.5 ein-
gefithrte Energiedichte w des elektromagnetischen Feldes und die zugehorige
Energiestromdichte S (Poynting-Vektor) zur Viererenergiestromdichte

(S") = (?) (11.13)

zusammenfassen. Aus Gl. (9.110) folgt dann fiir die ebene Welle (S*) =
1
cw (E) und damit S*S, = 2w?(1 — 1) = 0, d.h. (S*) ist ein lichtartiger

k
Vierervektor.

11.2 Der elektromagnetische Feldstirketensor

Aus den inhomogenen Maxwell-Gleichungen hatten wir in Abschnitt 9.4 ge-
funden, dass die elektromagnetischen Potenziale in Lorenz-Eichung folgende
Wellengleichungen erfiillen (hier und im Folgenden beschrianken wir uns wie-
der auf die Gleichungen im Vakuum):

1 .

O¢ = g—pZCQ/LOp:cquO (11.14)
0

OA = joj (11.15)

Das legt nahe, das skalare Potenzial ¢ und das Vektorpotenzial A zu einem

Viererpotenzial
1
o0
My=1 ¢ 11.1
(= (7 (11.16)
zusammenzufassen, so dass die beiden obigen Gleichungen in der Form

1

geschrieben werden konnen. Da (j*) ein Vierervektor und O = 0,0” ein
Lorentz-Skalar ist (und die Konstante i natiirlich auch), muss (A*) ebenfalls
ein Vierervektor sein, damit sich beide Seiten der Gleichung gleich transfor-
mieren.
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In diesem Zusammenhang mochten wir noch einmal betonen, dass die Glei-
chungen (11.14) und (11.15) und damit (11.17) nur in Lorenz-Eichung gelten.
Die in Abschnitt 9.4 angegebene Definition dieser Eichung (,, Eichbedingung*)
lasst sich ebenfalls mit Hilfe des Viererpotenzials ausdriicken:
10 - o
0= ——¢+V-A:auAﬂ, (11.18)
2 ot
——
o A O Ak
d.h. die Eichbedingung ist Lorentz-invariant. (Fiir die Coulomb—Eichungﬁ A
ist das nicht der Fall.)

Wir wollen nun aus dgn Potenzialen die elektrischen und magnetischen Felder
berechnen. Fiir das E-Feld finden wir (s.Gl. (9.72))

0

F=-Vo-A=—cvA'—c 2 A 11.19
Vo cV Co0 ( )

und somit fiir die k-te Komponente
EF = —cOpA° — c9pAF = c(9"A° — 90 4%). (11.20)

Fiir das B-Feld ergibt sich andereseits aus B = V x A (Gl. (9.69))

B' = 0,4 — 9;A° = —(0?A® — 0°A?), (11.21)
B? = 034" — 9, A° = —(0°A' — 0'A?), (11.22)
B® = 0, A% — 9,A' = — (9" A — 0*A"). (11.23)

Wie man sieht, hdngen die Komponenten beider Felder auf recht #hnliche
Art mit rdumlichen oder zeitlichen Ableitungen des Viererpotenzials zusam-
men. Insbesondere lassen sie sich alle mit Komponenten des elektrischen
Feldstirketensors

FH .= ogFAY — 0" A* (11.24)

identifizieren. Explizit folgt aus den obigen Gleichungen

0 -—ipt —1lpz _1ps

1pt 0 -B¥ B?
(P = £E2 B3 0 _p (11.25)
i3 —-B? B! 0
Aus der Definition ergeben sich auflerdem folgende Eigenschaften:
e (FM) ist eine antisymmetrische 4 x 4-Matrix: F* = —F"". Es gibt

daher sechs unabhéngige Komponenten, die den Komponenten von F
und B entsprechen (s.o0.).
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e (F")ist ein Lorentz-Tensor 2. Stufe, d.h. unter Lorentz-Transformatio-
nen gilt
F'™ = A N FOP (11.26)

Insbesondere sind die Komponenten der E-und B-Felder nicht Lorentz-
invariant oder Komponenten separater Vierervektoren, sondern trans-
formieren sich teilweise in einander um. Qualitativ haben wir das schon
bei der Motivation des Induktionsgesetzes in Abschnitt 9.3 gesehen, bei
dem der mit der Leiterschleife mitbewegte Beobachter ein elektrisches
Feld ,sieht“, das im urspriinglichen Koordinatensystem nicht vorhan-
den war. Allerdings hatten wir dort Galilei-Invarianz der physikalischen
Gesetze vorausgesetzt, statt Lorentz-Invarianz, und sind von einer nicht
ganz richtigen Transformationsvorschrift des B-Feldes ausgegangen.

e Der Feldstérketensor ist invariant unter Eichtransformationen. Das folgt
direkt aus der Tatsache, dass £ und B eichinvariant sind.

Wir konnen dies aber auch direkt mit Hilfe des Viererpotenzials zeigen.
Aus den in Gln. (9.73) und (9.74) gegebenen Transformationsvorschrif-
ten fiir A und ¢ folgt zunéchst

A A+Vy = A o AP 9ky, (11.27)
b — d—x = A" = A" — 9%, (11.28)

insgesamt also
AF — AF — 0Py (11.29)

Daraus ergibt sich fiir die Komponenten des Feldstérketensors
Fr = 0grAY — 0" A* — O*(AY — 0"x) — 0" (A* — "))
=AY = 0" AN 0" x + 070"y = FM,

=0

(11.30)

d.h. F* ist wie erwartet eichinvariant.

11.3 Lorentz-kovariante Formulierung der
Maxwell-Gleichungen

Als néchstes berechnen wir die Viererdivergenz des Feldstérketensors:
O™ =0, (0"AY — 0V A*) = QA" — 9" 9, A" (11.31)
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Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, gilt in Lorenz-Eichung 0, A* =
0 und OA” = pp 3", s. Gln. (11.18) und (11.17). Wir finden also

O™ = g " (11.32)

Dies sind vier Gleichungen, je eine fiir v = 0, 1,2, 3. Gemafl unserer Herlei-
tung gelten sie zunédchst einmal in Lorenz-Eichung. Da jedoch F* eichinva-
riant ist, gelten sie ganz allgemein.

Die Bedeutung der Gleichungen wird klar, wenn man fiir F** den expliziten
Ausdruck (11.25) einsetzt. Das liefert (Ubung):

S |
0, F" = g 5° = V-Ezg—p (11.33)
0

- - 1 = -
0" = o ¥, k=1,2,3 = VxB=SE=pj (11.34)

Somit beinhaltet Gl. (11.32) beide inhomogenen Maxwell-Gleichungen.
Um die homogenen Maxwell-Gleichungen auf &hnliche Weise formulieren zu
konnen, definieren wir den dualen Feldstdrketensor

|
P10 = 2 Fy (11.35)

mit dem vierdimensionalen Levi-Civita-Tensor

+1 |, falls (u, v, p,0) eine gerade Permutation von (0, 1,2, 3) ist,
P = ¢ -1 e ungerade ce
0 sonst.
(11.36)
Insbesondere ist €777 total antisymmetrisch, d.h. die Vertauschung zweier
beliebiger Indizes liefert immer einen Vorzeichenwechsel.?*

Setzt man Gl. (11.25) in Gl. (11.35) ein, ergibt sich

0 -B' -B* B

B 0 lpp 1p2

B g o g |
Bl g g

(F*) = (11.37)

d.h. (F™) ergibt sich aus (F*) durch die Ersetzungen %E — Bund B —

54Mit Hilfe des metrischen Tensors kann man die Indizes auch nach unten ziehen. Es
folgt, dass €,,,0 = —€""#?. Leider gibt es in der Literatur unterschiedliche Konventionen.
Wihrend wir €912 = 1 setzen, verwenden manche Autoren €193 = 1 und damit €123 =
—1.
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Fiir die Viererdivergenz findet man zuéchst
~ 1
Ol = 5" 0, (0,45 — 0,A,) = €779, 0,4,, (11.38)

wobei wir im zweiten Term die Summationsindizes p und ¢ in einander um-
benannt und e*¥?? = —eM?? verwendet haben. Der Ausdruck auf der rechten
Seite verschwindet aber, weil €77 antisymmetrisch und 9, d, symmetrisch
in den Summationsindizes p und p ist. Dies sieht man so:
"7 9,0,A, = %e‘”’p” (3# 0,+ 0, QL) A, = (e“”p" + 6’"’“")8# 0,A, =0,
(11.39)
wobei wir im vorletzten Schritt die Summationsindizes p und p im zweiten
Term in einander umbenannt und im letzten Schritt verwendet haben, dass
der Levi-Civita-Tensor total antisymmetrisch ist. Insgesamt finden wir also

N | —

9, F" = 0. (11.40)

Die Bedeutung dieser Gleichung ergibt sich dann durch Vergleich mit den
inhomogenen Maxwell-Gleichungen und den Ersetzungen %E — Bund B —

—%E auf der linken Seite sowie p — 0 und j — 0 auf der rechten Seite:

— — 1 — —

V'Ezg—p — V.-B=0 (11.41)
0

- . 1 = - - - Lo

VxB-5E=pj — VXxE+B=0 (11.42)

Gl. (11.40) beinhaltet somit beide homogenen Maxwell-Gleichungen.
Insgesamt lassen sich die vier Maxwell-Gleichungen also durch zwei Lorentz-
kovariante Gleichungen fiir den Feldstérketensor und den dualen Feldstérke-
tensor ausdriicken:

O, F" = o j”, 9,F" =0, (11.43)

210



Kapitel 12

Relativistische Mechanik

Wir wollen nun die Gesetze der Mechanik so umformulieren, dass sie im Ein-
klang mit den Einstein’schen Axiomen stehen, insbesondere also forminvari-
ant unter Lorentz-Transformationen bleiben. Konkret bedeutet das, dass sich
die Grundgleichungen durch Lorentz-Skalare, -Vektoren oder -Tensoren aus-
driicken lassen. Da die Newton’schen Gesetze Galilei-invariant, jedoch nicht
Lorentz-invariant sind, ist klar, dass wir die Gesetze — anders als die Maxwell-
Gleichungen — nicht nur umschreiben, sondern wirklich abéndern miissen. Im
Grenzfall v < ¢ sollten sich aber wieder die bekannten Ausdriicke ergeben.

12.1 Eigenzeit und Vierergeschwindigkeit

Die Bahn eines Teilchens durch den vierdimensionalen Minkowski-Raum wird
in einem gegebenen Inertialsystem durch eine Weltlinie

beschrieben, wobei A ein zunéchst beliebiger Parameter ist.
Eine infinitesimale Verschiebung der Raumzeit entlang der Weltline ent-
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spricht dann dem Differenzial

dx® cdt dzt
Y — — i b=
(dz*) = <df) = <da’:’> mit dzt = Y dA. (12.2)

Dann ist

dat dz, = *(dt)* — (di)* = *(dr)? (12.3)

Lorentz-invariant und damit auch dr.
Die physikalische Bedeutung von dr wird deutlich, wenn wir in ein Koordi-
natensystem gehen, in dem sich das Teilchen zum betrachteten Zeitpunkt ¢/

gerade in Ruhe befindet:
[ cdt
(A=) = ("5 (12.4)

A(dr)? = da'™ da), = (dt')?, (12.5)

also dr = dt’, d.h. d7 entspricht gerade dem Zeitintervall im Ruhesystem des
Teilchens oder, anders ausgedriickt, auf einer mitgefithrten Uhr. Dieses Zeit-
intervall bezeichnet man auch als Eigenzeit-Intervall (vgl. Abschnitt 10.4.1).
In einem Koordinatensystem, in dem sich das Teilchen mit Geschwindigkeit
U bewegt (das sich also relativ zum Teilchen mit der Geschwindigkeit —o/
bewegt) gilt dann auf Grund der Zeitdilatation

Daraus folgt

dt = ydr. (12.6)

Da dr ein Lorentz-Skalar ist, bietet es sich an, die Weltlinie mit der Eigenzeit
zu parametrisieren, also (z#(\)) = (z#(7)). Dann ist die Vierergeschwindig-

keit
(u(7)) = <‘ili:> (12.7)

ein (kontravarianter) Vierervektor. Konkret findet man fiir ein Teilchen, das
sich mit Geschwindigkeit v bewegt,

oo G a dat
Tt dr

(uu):7<dg§>: (;) (12.9)

Fiir das Langenquadrat ergibt sich dann

(12.8)

und damit

2 —»2)

u'u, =% (¢ =1 A1 —p* = (12.10)



12.2 Das relativistische Trigheitsgesetz

Wir kommen nun auf das Problem zuriick, die Gesetze der Mechanik so zu

formulieren, dass sie im Einklang mit den Einstein’schen Axiomen stehen.

Da sie im Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten in die Newton’schen Gesetze

iibergehen sollten, wihlen wir als Startpunkt das zweite Newton’sche Gesetz,
d .

o (m) = F, (12.11)

auch wenn wir erwarten, dass es modifiziert werden muss. Mit

d _drd 14

= = 12.12
dt dtdr ~ydr ( )
und
7=l (12.13)
VvV=—-—U .
Y
ergibt sich daraus
d 1 .
—(m—u) =~F. 12.14
Tm=i) =1 (12.14)

Da uns bereits eine relativistische Formulierung der Elektrodynamik gelun-
gen ist, betrachten wir konkret die Kraft auf ein Teilchen mit Ladung ¢ im
elektromagnetischen Feld,

ﬁ:q<E+(Ux é)). (12.15)
Fiir die k-te Komponente der Kraft gilt damit
F* =g (B* + (5 x BYF) = q (B* + 7o' BY) (12.16)
mit dem dreidimensionalen Levi-Civita-Tensor (dem iiblichen e-Tensor)

+1 , falls (4, j, k) eine gerade Permutation von (1,2, 3) ist,
ik =¢ -1 | e ungerade cee
0 sonst,

(12.17)
vgl. Gl (11.36). Obwohl es sich bei F, 7, E und B um die gewdhnlichen
dreidimensionalen Vektoren handelt, haben wir die Komponenten hier (wie
auch schon in Kapitel 11) mit hochgestellten Indizes gekennzeichnet, um im
Folgenden beim Ubergang zu Vierervektoren und -tensoren Unklarheiten in
den Vorzeichen zu vermeiden. In dem Zusammenhang haben wir aulerdem
die Einstein’sche Summenregel auf den Fall verallgemeinert, dass auch dann
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iiber gleiche Indizes summiert wird, wenn sie beide oben stehen. In Gl. (12.16)
wird also iiber ¢ und j summiert.

Als néchstes wollen wir die elektrischen und magnetischen Felder mit Hilfe
des Feldstarketensors ausdriicken. Aus den Gleichungen (11.20) - (11.24) folgt

EF = cF* (12.18)
sowie
B'=—-F*» B?=_F3 PB’=_F12 (12.19)
was man in der Form ]
Bl = —éem"j Fmn (12.20)

schreiben kann. Daraus wiederum folgt

Ez]k UZ B] — €zk]€mnj UZ an — Uz (sz . sz) — _sz Uz' (1221)
—— 2

| —

Wir finden also fiir die k-te Komponente der Kraft
F*¥ = q (F*c — F¥) (12.22)
und damit

,yFk :q(FkO’}/C—Fki”in)
=q(F"u — FF ') = g (Fug + FM ) = ¢ F™ u, . (12.23)

Aus dem zweiten Newton’schen Gesetz ergibt sich also

d, 1 , k
—(m — =K 12.24
k) = K (12.04)
wobei K* die k-te ,rdumliche* (d.h. k € {1,2,3}) Komponente des Vierer-
vektors

Kt =qF" u, (12.25)

ist. Dagegen ist die linke Seite von Gl. (12.24) keine Vierervektorkomponen-
te, wenn wir davon ausgehen, dass die Masse m ein Lorentz-Skalar ist. Da
7 ebenfalls ein Lorentz-Skalar und (u*) ein Vierervektor ist, hatte der Aus-
druck ohne den Faktor 1/v bereits das richtige Transformationsverhalten,
das jedoch durch diesen Faktor zerstort wird. Das legt nahe, dass wir fiir die
korrekte relativistische Beschreibung, fiir die sich natiirlich beide Seiten der
Gleichung auf die gleiche Weise transformieren miissen, den Faktor 1/ auf
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der linke Seite weglassen miissen. Aulerdem sollte es dann auch eine ent-
sprechende Gleichung fiir die O-Komponenten der Vierervektoren geben. Die
Gleichung lautet damit

i(mu“) = K"|, (12.26)
dr
wobei g nun, wie iiblich, Werte von 0 bis 3 annehmen kann. Auf die Be-
deutung der 0-Komponente werden wir im néchsten Abschnitt zu sprechen
kommen.

Eine dquivalente Formulierung besteht darin, Gl. (12.24) beizubehalten (mit
einer zusétzlichen 0-Komponente), jedoch eine geschwindigkeitsabhéngige
Masse m(v) = ym(0) anzunehmen. Dabei bezeichnet man m(0) als Ruhe-
masse. Diese Sichtweise wurde zu Beginn auch von Einstein selbst vertreten,
ist aber inzwischen uniiblich. Im Folgenden verwenden wir daher Gl. (12.26)
und behandeln die Masse als Lorentz-Skalar, den wir mit der Ruhemasse
identifizieren, m = m(0).

Wir kénnen nun zu Gl. (12.14) zuriickgehen, dort ebenfalls den Faktor 1/
weglassen und dann 7 und @ wieder durch die urspriingliche Zeitkoordinate
t bzw. die Geschwindigkeit v ausdriicken. Dies liefert das modifizierte zweite
Newton’sche Gesetz®

d —

a(m'yﬁ) =F|, (12.27)
das sich von der urspriinglichen Form durch einen zusétzlichen Faktor v auf
der linken Seite (das weggelassene 1/7) unterscheidet. Da v fiir kleine Ge-
schwindigkeiten gegen 1 geht, besitzt diese Gleichung den korrekten nichtre-
lativistischen Grenzfall.

12.3 Impuls und Energie

Gl (12.27) kénnen wir in der gewohnten Form

d —
Ch=F 12.98
s ( )

schreiben, wenn wir den relativistischen Impuls mit

(12.20)

55In der veralteten Notation mit der geschwindigkeitsabhingigen Masse besitzt diese
Gleichung die Form 4 (m(v) 0) = F', d.h. man muss lediglich die Masse m in GL. (12.11)
durch m(v) = ym ersetzen. Wichtig ist, dass die Zeitableitung auch auf den Massenterm
wirkt, d.h. F = m(v) @ ist i.A. nicht richtig.
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identifizieren. Dariiber hinaus liefert Gl. (12.26) noch eine Gleichung fiir die
Nullkomponente,

d

d—(muo) = K°, (12.30)
-
die wir analog zu Gl. (12.27) auf die Form

d 1

a(fymc) = ;KO (12.31)

bringen kénnen. Um diese Gleichung zu interpretieren, werten wir die rechte
Seite wieder fiir den elektromagnetischen Fall aus:

1 1 11 1 15 1
K= —qF"u,=—-—q-F*uyy=—¢q-FE-ii=q-E-7 (12.32)
g 8 voc voc ¢
Multipliziert mit ¢ finden wir also
d 9 - dWw
— —gF 7= — 12.3
Slme) =g B =" (12.33)

—

mit der Leistung des elektromagnetischen Feldes an der Ladung % = qE U,
s. GL (9.91). Weglassen der Zeitableitungen auf beiden Seiten liefert dann
(bis auf eine Integrationskonstante, die wir auf null setzen konnen) fir die
relativistische Energie des Teilchens

E=W =ymc*| (12.34)

In der veralteten Schreibweise m(v) = ~ym entspricht das der berithmten
Formel E = m(v)c?!

Fiir kleine Geschwindigkeiten kénnen wir den y-Faktor Taylor-entwickeln:

1 1

V11— B2

Fiir die Energie ergibt sich daraus

2
E:m02<1+%l}—2+...>:m02+%mv2—|—... (12.36)
mit der Ruheenergic mc®> und der nichtrelativistischen kinetischen Energie
%va. Da konstante Terme nicht messbar sind (vgl. die Diskussion der poten-
ziellen Energie in Kapitel 1), spielt die Ruheenergie keine Rolle, solange die
Teilchenmasse konstant ist. Die Energie hat somit den korrekten nichtrelati-
vistischen Limes. Bei Umwandlungen oder Zerféllen von Teilchen in andere
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Teilchen, wie sie z.B. in der Teilchenphysik vorkommen, ist die Ruhenergie
dagegen entscheidend fiir die Energiebilanz.
Den Vierervektor (mut) auf der linken Seite von Gl. (12.26) bezeichnet man

als Viererimpuls®®
1
1y = wy _ (yme _ (P
(p*) = m(u") (Vmﬁ) ( 5 ) . (12.37)

Fiir das Lorentz-invariante Léngenquadrat folgt dann einerseits

1
Pt = — B — (12.38)
c
und andererseits
" 2 p (1210) o o
pup" = miu,ut =" m"c". (12.39)

Daraus ergibt sich die relativistische Energie-Impulsbeziehung

E? = m*c + p*c? |, (12.40)

Zieht man daraus die Wurzel

2
E = /m2 1 2@ = mc* /1 + L (12.41)

m2c?
und entwickelt den Ausdruck fiir kleine Impulse,
1 p? p?
E=mc(1+= o =ml 4+ — 12.42
mc< to st ) me” 4ot ( )

findet man auch hier wieder die nichtrelativistische kinetische Energie %
als fithrende Korrektur zur Ruheenergie. Bei hochenergetischen Prozessen,
z.B. in der Teilchenphysik, kénnen die Terme hoherer Ordnung nicht mehr
vernachléssigt werden, und man muss den vollen relativistischen Ausdruck

verwenden, um die Kinematik zu beschreiben.

56 An dieser Stelle sehen wir, dass es gut war, dass wir die im Prinzip beliebige und nicht
messbare Integrationskonstante in Gl. (12.34) auf null gesetzt haben. Bei einer anderen
Wahl wiirde die relativistische Energie nicht zusammen mit dem relativistischen Impuls
einen Vierervektor bilden.
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