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= | Tot=3 Z Jopwawg | Mt Jug =D m; (r 0125, 5 — rg)’rg)’)

a,B=1 i
J11 J12 J13
> J=| J J2 I Tragheitstensor
J31 Ja2 Jaz
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3
1 ) . .
Trot = Z Japwaws | Mt Jog =D m (r 11255 — rl
«,B=1 i
J11 J12 J13
> J=| J J2 I Tragheitstensor
J31 Ja2  Ja3
w1
= TfOf - %(Z)’Tg(:j" ("_j = w2 H u_jT = (w1 ’ wz; WS)
w3
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3
1 2 .
= |To= Z Japwaws | Mt Jog =D m (r(’) 6a5—ra’)’rg)’)
a,B=1 !
J11 J12 J13
> J=| J J2 I Tragheitstensor
J31 Jz2 Ja3
w1
= Tm,=%d§Tg(Ii, G=| wo |, @ = (wi,ws,ws).
wa

» kontinuierliche Dichteverteilung:  Jag = [ d®r' p(r”) (7/2%5 - r&ré)
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» symmetrisch: J,3 =Jgn = 6 unabhéngige Komponenten

w falls =«
0 " BHa

» Rotation um die a-Achse: wg = wdgy =

0
(zB. a=3 = w=<0>)

= Tt = %Jaa w? = J,o = Tragheitsmoment fiir die a-Achse

» Rotation mit & = wii um eine beliebige Achse 7i:

3
S Tomd 3 danan? = 1yt
B=

a,fB=1

3
— Téagheitsmoment fir die A-Richtung:  Ji= Y. Jag NaNp

a,B=1
— Die 6 J, 3 enthalten die Informationen fur unendlich viele Dreh-Richtungen!
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Transformation des Ortsvektors bei Drehung des Koordinatensystems:

3
S e , .
r'=br < =;DUU= D = Drehmatrix
l:

cosp sinp 0
z.B. Drehung um die z-Achse: D= | —sing cosey O
o 0 0 1
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Transformation des Ortsvektors bei Drehung des Koordinatensystems:

3
S e , .
r'=br < =;DUU= D = Drehmatrix
l:

Invarianz der Lange: 72 272 = i DiDy=6; <+ DD" =1
. (D = ,orthogonale Matrix®)
» Skalare (= Tensoren 0. Stufe): S’ = S, d.h. invariant unter Drehungen
» Vektoren (= Tensoren 1. Stufe)

3
= 3-komponentige GroBen, die sich wie r transformieren:  V/ = 21: D; V;
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Transformation des Ortsvektors bei Drehung des Koordinatensystems:

3
S e , .
r'=br < =;Dﬁﬁ, D = Drehmatrix
l:

3
Invarianz der Lénge: el o > Dk Dy =05 < QQT =1
k=1
(D = ,orthogonale Matrix®)

» Skalare (= Tensoren 0. Stufe): S’ = S, d.h. invariant unter Drehungen

» Vektoren (= Tensoren 1. Stufe) s
= 3-komponentige GréBen, die sich wie 7 transformieren: V) =>" D; V;
j=1

(& V' =DV)
» Tensoren 2. Stufe \ -
=3 x 3-Matrizen A mit A;l- = > DimDppAmn (& A= DADT)
- 1

m,n=
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» (J ist ein Vektor (da 1 ein Vektor ist)
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» Man kann zeigen:
» Der Tragheitstensor J ist ein Tensor 2. Stufe.
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3

/ 1 U VA

= rot = 2 Z Jaﬁ wawﬂ
a,B=1
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» Man kann zeigen:
» Der Tragheitstensor J ist ein Tensor 2. Stufe.
» Jistein Vektor (da i ein Vektor ist)
= T = Z 5“’ W,@
a,B=1

= ZZDa/D,@/J// ZmemZDﬁnwn
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» Man kann zeigen:
» Der Tragheitstensor J ist ein Tensor 2. Stufe.
» (J ist ein Vektor (da 1 ein Vektor ist)
3
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» Man kann zeigen:
» Der Tragheitstensor J ist ein Tensor 2. Stufe.
» (J ist ein Vektor (da 1 ein Vektor ist)

3
= r/ot = 15 Z J&ﬁ w&wg

a,B=1

= % Z Z Dai Dﬁ/in Z Damwmz DBan
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» Man kann zeigen:
» Der Tragheitstensor J ist ein Tensor 2. Stufe.
» (J ist ein Vektor (da 1 ein Vektor ist)
3
> JapWaps
a,B=1

= % > > DaiDgj Jj ZDameZDBan
a,f i

=1§ Z (ZDaiDam)(ZDﬁjDﬁn) J//wmwn
B

ij,mn o

!
= Trot =

n—=

1
=§ Z 5lm6]nJll(UmWn

i.j,mn

1
=32 Jjwiwj = Tt
i

— Skalar, d.h. invariant unter Drehungen des Koordinatensystems!
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Lineare Algebra: Jede symmetrische reelle Matrix ist diagonalisierbar
— Man kann das Koordinatensystem so drehen, dass

J, 0 0 J 0 0
J= 0o & o |= Jy 0

0
0 0 J 0 0 J
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Lineare Algebra: Jede symmetrische reelle Matrix ist diagonalisierbar
— Man kann das Koordinatensystem so drehen, dass

J, 0 0 J 0 0
J= 0o & o |=[0 4 o
0 0 J 0 0 J

» Achsen dieses Koordinatensystems: Haupttragheitsachsen
+» orthogonale Einheitsbasis: 7, 7, fic

» Eigenwerte von J (Jg, J; und J¢): Haupttragheitsmomente
— 6 unabhangige GréBen:

3 Haupttragheitsmomente + Richtungen der Haupttragheitsachsen (3 Winkel)
<> 6 unabhangige Komponenten von J
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» Auswertung der Rotationsenergie im Haupttragheitssystem:

Toot = % <J5w§+an727+J<wf), Wo =@+ Mo, a=&1,¢
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» Auswertung der Rotationsenergie im Haupttragheitssystem:

Toot = % <J5w§+an727+J<w§>, Wo =@+ Mo, a=&1,¢

» Klassifizierung:
» Kugelkreisel:
» symmetrischer Kreisel:

» unsymmetrischer Kreisel:

Je =y = Je
Ji=di#de  {idk}={En.C)
Je o dy # de # Je
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» Kantenléngen a, b, ¢

» homogene Massendichte pg

s a = M= pgabc

b

» Koordinatensystem:
» Ursprung = Schwerpunkt
» Koordinatenachsen parallel zu den Kanten

a/2 b/2 c/2

= Jag = [ &Prp() (F20ap —rarg) = po [ dx [ dy [ dz (F26as — rars)
—a/2 —b/2 —c/2
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—a/2 —b/2 —c/2
a/2 b/2 c/2
> Ji1 = po f ax f ay f az (y2+22)
—a/2 —b/2 —c/2
b/2 c/2
=pa(c [ dyy?+b [ dzz?) = {5poabec(b? +c?)
—b/2 —c/2

06.05.2021 | Michael Buballa | 9



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

a/2 b/2 c/2
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a/2 b/2 c/2
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—a/2 —b/2 —c/2
a/2 b/2 c/2

> J11=p0 f ax f dyf adz (y2+22)
—a/2 —b/2 —c/2

b/2 c/2

=pa(c [ dyy?+b [ dzz®) = 5po abec (b? +

—b/2 —c/2
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a/2 b/2 c/2
Jag =po [ dx [ dy [ dz (F26ap —rars)
—a/2 —b/2 —c/2
a/2 b/2 c/2

> J11=p0 f ax f dyf adz (y2+22)
—a/2 —b/2 —c/2

b/2 c/2
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a/2 b/2 c/2
Jag =po [ dx [ dy [ dz (F26ap —rars)
—a/2 —b/2 —c/2
a/2 b/2 c/2

> J11=p0 f ax f dyf adz (y2+22)
—a/2 —b/2 —c/2

b/2 c/2
=pa(c [ dyy?+b [ dzz?) = {5poabc(b? +c?) = % (b% + ¢?)
—b/2 —c/2
a/2 b/2 c/2 a/2 b/2

» Jo=po [ dx [ dy [ dz(—xy)=—poc [ dxx [ dyy=0
—a/2 —b/2 —c/2 —a/2 —b/2
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a/2 b/2 c/2
Jag =po [ dx [ dy [ dz (F26ap —rars)
—a/2 —b/2 —c/2
a/2 b/2 c/2

> J11=p0 f ax f dyf adz (y2+22)
—a/2 —b/2 —c/2

b/2 c/2
=pa(c [ dyy?+b [ dzz?) = {5poabc(b? +c?) = % (b% + ¢?)
—b/2 —c/2
a/2 b/2 c/2 a/2 b/2
» Jo=po [ dx [ dy [ dz(—xy)=—poc [ dxx [ dyy=0
—a/2 —b/2 —c/2 —a/2 —b/2

» Analog (oder durch Permutation von (1, x, a), (2, y, b) und (3, z, ¢)):
Joo = (P + &), iz =15 (@ +bP), Joy=Jig=1s1=dag =3 =0
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v

Kantenlangen a, b, ¢
» homogene Massendichte pg

- » Ursprung = Schwerpunkt
C
/’/ a » Koordinatenachsen parallel zu den
- Kanten
b
b? + ¢? 0 0
= J=N 0 A+ & 0 diagonal!

0 0 &+ b?

Haupttragheitsachsen: € =x,n=y,( =z
Haupttagheitsmomente: Jg = (b2 + ¢2), J;, = M(c? + &), Je = % (& + bP)
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Verschiebung des Koordinatenursprungs
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zwei verschiedene kérperfeste Koordinatensysteme

K*: Ursprung = Schwerpunkt
Ortsvektor des Massepunkts m;: 7*

K’: Ursprung beliebig
Ortsvektor des Massepunkts m;: 7 ()’
Ortsvektor des Schwerpunkts: R

= PO = B4r0
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zwei verschiedene kérperfeste Koordinatensysteme

K*: Ursprung = Schwerpunkt
Ortsvektor des Massepunkts m;: r)*
K’: Ursprung beliebig
Ortsvektor des Massepunkts m;: 7 ()’
Ortsvektor des Schwerpunkts: R

= FO'_R47D

» Tragheitstensor bzgl. einer Drehachse durch den Ursprung von K’:

P

=Zm"[ +7! *)25aﬁ—(Ha+f&”*)(/?5+rg)*)
I
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» Tragheitstensor bzgl. einer Drehachse durch den Ursprung von K’:

dup = Sy (R4 70005 — (R4 107)(R + 15")
i
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» Tragheitstensor bzgl. einer Drehachse durch den Ursprung von K’:

—

Jap = 2 m {(RJ' *V28ap — (Ra+ 1) (Rg + ) )}
I
=Zm; (ﬁ26a5—RaRﬂ) Zm/ (ﬁ‘i B—f() rg)*)
+2R . Zm, “bap — Ra Zm,rﬁ F"ﬂzm/

=0 =0 =0
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» Tragheitstensor bzgl. einer Drehachse durch den Ursprung von K’:

-

Jap = 2 m {(RJ' *V28ap — (Ra+ 1) (Rg + ) )}
I
=Zm; (ﬁ26QB—RaR5) Zm/ (ﬁi ﬂ—l’() rg)*)
+2R . Zm, “bap — Ra Zm,rﬁ F"ﬂzm/

=0 =0 )

=M (ﬁ25a5 - RaFr’B) + Z m; (F(f)*zgaﬁ _ rg)*rg)*>
I
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» Tragheitstensor bzgl. einer Drehachse durch den Ursprung von K’:

—

Jap = 2 m {(RJ' *V28ap — (Ra+ 1) (Rg + ) )}
I
=Zm; (ﬁ26a3—RaR5) Zm/ (ﬁi ﬂ—l’() rg)*)
+2R . Zm, “bap — Ra Zm,rﬁ F"ﬂzm/

=0 =0 =0

=M (ﬁ25a5 - RaFr’B) + Z m; (F(f)*zg(w _ rg)*rg)*>
1

= |Jap=Jog+M (F{ dap — Ra Rﬁ) ~Steiner’'scher Satz"

5 =Iragheitstensor bzgl. einer Drehachse durch den Schwerpunkt
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