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Aufgabe P5: Homogene Funktionen

Als homogen vom Grade n werden alle Funktionen f : R™ — R bezeichnet fiir die die folgende Bedingung gilt:
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a) Zeigen Sie, dass fiir eine differenzierbare Funktion f die zusatzlich homogen vom Grade n ist die sogenannte
Eulersche Homogenitdtsrelation
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Aufgabe P6: Runge-Lenz Vektor
Fiir eine Bewegung in einem Zentralpotential der Form V(r) = — definiert
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den sogennanten Runge-Lenz Vektor.

a) Zeigen Sie zunichst, dass der Drehimpuls T=3%x D eine Konstante der Bewegung ist.
b) Zeigen Sie nun unter Ausnutzung von a), dass B ebenfalls eine Konstante der Bewegung ist.

¢) Berechnen Sie |B|.

Aufgabe P7: Bertrand |

In dieser Aufgabe wollen wir einen Teil des Theorems von Bertrand beweisen, welches Aussagen iiber die Stabilitdt und
Geschlossenheit von Bahnkurven in Zentralkraftproblemen erlaubt. Zunéchst wollen wir uns mit der Stabilitdt moglicher
Bahnen beschéftigen.

Wir betrachten hierzu ein allgemeines Zentralkraftfeld der Form

F(%) =80, )

r2 er;
wobei g(r) eine beliebige in R\ {0} stetig differenzierbare Funktion ist.

a) Leiten Sie zundchst die radiale Bewegungsgleichung fiir einen Massenpunkt der Masse m her (Zylinderkoordina-
ten).

b) Betrachten Sie nun kleine Abweichungen von einer Kreisbahn mit Radius R
r(t) =R+ e(t). (5)
Entwickeln Sie die Bewegungsgleichung in linearer Ordnung um ry, =R.

¢) Finden Sie nun eine Bedingung fiir die Stabilitdt moglicher Bahnen, (Je(t)| < 1, Vt). Was ergibt sich fir den Fall
g(r) = =5 mit x > 0?




Aufgabe H3: Bertrand Il (1+2+2+3+2 Punkte)

In dieser Aufgabe wollen wir Aufgabe P7 weiterfithren und vertiefen, indem wir uns der Geschlossenheit moglicher Bahn-
kurven zuwenden. Hierfiir muss den Abweichungen von einer Kreisbahn gréRere Aufmerksamkeit geschenkt werden, was
wir im folgenden Schritt fiir Schritt tun wollen.

a)

b)

c)

d)

e)

Formen Sie zunéichst die in P7 a) hergeleitete radiale Bewegungsgleichung unter Ausnutzung der Drehimpulser-
haltung in eine zeitunabhéngige Form um (Variablenwechsel t — ).

Fiihren Sie desweiteren die Variable u = % ein und betrachten Sie kleine Abweichungen von einer Kreisbahn mit
Uy = }%. Entwickeln Sie hierzu die Bewegungsgleichung fiir die Abweichung e() von der Kreisbahn bis @(e?).
Hinweis: Lassen sie g(r) = g(%) hier noch allgemein.

Um die Geschlossenheit moglicher Bahnen genauer zu betrachten fithren wir eine Fourieranalyse der Losungen fiir
die Storung e(p) durch. Entwickeln Sie e(¢) in eine Reihe der Form

N

e(p)= Zeicos(iﬂcp). (©)]

i=0
Beschréanken Sie sich auf N = 3. Q steht hier fiir die Frequenz des linearisierten Problems, also fiir den Fall, dass
wir die Taylorentwicklung in b) bereits nach linearer Ordnung in €(y) abbrechen.

Welche Bedingung muss fiir Q gelten um geschlossene Bahnkurven zu ermoéglichen?

Setzen Sie die Entwicklung aus c) in die Bewegungsgleichung ein und bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten.

Hinweis: Vernachldssigen Sie im €()?-Teil alle Terme 0(63 5 3) baw. direkt entstehende Terme 0(cos(32y)). Behalten

Sie im €()>-Teil nur den Term proportional ei’.

Betrachten Sie nun den Fall g(u) = Kul’Qz, fiir welche Kraftfelder sind geschlossene Bahnkurven in diesem Fall
moglich?




