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1 Einleitung

Die starke Wechselwirkung ist Ursache eines Effekts der als Confinement be-
zeichnet wird und zur Folge hat, dass Quarks unter normalen Umstinden nur
gebunden, in farbneutralen Objekten, auftreten. Unter extremen Bedingungen,
das heiflt hohen Temperaturen und/oder Dichten, wird im Rahmen der Quan-
tenchromodynamik (QCD) ein Materiezustand vorausgesagt, in dem das Con-
finement aufgehoben ist und sich Quarks und Gluonen asymptotisch frei ver-
halten. Die Erforschung des sogenannten Quark-Gluon-Plasmas ist in der Phy-
sik von zentralem Interesse, da ein besseres Verstindnis der Eigenschaften von
Quarks und Gluonen sowie der starken Wechselwirkung als eine der fundamen-
talen Krifte grundlegend fiir die Forschung im Bereich der Teilchenphysik sowie
der Physik dichter Materie ist.

Das Erzeugen eines Quark-Gluon-Plasmas im Labor ist auf Grund der dazu er-
forderlichen extremen Bedingungen hochst anspruchsvoll. In Teilchenbeschleu-
nigern werden schwere Ionen mit ultrarelativistischen Geschwindigkeiten zur
Kollision gebracht, um das Quark-Gluon-Plasma in einer sehr geringen Menge
zu erzeugen. Auf Grund der Kurzlebigkeit des Materiezustands ist ein direkter
Nachweis nicht moglich. Beim Abkiihlen der Materie entstehen vor allem Ha-
dronen, deren Spektroskopie es ermdglicht, Riickschliisse tiber die Eigenschaften
der fiir kurze Zeit entstandene Form der Materie zu ziehen. Die grofiten Erfol-
ge in diesem Forschungsbereich sind bislang am RHIC-Collider in Brookhaven
erzielt worden. Weitere wichtige Fortschritte sind durch das Projekt FAIR in
Darmstadt zu erwarten.

Das natiirliche Auftreten einer Phase aus quasi-freien Quarks wird im Inneren
von Neutronensternen vermutet. Diese entstehen unter gegebenen Umsténden
bei Supernovaexplosionen massereicher Sterne und weisen derartig hohe Dichten
auf, dass sie zu den kompakten Objekten des Universums zihlen. Das Auftreten
einer Quarkphase neben der hadronischen Materie im Neutronenstern wiirde
sich auf diverse Eigenschaften wie die Masse, den Radius und das Rotationsver-
halten des Objektes auswirken. Da Neutronensterne wahrscheinlich die einzigen
Objekte sind, in denen die notwendigen Bedingungen fiir die Existenz hadroni-
scher Materie in unterschiedlichen Phasen realisiert sind, wird deren Erforschung
auch weiterhin dazu beitragen, die offenen Fragen im Bereich der Physik dichter
Materie zu kléren.

In dieser Arbeit werden die Masse-Radius-Beziehungen von Neutronensternen,
bestehend aus Quarkmaterie, untersucht. Der Schwerpunkt wird dabei auf den
Einfluss der Temperatur im Stern gelegt. Die Zustandsgleichungen, die den Be-
rechnungen zugrunde liegen, werden im Rahmen des Bag-Modells konstruiert.

In Kapitel 2 wird die Physik kompakter Objekte und Materie unter extremen
Bedingungen behandelt. Des Weiteren werden die Grundlagen der allgemeinre-
lativistischen Beschreibung kompakter Objekte dargestellt. In Kapitel 3 werden
die verwendeten Zustandsgleichungen und der numerische Formalismus einge-
fiihrt und die Ergebnisse dieser Arbeit dargelegt. Kapitel 4 soll als Einblick in
die Thematik der Gravitationswellenemisson von kompakten Objekten dienen,
da diese in Zukunft mit Hilfe von Laserinterferometern wie z.B. LIGO, Virgo



oder GEO600 Aufschluss iiber die Materie im Inneren von kompakten Objekten
geben soll.

2 Grundlagen

Dieses Kapitel soll dem grundlegenden Verstdndnis der vorliegenden Arbeit die-
nen und einen Bezug zu dem Forschungsgebiet der Materie unter extremen Be-
dingungen, speziell im Zusammenhang mit kompakten Objekten, herstellen.
Hierzu wird in Kapitel 2.1 der Ubergang von hadronischer Materie zu einer
Quarkphase bei hohen Dichten und/oder Temperaturen behandelt. In Kapitel
2.2 werden wichtige Eigenschaften kompakter Objekte dargestellt, wobei der
Schwerpunkt auf der inneren Struktur von Neutronensternen liegt. Kapitel 2.3
stellt die Grundlagen der mathematischen Beschreibung im Rahmen der allge-
meinen Relativitdtstheorie zusammen.

2.1 Kernmaterie unter extremen Bedingungen

Zusammen mit den Leptonen bilden Quarks die Elementarteilchen des Stan-
dardmodells der Teilchenphysik. Im Folgenden sollen die Eigenschaften von
Kernmaterie, also gebundenen Nukleonen, behandelt werden, die ihrerseits aus
Quarks zusammengesetzt sind. Diese tragen den Spin % und sind somit Fer-
mionen. Die Baryonenzahl eines Quarks betragt % Man unterscheidet zwischen
verschiedenen Arten von Quarks, die als Flavours bezeichnet werden und sich
in der Masse, der elektrischen Ladung sowie den Quantenzahlen Isospin, Stran-
geness, Charm, Bottomness und Topness unterscheiden. Fiir diese Arbeit wer-
den Massen sowie Ladungen unterschiedlicher Flavours benotigt. Diese sind in
Tabelle 1 zusammengestellt. Die Werte wurden [1] entnommen. Fiir eine aus-
fithrliche Darstellung der weiteren Eigenschaften sei auf [2] verwiesen.

Quarks tragen eine sogenannte Farbladung, welche die Werte rot, griin und blau
annehmen kann. Analog zur elektrischen Ladung und der elektromagnetischen
Wechselwirkung, ist die Farbladung fiir die starke Wechselwirkung zwischen
Teilchen verantwortlich. Zu jedem Quark existiert ein Antiteilchen, das als An-
tiquark bezeichnet und mit einem Balken iiber dem entsprechenden Symbol
gekennzeichnet wird (u,d,...). Wie alle Antiteilchen tragen die Antiquarks den
gleichen Spin sowie die gleiche Masse des zugehorigen Teilchens. Aufer dem
Spin weisen alle Quantenzahlen das entgegengesetzte Vorzeichen auf. Die Farbe
der Antiquarks ist die entgegengesetzte des zugehorigen Quarks und wird als
Autifarbe (antirot, antigriin bzw. antiblau) bezeichnet.

Wie bereits erwéhnt wurde, unterliegen Quarks der starken Wechselwirkung. Im
Rahmen der QCD wird die Wechselwirkung zwischen Teilchen mit Farbladung
durch den Austausch von Eichbosonen beschrieben. Die Austauschteilchen der
QCD sind die sogenannten Gluonen. Sie tragen ebenfalls eine Farbe und wech-
selwirken somit sowohl untereinander als auch mit Quarks. Eine wichtige Eigen-
schaft der QCD ist die asymptotische Freiheit. Diese beschreibt die Abnahme
der Stirke der starken Wechselwirkung bei kleinen Absténden. Als Konsequenz



’ Name \ Symbol \ Masse in MeV \ Ladung/e ‘

Up u 5 2/3
Down d 7 -1/3
Strange S 150 -1/3

Charm c 1500 2/3
Bottom | b 5000 —1/3

Top t >100000 2/3

Tabelle 1: Masse und Ladung der unterschiedlichen Quark-Flavours.

hieraus verhalten sich Quarks bei grofter Dichte ann&hernd wie freie Teilchen. Ei-
ne weitere Eigenschaft der QCD ist das bereis erwihnte Confinement, das auch
als Farbeinschluss bezeichnet wird. Es besagt, dass Farbladungen niemals isoliert
auftreten. Hieraus kann der Zusammenschluss zu farbneutralen Teilchen gefol-
gert werden. Farbneutralitét ldsst sich entweder durch den Zusammenschluss
eines Quarks und eines Antiquarks, welche Farbe und zugehorige Antifarbe tra-
gen, oder dreier Teilchen bzw. Antiteilchen unterschiedlicher Farbe erreichen.
Im ersten Fall hat das entstandene Teilchen ganzzahligen Spin. Es handelt sich
demzufolge um ein Boson. Man spricht auch von Mesonen. Im zweiten Fall ent-
steht ein Baryon bzw. ein Antibaryon. Da Baryonen aus drei Quarks bestehen,
tragen diese halbzahligen Spin und sind somit Fermionen. Die wohl prominen-
testen Vertreter der Baryonen sind die Nukleonen. Das Proton besteht aus zwei
Up- und einem Down-Quark, wihrend das Neutron aus einem Up- und zwei
Down-Quarks zusammengesetzt ist.

Ist Kernmaterie extremen Bedingungen, das heifit hohen Dichten und /oder Tem-
peraturen, ausgesetzt, kann es zu einem Phaseniibergang von hadronischer Ma-
terie zu einem Quark-Gluon-Plasma kommen. Hier ist das Confinement auf-
gehoben und die Quarks und Gluonen verhalten sich quasi-frei. Die Existenz
von Quarkmaterie in verschiedenen Phasen sowie die Eigenschaften der zuge-
horigen Phaseniibergéinge sind bislang ungewiss. Eine theoretische Vorstellung
des Phasendiagramms der QCD ist in Abbildung 1 dargestellt. Fiir Temperatu-
ren unterhalb des kritischen Punktes handelt es sich um einen Phaseniibergang
erster Ordnung, wéhrend der Phaseniibergang oberhalb des kritischen Punk-
tes kontinuierlich ist. Die Lage der Koexistenzkurve und des kritischen Punktes
sind Gegenstand der Forschung. Berechnungen im Rahmen der Gitter-QCD er-
geben fiir verschwindendes chemisches Potential eine kritische Temperatur in
der Grofenordnung von (173+£15)MeV [3]. Bei niedriger Dichte und steigen-
der Temperatur geht die Kernmaterie zunéchst in eine gasférmige hadronische
Phase iiber. Betrachtet man Kernmaterie bei niedrigen Temperaturen und an-
steigender Dichte, kdnnen sich innerhalb der hadronischen Phase zunéchst Me-
sonen und spiter Baryonen bilden. Ist das Confinement aufgebrochen, besteht
die Moglichkeit, dass sich die Quarks zu Paaren zusammenschlieffen. In Analo-
gie zu dem Zusammenschluss von Elektronen zu Cooper-Paaren in Supraleitern,
spricht man in diesem Zusammenhang von Farbsupraleitung.
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Abbildung 1: Phasendiagramm der QCD

2.2 Kompakte Objekte

Zu den kompakten Objekten des Universums zdhlen weifle Zwerge, Neutronen-
sterne und schwarze Locher. Sie entstehen durch den gravitativen Kollaps eines
massereichen Sterns, am Ende der Sternentwicklung.

Kommen die Fussionsprozesse im Inneren eines Sterns zum Erliegen, kann der
Strahlungsdruck dem Gravitationsdruck nicht mehr standhalten. Die Sternma-
terie befindet sich nicht mehr im hydrostatischen Gleichgewicht und kollabiert.
Durch die starke Komprimierung der Materie konnen thermodynamische Pha-
seniiberginge stattfinden. Das Endprodukt eines gravitativen Kollapses hingt
mafsgeblich von der Masse des Sterns ab.

Auf Grund des Pauliprinzips kénnen Fermionen nicht beliebig stark komprimiert
werden. Bei vergleichsweise geringen Massen des kollabierenden Sterns reicht
der sogenannte Entartungsdruck der Elektronen aus, um den Gravitationsdruck
zu kompensieren. In diesem Fall entsteht ein weifser Zwerg mit einer typi-
schen Masse von etwa einer Sonnenmasse (Mg) und einem Radius von etwa
5-103km. Ist die Masse des Sterns grofer als die sogenannte Chandrasekhar-
Grenze (M¢c = 1,47Mg), reicht der Entartungsdruck der Elektronen nicht aus,
um den gravitativen Druck zu kompensieren. Die Materie wird so stark verdich-
tet, dass inverser J—Zerfall stattfindet.

pt+e —n+r, (1)

Auf Grund der herrschenden Ladungsneutralitdt im Stern, kann es so theore-
tisch zu einer vollstdndigen Neutronisierung der Materie kommen. Der auf diese
Weise entstandene Neutronenstern ist durch den Entartungsdruck der Neutro-
nen stabil. Die Masse von Neutronensternen betrigt etwa 1,5M, bei Radien in
der Grofenordnung von 10km. Ist eine gewisse obere Massengrenze iiberschrit-
ten, kollabiert der Neutronenstern zu einem schwarzen Loch. Diese maximale
Masse wird Oppenheimer-Volkoff-Grenzmasse genannt und héngt stark von der
Beschaffenheit der Materie im Sterninneren ab. Je nach Wahl der Zustandsglei-



chung, kénnen theoretische Werte zwischen 1,5 und 3 Sonnenmassen berechnet
werden.

Neben der Struktur von Neutronensternen ist vor allem die Zusammensetzung
der Materie im inneren Kern ungewiss. Die Dichte nimmt von der Oberfli-
che zum Sterninneren hin zu, sodass sich unterschiedliche Phasen der Materie,
die miteinander im Gleichgewicht stehen, schalenférmig anordnen. Das hier be-
schriebene Modell ist [4] entnommen.

Die dufsere Kruste des Neutronensterns wird von einem Gitter aus Eisenatomen
und einem entarteten Fermigas aus Elektronen gebildet. Mit steigender Dichte
sind die Atomkerne auf Grund des inversen —Zerfalls stirker mit Neutronen
angereichert. Ab einer Dichte von 4,3 - 10! 25, die als neutron-drip-density
bezeichnet wird, ist es den Neutronen moglich, den Kernverbund zu verlassen.
Hier beginnt die innere Kruste des Neutronensterns, bestehend aus einer ha-
dronischen Phase aus neutronenreichen Atomkernen und einer Neutronenfliis-
sigkeit. Gleicht die Dichte im Neutronenstern der Dichte von Kernmaterie, ist
die Neutronisierung abgeschlossen. Es sind keine Atomkerne mehr vorhanden.
Der dufsere Kern enthélt Neutronen, Protonen und Elektronen. Ebenso ist das
Auftreten von Hyperonen, also Baryonen, die mindestens ein Strange-Quark
enthalten, sowie Kaonen, bei denen es sich um Mesonen aus Quark und Anti-
quark handelt, méglich. Die Dichte steigt auf zwei- bis dreifache Kerndichte an.
Im inneren Kern werden Dichten bis zu zehnfacher Kerndichte erreicht, sodass
die Bildung eines Quark-Gluon-Plasmas denkbar ist.

In dieser Arbeit finden verschiedene Zustandsgleichungen Anwendung. Deshalb
ist es im weiteren Verlauf sinnvoll, den Begriff Neutronenstern im Zusammen-
hang mit rein hadronischer Materie zu nutzen. Als Quarksterne werden dem-
nach Sterne bezeichnet, die aus einer reinen Quarkphase bestehen. Diese Art von
Stern soll hier im Vordergrund stehen. Neben Up- und Down-Quarks enthalten
die Quarksterne hier auch Strange-Quarks, welhalb man in diesem Zusammen-
hang auch von Strange-Stars spricht. Sterne, die einen dichten inneren Kern aus
Quarkmaterie enthalten, der von einem hadronischen Mantel umschlossen ist,
werden als Hybridsterne bezeichnet.

2.3 Die allgemeine Relativititstheorie
2.3.1 Die Einsteinschen Feldgleichungen

Da kompakte Objekte derartig hohe Dichten aufweisen, dass sie die Raumzeit
sehr stark kriimmen, ist eine Beschreibung im Rahmen der allgemeinen Rela-
tivitdtstheorie (ART) nétig. Im folgenden Abschnitt sollen die wichtigsten Zu-
sammenhinge, die zum allgemeinen Verstindnis dieser Arbeit notwendig sind,
dargestellt werden. Fiir das ausfiihrliche Studium der ART ist [5] zu empfehlen.
Fiir die spezielle Beschreibung kompakter Objekte auf allgemeinrelativistischem
Hintergrund sei auf [6] verwiesen.

Die ART stellt eine Erweiterung der speziellen Relativitatstheorie (SRT) dar,
welche die Gravitation mit einschliefit. Dies geschieht durch die Kriimmung der
vierdimensionalen Raumzeit, die durch die Gravitation verursacht wird. Quelle



der Gravitation ist die Energie einer Masseverteilung.
Der Zusammenhang zwischen der Kriimmung der Raumzeit und der Energie
der Masseverteilung wird durch die Einsteinschen Feldgleichungen beschrieben.

G = kT™ 2)

G" wird als Einsteintensor bezeichnet und beschreibt die Kriimmung des vier-
dimensionalen Raums auf Grundlage der Riemannschen Differentialgeometrie.
Der Energie-Impuls-Tensor 7" beschreibt die Energie der Masseverteilung. Fiir
die Einsteinkonstante gilt k = 8:46 . Hierbei steht G fiir die Gravitationskonstan-
te.

Der vierdimensionale Raum sei durch die generalisierten Koordinaten
q = (¢%, 4%, ¢, q*) beschrieben, wobei die Indizes 1-3 fiir die riumlichen Kom-
ponenten stehen und Index 4 die zeitliche Komponente darstellt. Aufgespannt
sei der Raum durch die Basisvektoren (€7, €3, €3, €y4).

Eine infinitisimale Verschiebung in diesem Raum wird durch

4
ds = Z dg'e, = dq"'e;, (3)
pn=0

beschrieben, wobei im zweiten Schritt die Einsteinsche Summenkonvention® ein-
gefiihrt wurde, die auch im Folgenden verwendet wird.

Betrachtet man infinitisimale Verschiebungen eines Punktes im Raum, kénnen
diese als Verschiebungen in einem Tangentialraum beschrieben werden, der lokal
in diesem Punkt definiert wird. Dieser soll im Gegensatz zu dem allgemeinen
vierdimensionalen Raum der Minkowski-Metrik geniigen.

Das Abstandsquadrat

4 4

(d) = 3 " (€¢0)dg" dg” = g, dg"dq” @

p=1lv=1

definiert die Metrik g,, = €€, . Diese hingt von der Wahl der Koordinaten
ab und ist nur in Kombination mit den infinitisimalen Verschiebungen, also in
Form des Abstandsquadrates, von physikalischer Bedeutung.

Um eine Orthonormalitdtsbedingung im Tangentialraum einzufiihren, wird ein
zweiter Satz von Basisvektoren (é',¢e% 3, ") konstruiert, der die Bedingung
ete, = 6% erfiillt. Man spricht von der reziproken Basis.

Fiir die infinitisimale Verschiebung dg,, gilt demnach

3 = dg,é" (5)

und die zugehorige Metrik g"” = é*e” ist durch das Abstandsquadrat

(d5)?* = g dqpdq, (6)

1{Jber doppelt auftretende Indizes wird summiert.




definiert.

Aus der Konstruktion der reziproken Basis geht u.a. hervor, dass die Metrik der
urspriinglichen Basis gleich der Inversen der reziproken Basis ist. Des Weiteren
wird ersichtlich, dass Multiplikation mit den metrischen Tensoren zu Erh6hung
bzw. Erniedrigung der Indizes fiihrt.

ng

9" =9 v (7)

dg" = g"dq,, dq, = gudq” (8)

Mit diesem Wissen ldsst sich der folgende Ausdruck aufstellen, den man als
affinen Zusammenhang bezeichnet.

1 9950 | 09or  Oguy
F)\ — _ A0 _ © 9
b= 50" (e Sl S ©)

Dieser beschreibt die Anderung eines Basisvektors bei der infinitisimalen Ver-
schiebung eines Punktes im vierdimensionalen Vektorraum.
Mit Hilfe dieses Zusammenhangs ldsst sich der Riemannsche Kriimmungstensor

Rl’)py aufstellen. Dieser beschreibt die lokale Kriimmung des Raums.

0 0
A _ A A o A A o
R/J,pl/ - (TQPFNV + Fporm/) - (aqu Fp,p + FVUF/,J,p) (10)

Aus dem Riemannschen Kriimmungstensor lassen sich der Ricci-Tensor R,
sowie das Krimmungsskalar R berechnen. Fiir diese gilt per Definition:

R, =Ry, R = RY (11)
Mit Hilfe dieser beiden Ausdriicke lasst sich der Einsteintensor aufstellen:
1
GHY = RMY — iRg“” (12)

Bei vorgegebener Metrik ist die linke Seite der Einsteingleichungen demzufolge
bekannt.

Jetzt soll der Energie-Impuls-Tensor untersucht werden. Im Hinblick auf die spé-
tere Betrachtung von Sternen, deren Inneres ndherungsweise durch eine ideale
Fliissigkeit beschrieben werden soll, betrachten wir eine solche Fliissigkeit, die
sich mit der konstanten Geschwindigkeit v = ve3 im Laborsystem bewegt. Das
Laborsystem sei durch die rdumlichen Basisvektoren (€7, €3, €5) beschrieben. Die
Basis des Ruhesystems der Fliissigkeit wird mit (a7, a, a3) bezeichnet. Der In-
dex 4 steht weiterhin fiir die zeitliche Komponente.

Fiir den Energie-Impuls-Tensor gilt

T =THee, = lea';to[;, (13)

wobei die Komponenten 7" im Ruhesystem der Fliissigkeit im Rahmen der
SRT beschrieben werden koénnen. Diese stehen in folgendem Zusammenhang
mit dem Druck p und der Energiedichte e:



Tl] _ p51j7 T44 — (14)
Der Basiswechsel zwischen dem Inertialsystem und dem Ruhesystem der Fliis-

sigkeit kann mit Hilfe der Matrixdarstellung der Lorenztransformation durch-
gefiihrt werden.

V1 — 32 0 0

o= 1 0 V1-062 0
V1 -2 0 0 1

B

0 0

—_ o O

Mit der Darstellung der Vierergeschwindigkeit

ut = 7(77; C) = 7(03 077]’ C)v Y= \/ﬁ? 6 = % (16)
gilt fiir die Komponenten der Matrix a:

4 1

— 1, pn [ 177 A v
u = cut, a; ay = g" + Fulu (17)

i

a

Fiir die Transformation von Tensoren gilt:

T = a.al T (18)

Somit ergibt sich zusammenfassend der folgende Ausdruck fiir den Energie-
Impuls-Tensor der idealen Fliissigkeit im Inertialsystem:

1
TH = Pg" + (e — P)C—Qu“u” (19)

2.3.2 Kugelsymmetrische Losung der Feldgleichungen

Im Hinblick auf die Behandlung von Sternen sollen nun die Losungen der Ein-
steinschen Feldgleichungen, innerhalb und auferhalb einer kugelférmigen Mas-
severteilung mit Radius R und Masse M, angegeben werden.

Als generalisierte Koordinaten werden Kugelkoordinaten ¢ = (r,6, ¢, ct) ver-
wendet?. Betrachtet man den statischen Fall, hiingt die Metrik lediglich von
den rdumlichen Koordinaten ab.

Als Ansatz fir das Abstandsquadrat wird

(d3)* = e ) (dr)? + r2(dB)? + r?sin®(0)(dyp)? — e22”(r)(cdt)2 (20)

gewahlt, wobei die Funktionen A\(r) und v(r) zu bestimmen sind.
Aus dem Ausdruck des Verschiebungsquadrates lassen sich die Komponenten
der Metrik direkt ablesen.

2Die zeitliche Komponente wird weiterhin mit dem Index 4 versehen.
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_ 62)\(r)

Grr Guvr =0 fir p#v

Gog = 1° g =0 fir p#Fv 91
G = r2sin*(0) g = g}w fir pu=v (21)
gag = —e?™

Wie in Kapitel 2.3.1 beschrieben, ldsst sich hieraus der Einsteintensor berech-
nen. Der Energie-Impuls-Tensor fiir eine ideale Fliissigkeit wurde dort ebenfalls
eingefiihrt.

Auch wenn sich die Zahl der zu berechnenden Elemente der auftretenden Ten-
soren durch Ausnutzung deren Symmetrie reduzieren lésst, ist die Rechnung
lang und soll hier deshalb nicht explizit durchgefiihrt werden. Eine ausfiihrliche
Darstellung ist in [5] zu finden.

Zunéchst soll die Losung auferhalb der Masseverteilung angegeben werden.
Da sich im Auflenraum keine Masse und somit keine Quelle der Gravitation
befindet, gilt R, = 0. Demnach ist das explizite Aufstellen des Einsteintensors
nicht notwendig. Es geniigt die Ausdriicke des Ricci-Tensors zu betrachten.
Man erhilt die folgenden Ausdriicke fiir die Funktionen A(r) und v(r):

1 R

2X(r 2u(r S

e2M(r) - RT , e2v(r) — 1 . (22)
Hierbei wurde der Schwarzschildradius® Rg = 224 eingefiihrt.

Setzt man diese Ausdriicke in (21) ein, erhélt man die sogenannte Schwarzschild-
metrik.

Um eine Losung fiir den Innenraum der Masseverteilung zu erhalten, miissen
die Einsteingleichungen explizit aufgestellt werden. Man erhilt

1
1— 2Gm(r)

c2r

M) = (23)

wobei unter m(r) die eingeschlossene Masse der Massenverteilung in Abhéngig-
keit der Koordinate r zu verstehen ist.

™

m(r) = /r'Qs(TZ’)dr' (24)

c
0

Einen Ausdruck fiir v(r) erhélt man durch Integration der folgenden Gleichung:

dv(r) 1 dp(r)
ar ~ p) te(r) dr (25)

Der Ausdruck fiir d’zi(:) zusammen mit (24) sowie einer Zustandsgleichung in
der Form £(p), werden als die Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) Gleichungen
bezeichnet. Sie lauten

3Fiir Neutronensterne gilt Rg > R. Anderenfalls handelt es sich um ein schwarzes Loch.
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dp(r) _ Gm(r)e(r) I+ ZE:; 1+ 47p(r)rd
dr c2r? 1 — 2Gm() m(r)c?
dm(r) 2@
e dmr 2 (26)
e =¢(p)

und bilden die Grundlage dieser Arbeit.

3 Masse-Radius-Beziehungen

In diesem Kapitel wird der Zusammenhang von Masse und Radius stabiler Stern-
konfigurationen behandelt. Von zentralem Interesse ist die maximale Masse, die
ein Stern erreichen kann, bevor er zu einem schwarzen Loch kollabiert. In Kapi-
tel 3.1 wird die numerische Methode zur Behandlung des Problems dargestellt.
Kapitel 3.2 behandelt die Zustandsgleichungen, die den Rechnungen zugrunde
liegen. Die Ergebnisse sind in Kapitel 3.3 zusammengefasst.

3.1 Losen der Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen

Um die Masse und den Radius eines Sternes bei vorgegebenem Zentraldruck p.
zu berechnen, miissen die TOV-Gleichungen (26) gelost werden. Hierzu werden
diese mit einem Eulerverfahren vom Mittelpunkt des Sterns bis zu dessen Rand
numerisch integriert.

Fiir die Startwerte gilt:

r =0, m =0, P = pe (27)

Die Wahl der Schrittweite Ar muss gewéhrleisten, dass die Werte des Drucks
und der eingeschlossenen Masse innerhalb eines Schritts anndhernd konstant
bleiben. Diese Forderung ist mit Ar = 1m erfiillt.

Nach (26) wird die Anderung des Drucks Ap und der eingeschlossenen Masse
Am nach jedem Schritt aus?

Am = drr3eAr, Ap = —% (1?&) (1 + %) Ar (28)

berechnet, wobei fiir € die jeweilige Zustandsgleichung in der Form ¢ = &(p)
eingesetzt wird.

Da der Druck an der Oberfliche des Sterns verschwindet, lautet die Abbruch-
bedingung der Integration p < 0.

Fiir die in Kapitel 3.3 dargestellten Masse-Radius-Beziehungen wird die ge-
samte Masse des Sterns, nach obigem Schema, fiir verschiedene Zentraldriicke
bestimmt.

4Es werden natiirliche Einheiten s = ¢ = 1 verwendet.
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3.2 Zustandsgleichungen
3.2.1 Das freie Neutronengas

Zur Herleitung der Zustandsgleichung des freien Fermigases bei verschwindender
Temperatur betrachtet man zunéchst ein kubisches Volumen der Kantenldnge
L, in dem sich N freie Fermionen befinden. Das Potential im Inneren des Vo-
lumens sei V = 0, wahrend aufserhalb V' = oo gilt. Dann nimmt die stationére
Schrédingergleichung die Form

h2
— M) = BU(7) (29)
an. Mit dem Ansatz einer ebenen Welle () ~ e“;’? bestimmen sich die Eigen-
werte zu E = . Durch die Wahl periodischer Randbedingungen
Y(z,y,2) = (@ + Ly, 2) = ¢(x,y + L, 2) = ¥(x,y,2+ L) (30)

erhilt man die folgenden Zusammenhinge fiir die Komponenten der Wellenvek-
toren:
ki = 2Zn;, n; ganzzahlig, i=(z,y,2) (31)

Jeder Zustand nimmt demnach das Volumen V; = (%’“)3 im k—Raum ein. Fiir

die Zustandsdichte pz gilt somit pz = (£)3. Um die Anzahl N der Teilchen
zu berechnen, muss iiber die Zustandsdichte integriert werden, wobei die Ver-
teilungsfunktion f(k) der Fermionen beriicksichtigt werden muss.

N = /pzf dsk;— (32)

Fiir die Teilchendichte p ergibt sich somit der folgende Zusammenhang:

p= /f k)dk =5 z/dek (33)

Hierbei wurde u.a. genutzt, dass die Verteilung der Fermionen, bei Vernach-
lassigung der Wechselwirkung, der Fermiverteilung geniigt. Da an dieser Stelle
Materie bei verschwindender Temperatur beschrieben wird, sind alle Zustinde
bis zur Fermienergie besetzt. Die Integration iiber die Winkelanteile liefert einen
Faktor von 4. Der Faktor « steht fiir den Entartungsgrad der Zusténde. Da es
sich hier um eine Beschreibung von Neutronen handeln soll, gilt auf Grund der
zwei moglichen Spinorientierungen v = 2.

Um die Energiedichte zu berechnen, muss der Ausdruck im letzten
Integral von (33) mit der Zustandsenergie multipliziert werden.
Fiir diese gilt’ F(p) = \/pc? + m2ct. Da in dieser Arbeit natiirliche Einheiten
verwendet werden (siehe Anhang A) | gilt p = ik = k und E(k) = Vk% + m?2.

5Da wechselwirkungsfreie Teilchen betrachtet werden, entspricht die Energie der kineti-
schen Energie.
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kr
Y
e=:L / K2E (k) dk (34)
0

Durch Losen der Integrale (33) und (34) und Ausnutzen von

oE Oe
= =p — 35
P="gy ~Pa, ° (35)
lasst sich ein Ausdruck fiir den Druck herleiten [1]. Zusammenfassend ergeben
sich folgende Zusammenhénge fiir Energiedichte, Druck und Teilchendichte des
idealen Fermigases bei T = 0:

i 2
e=21; / K2 E (k) dk (36)
0
1oy e
_t 7 2
=350 / ik (37)
0
kr
_ 0 [ 2
=t / K2dk (38)
0

Beriicksichtigt man, dass die Fermienergie auf Grund der Einschrénkung 7' = 0
dem chemischen Potential p entspricht

,u:EF:E(kF):\/k%-i-mQ (39)

erhilt man nach Losen der Integrale:

_ " 2 L o0 1 4 ptk
€=g2 {uk(u 5™ ) 5™ In( - )} (40)
_ 2 9 o 3 4 ptk
P=553 [uk(u M) + gmiin(—- )} (41)
k?)
- 42
P=33 (42)

Da in diesen Ausdriicken lediglich die Fermiimpulse kg auftreten, wird der In-
dex F auf Grund der Ubersichtlichkeit nicht ausgeschrieben. Alle auftretenden
Impulse lassen sich durch (39) eliminieren. Zur Beschreibung des freien Neutro-
nengases muss die Teilchenmasse m durch die Masse des Neutrons my ersetzt
werden. Wie bereits erldutert, gilt fiir Neutronen v = 2.

Um die Zustandsgleichung in der bendtigten Form e(p) zu erhalten, wird (41)
zunéchst numerisch nach p(p) aufgelost und anschliefend in (40) eingesetzt.
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3.2.2 Quarkmaterie bei T =0

Wie in [1] soll im Folgenden eine Zustandsgleichung fiir Quarkmaterie bei ver-
schwindender Temperatur auf Grundlage des Bag-Modells konstruiert werden.
Dieses Modell dient der Beschreibung der in Kapitel 2.1 beschriebenen Eigen-
schaften, Confinement und asymptotischer Freiheit, der QCD. Innerhalb eines
Bags, also eines bestimmten Volumens, herrscht asymptotische Freiheit. Die
darin enthaltenen Quarks kénnen sich frei bewegen. Dagegen kdnnen sie aufser-
halb nicht als freie Teilchen auftreten. Es herrscht Confinement. Dementsprech-
end lassen sich insbesondere Hadronen als Bags beschreiben. Hohe Dichten fiih-
ren dazu, dass sich die Bags iiberlappen, so dass ein einheitliches Volumen ent-
steht, in dem sich die Quarks frei bewegen kénnen. Dies entspricht dem Quark-
Gluon-Plasma. Die sogenannte Bagkonstante B kann als Druckunterschied zwi-
schen dem Aufen- und Innenraum des Bags aufgefasst werden. Zur Beschrei-
bung der Energiedichte eines Hadrons muss einerseits die kinetische Energie der
Quarks im Bag beriicksichtigt werden. Andererseits muss die Energie, die auf-
gebracht werden muss, um ein Volumen zu schaffen, in dem sich die Quarks frei
bewegen konnen, mit einflieffen.

Der verwendete Wert fiir die Bag-Konstante betriigt Bi = 145 MeV [1]. Fiir
den Einfluss des Wertes B auf die Masse-Radius-Beziehungen von Sternen, sei
auf die Arbeit [7] verwiesen.

Da sich die Quarks innerhalb des Bags wie freie Teilchen verhalten, finden die
in Kapitel 3.2.1 hergeleiteten Zusammenhénge fiir das ideale Fermigas Verwen-
dung. Es gilt:

P:Zpi*B (43)

e=)Y c+B (44)

An dieser Stelle wurde bereits beriicksichtigt, dass Quarkmaterie aus unter-
schiedlichen Teilchen besteht. Die Ausdriicke fiir Energiedichte und Druck der
Materie ergeben sich als Summe der Ausdriicke der jeweiligen Teilchensorte i.
Da im Folgenden neben Up-, Down- und Strange-Quarks auch Elektronen zu-
gelassen werden sollen, empfiehlt es sich Druck und Energiedichte in folgender
Form zu schreiben:

p=> ps+p.—B (45)
!

€:Z€f+5e+B (46)
!

Hierbei steht der Index e fiir die Elektronen und f fiir die unterschiedlichen
Quark-Flavours (u,d, s). Diese Art der Darstellung bietet sich an, da der Entar-
tungsgrad ~ fiir Quarks und Elektronen verschieden ist. Wie bereits fiir Neutro-
nen beschrieben, miissen fiir Elektronen die zwei moglichen Spinorientierungen
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beriicksichtigt werden. Es gilt v = 2. Im Fall von Quarks ergeben sich auf Grund
der drei moglichen Farbladungen zusétzliche Freiheitsgrade und somit v = 6.
Fiir das weitere Vorgehen macht man sich die Baryonenzahlerhaltung sowie die
Ladungsneutralitdt, im Stern zu nutze. Es gilt

> apps+depe =0 (47)
f
wobei hier wieder iiber die Teilchendichten aller enthaltener Teilchen summiert

wird und die Vorfaktoren ¢; der Ladung der jeweiligen Teilchen entsprechen.
Aus (42) und (39) folgt:

D apk}+qekd =0, ki=\/p2—m? (48)
f
Im Fall des freien Neutronengases, ldsst sich das chemische Potential bei der
Konstruktion der Zustandsgleichung, eliminieren. In dem hier vorliegenden Fall
von Materie, die aus mehreren Teilchensorten gebildet wird, treten ebenso viele
chemische Potentiale wie unterschiedliche Teilchen auf. Deshalb stellt man das
chemische Potential fiir jede Teilchensorte in folgender Form auf:

Wi =bips + qipr (49)
Hierbei steht b; fiir die Baryonenzahl der Teilchen. Somit gilt:

fie = —piL f = 318 + 301 fd = s = §1B — FHL (50)

Aus (40) und (41) erhilt man in beschriebener Weise und unter Beriicksichtigung
der verschiedenen Entartungsfaktoren fiir Elektronen und Quarks die folgenden
Ausdriicke fiir Energiedichte und Druck:

=3 oz |k = md) = gmdin(“L D) (1)
by [ = Joid) = gt U 4
=3 i sy = Gy ST (52)
+§ [ueke(ui - gmﬁ) + g’mzm(”egﬂ -B

Zunichst werden alle auftretenden chemischen Potentiale durch (49) ersetzt,
so dass alle Gleichungen lediglich von den Variablen pp und p; abhingen.
Einen Zusammenhang zwischen pp und py, liefert (48). Analog zum Vorgehen
in Kapitel 3.2.1, erhélt man die Zustandsgleichung in der Form &(p).
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3.2.3 Quarkmaterie bei T # 0

Zur Beschreibung des Fermigases bei verschwindender Temperatur wurde die
Tatsache genutzt, dass alle Zustinde mit Energien, bis hin zur Fermienergie,
die gleiche Besetzungswahrscheinlichkeit aufweisen. Dies ist bei endlichen Tem-
peraturen nicht gegeben. Bei steigender Temperatur konnen Fermionen, nahe
der Fermikante, Energieniveaus oberhalb der Fermieniergie besetzen. Dies hat
zur Folge, dass Zustinde mit Energien unterhalb der Fermienergie unbesetzt
sind. Dieses temperaturabhingige Verhalten wird im Fall nicht wechselwirken-
der Fermionen durch die Fermiverteilung beschrieben.

f(k) = % E(k) = vVm2 + k2 (53)

Beriicksichtigt man dies in den Gleichungen (32) bis (38), so ergeben sich die
folgenden Ausdriicke fiir Energiedichte, Druck und Teilchendichte:

= / RE(k) (£ (k) + £~ (k))dk (54)

0
r=s2s [ Ek(k) K2 () + £ (k)b (55)

0
p= ot [ W)~ £ W)k (56)

0
Die Gleichungen

FH) = s, I (k) = —pmper— (57)

beriicksichtigen, dass Antiteilchen das negative chemische Potential der zugeho-
rigen Teilchen spiiren. Zu Druck und Energiedichte tragen sowohl Teilchen als
auch Antiteilchen bei. Im Zusammenhang mit der Teilchendichte muss bertick-
sichtigt werden, dass Antiteilchen eine negative Baryonenzahl besitzen. Glei-
chung (56) ist daher als Netto-Baryonendichte aufzufassen.

Analog zu dem Vorgehen in Kapitel 3.2.2 ergibt sich fiir Materie, bestehend aus
Quarks und Elektronen, im Bag-Modell:
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™

=5 [ REAR ®)+ 7 W)k (58)
! 0

—/k;2 (k) + fo (k))dk + B

VQ;;/wawwwnka (59)
0
(FF () + f (R))ak — B
0
oe Z%/Wh) £+ = [ R0 = 5Dk (60)
! 0 0

mit

£ (k) = eEocT)lﬁa Ei(k) = /mi +k? (61)
Das Aufstellen der Zustandsgleichung in der Form £(p) erfolgt ebenfalls analog.
Es lisst sich jedoch keine analytische Losung fiir die Integrale in (54) bis (56)
finden, so dass diese numerisch berechnet werden miissen. In [1] wird eine Na-
herung vorgeschlagen, in der alle Teilchen als masselos angenommen werden. In
diesem Fall lassen sich analytisch sehr einfache Gleichungen fiir Energiedichte,
Druck und Teilchendichte finden. Da in dieser Arbeit jedoch Materie untersucht
werden soll, die neben Up- und Down- auch Strange-Quarks enthélt, deren Mas-
se im Vergleich sehr grof ist, wiirde dies hier keine gute Naherung darstellen.

3.2.4 TUbersicht der verwendeten Zustandsgleichungen
Das freie Neutronengas (FN)

Nicht wechselwirkende Neutronen bei 7" = 0.

Die Zustandsgleichung wurde in Kapitel 3.2.1 konstruiert.

Wechselwirkende Neutronen (PA)

Die Materie besteht wie im Fall des FN lediglich aus Neutronen. Es wird je-
doch zusétzlich eine Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung zugelassen. Hierauf soll
im Weiteren nicht ndher eingegangen werden, da die numerischen Ergebnisse,
basierend auf der genannten Zustandsgleichung, in dieser Arbeit lediglich dem
Vergleich von Literaturwerten dienen soll (siche Kapitel 4.4).
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Da die Zustandsgleichung von V. R. Pandharipande konstruiert wurde, soll sie
in dieser Arbeit mit PA abgekiirzt werden. Die Zustandsgleichung l&sst sich in
tabellierter Form in [8] (Table 2) finden. Zusétzlich wurde die tabellierte Niede-
renergiezustandsgleichung aus [9] ( Table 5; Abschnitte: Feynman-Metropolis-
Teller, Present Calculation, Baym-Bethe-Pethick EOS bis p < 0,2851}4 V. und

€
m
e < 47,41 ]J‘f[ni‘;), verwendet.

Quarkmaterie bei T'=0 (QTO0)

Materie bestehend aus Elektronen, Up-, Down- und Strange-Quarks. Zur Kon-
struktion der Zustandsgleichung wird der Ansatz fiir Baryonenzahlerhaltung
und Ladungsneutralitét sowie die Gleichungen (51) und (52) verwendet.

Quarkmaterie bei T # 0 (QTX)

Die Materie besteht ebenfalls aus Elektronen, Up-, Down- und Strange-Quarks.
Neben den Gleichungen (58) und (59) wird ebenfalls der Ansatz fiir Baryonen-
zahlerhaltung und Ladungsneutralitit verwendet.

Im weiteren Verlauf wird die Bezeichnung QTX genutzt, wobei X fiir die Tem-
peratur in MeV steht.

0.8 T
N ——

0.6 | B

02 | B

0.1 B

Abbildung 2: Masse-Radius-Beziehung der Zustandsgleichung FN. M ist in Ein-
heiten der Sonnenmasse angegeben, wihrend R in km aufgetragen ist.
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Abbildung 3: Masse-Radius-Beziehung der Zustandsgleichungen QTX fiir die
Temperaturen 0,40 und 60 MeV. M ist in Einheiten der Sonnenmasse angege-
ben, wéhrend R in km aufgetragen ist.

3.3 Ergebnisse

In Abbildung 2 ist die Masse-Radius-Beziehung von Neutronensternen, denen
die Zustandsgleichung des freien Neutronengases zugrunde liegt, abgebildet. Die
maximale Masse, die ein solcher Stern erreichen kann bevor er zu einem schwar-
zen Loch kollabiert, betragt M4, = 0,709Mg. Dieser Wert ist auf Grund der
vorausgesetzten Wechselwirkungsfreiheit der Neutronen im Stern sehr gering.
Die abstofiende Kraft zwischen den Neutronen bewirkt einen Anstieg des Drucks
im Inneren des Sterns, der dem Gravitationsdruck entgegenwirkt. Somit kénnen
stabile Sternkonfigurationen mit einer hoheren Masse erreicht werden. In Kapi-
tel 4.4 wird die Zustandsgleichung PA behandelt, die eine Nukleon-Nukleon-
Wechselwirkung beinhaltet. Die Masse-Radius-Beziehung ist in Abbildung 5
dargestellt. Im Vergleich zu den Ergebnissen des freien Neutronengases, wird fiir
die maximal erreichbare Masse ein realistischerer Wert von M4, = 1,659M¢g
bestimmt.

Abbildung 3 stellt die Masse-Radius-Beziehung von Sternen, bestehend aus
Strange-Quarkmaterie, dar. Das Verhalten fiir kleine Massen und Radien weicht
stark von dem gefundenen Zusammenhang fiir Neutronensterne ab. Wahrend die
Masse von Neutronensternen fiir grofse Radien kleiner wird, zeigt sich im Fall
von Quarksternen das entgegengesetzte Verhalten. Ursache hierfiir ist die starke
Wechselwirkung, durch welche die Quarkmaterie gebunden ist. Die Gravitation
fiihrt lediglich zu einer zusédtzlichen Verdichtung der Materie.

Fiir den Temperaturbereich von T'=(0 — 60) M eV wurden die Werte der maxi-
malen Masse zu M4, = (1,847 — 1,878) M, bestimint.
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Abbildung 4: Masse-Radius-Beziehung der Zustandsgleichungen QTX fiir die
Temperaturen 0, 20, 40 und 60 MeV. M ist in Einheiten der Sonnenmasse
angegeben, wihrend R in km aufgetragen ist. Fiir jede Zustandsgleichung ist
die maximale Masse gekennzeichnet.

Aus Abbildung 3 ist ersichtlich, dass der Einfluss der Temperatur auf die Masse-
Radius-Beziehung gering ist. Abbildung 4 zeigt den Bereich der maximalen Mas-
sen fiir die Temperaturen 7" =0, 20, 40 und 60 MeV . Bei gleicher Masse weisen
Sterne mit hoherer Temperatur einen groferen Radius auf. Auch die maxima-
le Masse sowie der zugehorige Sternradius werden mit steigender Temperatur
grofker. Beide Effekte werden mit wachsender Temperatur deutlicher. Der hier
behandelte Temperaturbereich geht jedoch weit iiber die Temperaturen, die im
Inneren von Neutronensternen herrschen hinaus. Lediglich bei der Entstehung
eines kompakten Objekts durch eine Supernovaexplosion werden Temperaturen
im Bereich von einigen 10MeV erreicht [1]. Innerhalb von wenigen Sekunden
kiihlt der Stern durch Emission von energiereichen Neutrinos auf sehr viel nied-
rigere Temperaturen 7' < 1MeV ab. In Tabelle 2 sind die maximalen Massen
der stabilen Sternkonfigurationen aller verwendeten Zustandsgleichungen mit
zugehorigen Radien und Zentraldriicken aufgelistet. Fiir 7' = 2MeV, was be-
reits einen zu grofen Wert fiir die Temperatur im Inneren eines Neutronensterns
darstellt, ergeben sich maximale Massen und zugehorige Radien, die um ledig-
lich AM = 0,002M¢ und AR =~ 0,004km von den Werten abweichen, die fiir
Materie bei verschwindender Temperatur bestimmt wurden.
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’ Zustandsgleichung | M in Mg \ R in km \ pe in 10°MeV?

PA 1,659 8,364 8,097
FN 0,709 9,437 1,456
QTO0 1,847 10,294
QT2 1,849 10,208
QT20 1,850 10,309 2,369
QT40 1,862 10,363
QT60 1,878 10,429

Tabelle 2: Maximale Masse und zugehoriger Radius sowie Zentraldruck aller
verwendeten Zustandsgleichungen.

4 Gravitationswellenemission von Neutronenster-
nen

Es besteht grofte Hoffnung, dass die Detektion von Gravitationswellen die Erfor-
schung der Materie im Inneren von kompakten Objekten in Zukunft stark voran
treibt. Demnach ist es von zentralem Interesse, die Ursache der Gravitations-
wellenemission zu verstehen und einen Zusammenhang zu den Eigenschaften
der Quelle zu schaffen. Vor allem bei der Entstehung eines kompakten Objekts
wird dieses in starke Schwingungen versetzt, die durch das Abstrahlen von Gra-
vitationswellen gedampft sind. Man spricht von quasi-normalen Schwingungen,
die sich durch die Komplexwertigkeit ihrer Eigenfrequenzen auszeichnen. Der
Realteil beschreibt die Frequenz v der Schwingung, wihrend der Imaginérteil
mit der Dampfungszeit 7 in Verbindung steht.

W= wy + iw; (62)

wr = 27]’y7 wi = % (63)

In Kapitel 4.1 soll ein Uberblick iiber die géingige Klassifizierung der Schwin-
gungszustinde von kompakten Objekten gegeben werden. Kapitel 4.2 dient der
Entwicklung einer einfachen mathematischen Beschreibung von axialen
w—Moden, die sich durch besonders schnelle Dédmpfung auszeichnen und des-
halb im Zusammenhang mit Gravitationswellendetektion im Vordergrund ste-
hen. Eine Moglichkeit, die Frequenzen und Dampfungszeiten dieser Moden bei
vorgegebener Zustandsgleichung zu bestimmen, ist die sogenannte Kettenbruch-
methode. Diese wird in Kapitel 4.3 vorgestellt. In Kapitel 4.4 werden die nume-
rischen Ergebnisse prasentiert.

4.1 Schwingungszustinde von Sternen

Fiir die Klassifizierung von Schwingungsmoden werden diese zunéchst in Fluid-
und Raumzeitmoden unterteilt. In dieser Arbeit werden ausschlieflich nicht ro-
tierende Sterne und axiale Schwingungen betrachtet. In diesem Fall treten keine
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Fluidmoden auf. Zur Vollsténdigkeit sollen jedoch die Eigenschaften der, fiir die
Gravitationswellenforschung géngigsten, Fluidmoden aufgefiihrt werden. Cha-
rakteristisch fiir die Raumzeitmoden, die auch als w-Moden bezeichnet werden,
ist das Fehlen jeglicher Fluidbewegung. Die Ursache fiir das Auftreten dieser
Schwingungszusténde liegt in der Kriimmung der Raumzeit.

In dieser Arbeit werden Quadrupolschwingungen (I = 2) betrachtet. Fiir jedes
[ gibt es unendlich viele Schwingungszustinde. Diesen wird eine Ordnung zu-
geteilt, wobei wachsende Ordnung wachsenden Werten von w, entspricht. Alle
angegebenen Werte sind [10] entnommen und beziehen sich auf die Schwingungs-
zustdnde niedrigster Ordnung von Neutronensternen. Der angegebenen Quelle
ist ebenfalls zu entnehmen, dass Schwingungszustinde sowohl mit wachsendem [
als auch mit wachsender Ordnung, im Hinblick auf Gravitationswellenemission,
an Signifikanz verlieren. Des Weiteren ergeben sich fiir die Werte von Frequenz
und Dampfungszeit fiir axiale und polare w-Moden vergleichsweise geringe Un-
terschiede.

Fluidmoden

e f-Mode (fundamental)
Die Frequenz betrégt (1,5-3)kH z. Sie verhalt sich proportional zum mitt-
leren Druck im Stern und zeigt kaum Abhéngigkeit von dessen innerer
Struktur. Die Dampfungszeit liegt im Bereich von (0,1-0,5)s.

¢ p-Mode (pressure)
Die Schwingung ist iiber den Druck als riicktreibende Kraft beschreib-
bar, die ein ausgelenktes Fluidteilchen zuriick in dessen Gleichgewichts-
lage bringt. Der Frequenzbereich fiir diese Mode betrégt (4-7)kHz. Die
Déampfungszeit liegt in der Grofenordnung von einigen Sekunden.

e g-Mode (gravity)
Die Riicktreibende Kraft ist der Auftrieb, der Inhomogenitéten entlang
einer Aquipotentialfliche ausgleicht. Die Frequenz nimmt Werte unterhalb
100H z an, wihrend die Dampfungszeit Tage bis Jahre betrigt.

w-Moden

¢ w/—Mode (curvature)
Die Frequenz betrigt (5-12)kH z. Die Ddmpfungszeit liegt im Bereich von
einigen zehntel Millisekunden. Sie fillt langsam mit steigender Ordnung
der Mode und steigt mit zunehmender Kompaktheit des Sterns.

e w/!—Mode (trapped)
Diese Moden treten lediglich fiir Sterne mit® R < 3M auf. Mit steigender
Kompaktheit werden die ersten w!— zu w!/ —Moden. Diese zeichnen sich
durch Frequenzen aus, die Werte zwischen einigen hundert H z und einigen

6 An dieser Stelle wird das Einheitensystem G = c = 1 verwendet. Dies hat zur Folge, dass
Radius und Masse die selbe Dimension besitzen.
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kHz annehmen. Die Dampfungszeit liegt im Bereich von einigen zehntel
Sekunden.

e w/fl—Moden (interface)
Diese Moden weisen Dampfungszeiten unterhalb einer zehntel Millisekun-
de und Frequenzen im Bereich von (2-15)Hz auf. Im Gegensatz zu den
restlichen w-Moden geht man von einer begrenzten Anzahl von interface-
Moden aus.

Eine Unterscheidung zwischen den unterschiedlichen w-Moden ist demnach iiber
das Verhalten der Ddmpfung moglich.

4.2 Schrodingergleichung fiir axiale w-Moden

Schwingungszusténde von kompakten Objekten werden im Rahmen der Sto-
rungstheorie untersucht. Hierbei wird die Metrik in folgender Form geschrieben.

Guv = gfw + hyw (64)

ggy stellt die ungestorte Hintergrundmetrik dar, fiir welche die Losungen der
Einsteingleichungen bekannt sind. In diesem speziellen Fall finden die in Kapi-
tel 2.3.2 beschriebenen Losungen, innerhalb und auflerhalb einer kugelsymme-
trischen, statischen Masseverteilung, Verwendung, um den ungestdrten Stern
zu beschreiben. Die Stérung, in diesem Fall die Schwingung des Sterns, wird
durch die Metrik hy, beschrieben, wobei |hy,| < [g),| erfiillt sein muss. Sie
fiihrt zu einer Anderung der Einsteinschen Feldgleichungen um §G,, = k0T, .
Die Losung der Einsteingleichungen fiir den Storungsterm der Metrik wird fiir
den Fall eines schwarzen Lochs in [11] durchgefiihrt. Zusitzlich dazu sind die
Unterschiede, die sich bei der Beschreibung eines Sterns ergeben, in iibersicht-
licher Form in [12] dargelegt. Hier soll lediglich die prinzipielle Vorgehensweise
erldutert werden.

Zunichst werden zwei Basen eingefiihrt, die es ermdglichen, alle auftretenden
Vierervektoren und Tensoren nach Kugelflichenfunktionen zu entwickeln, wo-
bei die Entwicklungskoeffizienten durch das Losen der Einsteingleichungen be-
stimmt werden konnen. Dadurch ist eine Aufteilung der Stérung A in

h = ho® 4 ppe! (65)

moglich, wobei sich der axiale Anteil h** unter der Paritdtstransformation
r—r, 9= T4+ 0 — 1 —0 wie (—1)¢*D verhilt, also ungerade Paritiit
aufweist und sich der polare Anteil hP°!, mit gerader Paritiit, wie (—1)! trans-
formiert.

Im Fall nicht rotierender Sterne kénnen die Einsteinschen Feldgleichungen fiir
die Anteile A% und hP°! getrennt betrachtet werden.

Mit Hilfe einer Koordinatentransformation x " = 2% + ¢%, wobei 5 mit der ein-
gefithrten Basis ebenfalls nach Kugelflichenfunktionen entwickelt wird, lassen
sich einige Komponenten von h eliminieren.
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AnschlieRend wird eine Fouriertransformation aller zeitabhingigen Grofen”
durchgefiihrt. Durch das Aufstellen der Einsteingleichungen zeigt sich, dass sich
alle Winkelanteile eliminieren lassen.

Weiterhin werden die Funktionen Z(r), V(r) und die Koordinate r, eingefiihrt,
so dass sich die letzten Ausdriicke, die aus den Einsteinschen Feldgleichungen
gewonnen wurden, in der Form

d*Z(r)
dr?

+ W=V ())Z(r)=0 (66)

schreiben lassen.

Dies wird in den angegebenen Quellen fiir den axialen sowie den polaren Anteil
durchgefiihrt. Da in dieser Arbeit lediglich der axiale Fall betrachtet wird, soll
die Notation Z%*(r) = Z(r) gelten.

Das beschriebene Schema muss einerseits fiir den Fall innerhalb des Sterns und
andererseits im Aufienraum durchgefiihrt werden.

AufRerhalb des Sterns stellt ggy die Schwarzschildmetrik dar. Wie bereits in Ka-
pitel 2.3.2 erlautert, muss nach Losungen gesucht werden, fiir die der Einstein-
tensor verschwindet. Die Ausdriicke fiir das Potential V' (r) und die Koordinate
r, lauten

Vi) =" _TfM (I + 1)r — 6M) (67)
re = 2Mlin(r — 2M) (68)

wobei die gesamte Masse des Sterns im Folgenden mit M bezeichnet wird. Fiir
die eingeschlossene Masse wird m(r) geschrieben.

Innerhalb des Sterns wird der Energie-Impuls-Tensor fiir die Losung der Ein-
steingleichungen benétigt (siehe Kapitel 2.3.2). In den Ausdriicken fiir V' (r) und
4+ treten neben den metrischen Funktionen v(r) und A(r) auch der Druck und
die Energiedichte auf.

2v(r)

Vr)= 3 (11 + D) + 4nr3(e(r) — p(r)) — 6m(r)) (69)
Ty = /eA(T)fl’(r)dr (70)
0

Innerhalb sowie auferhalb des Sterns ist Gleichung (66) konsistent mit den
Einsteingleichungen, wenn sich Z(r) im Unendlichen wie eine rein auslaufende
Welle

r— 00 Z(r) — e"wr (71)

verhélt.

THier treten die Frequenzen w, die es zu bestimmen gilt, auf.
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4.3 Formalismus

Wie es nun moglich ist, die Funktion Z(r) bzw. die komplexen Eigenfrequenzen
w = w, + iw; der Gleichung (66) zu bestimmen, soll im Folgenden erldutert
werden.

Da die Frequenzen der hier behandelten w-Moden im Vergleich zu anderen
Schwingungszustidnden hohe Imaginarteile aufweisen, ist der Umgang mit dem
Verhalten im Unendlichen schwierig, jedoch nach (71) notwendig. Eine Moglich-
keit dieses Problem zu l6sen, ist die Verwendung einer Kettenbruchmethode, die
in [13] vorgestellt wird.

Analog sollen hier im Folgenden die geometrischen Einheiten 2M =c=G =1
verwendet werden.

Zunichst wird der folgende Ansatz fiir die Funktion Z(r) gewdhlt,

Z(r)=x(r) Y any" (72)
n=0

. e . A
X(’I”)—(?“—l) lwe ZUJT" y_1_7

wobei der Abstand A die Bedingung R < A < 2R erfiillen muss. R ist der Ra-
dius des Sterns.

Fiir die Koeffizienten a,, kann eine 4-Term-Rekursionsbedingung aufgestellt wer-
den, die sich wiederum auf eine 3-Term-Bedingung reduzieren lisst.

Qnlpy1 + Bnan + Yntn_1 =0 fir n>2 (73)

Alle benétigten Ausdriicke sind in Anhang B zusammengestellt. Fiir eine aus-
fithrliche Lektiire sei auf die in [13] aufgefiihrte Literatur verwiesen.

Der Ansatz (72) fiir Z(r) entspricht nur dann, wie gefordert, einer rein auslau-
fenden Welle im Unendlichen, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist®:

A dn;yn-i-l OAé’n—erYn

fn(w):ﬁn—B TR 1_M:0 (74)
n+ B,wz—% n— ﬁnfz—‘..ag—;”
n=0,1,2..

Die Funktionen &, B und 4 folgen aus der Rekursionsbedingung (73) und kon-
nen gemaf Anhang B berechnet werden. Hierfiir ben6tigt man die Werte der
Funktion Z(r) und deren Ableitung Z " (r) = dzd—(rr) an der Stelle r = A.
Nachstehend soll das Vorgehen fiir die numerische Bestimmung der komplexen
Nullstellen der Ausdriicke (74) beschrieben werden.

Ziel ist es zunéchst, die Schrodinger-dhnliche Gleichung (66), ausgehend vom
Mittelpunkt des Sterns bis hin zu r = A, zu integrieren. Dafiir wird (66) auf ein

8Wihrend der zweite Kettenbruch des Ausdrucks endlich ist, muss bei der Berechnung
des ersten darauf geachtet werden, dass die Abbruchbedingung so gewidhlt wird, dass dieser
konvergiert.
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System von Differentialgleichungen erster Ordnung transformiert. Diese Glei-
chungen wiederum werden in Real- und Imaginérteil zerlegt.

Da die Schrodinger-dhnliche Gleichung eine Singularitdt bei » = 0 aufweist, muss
man die Startwerte fiir Z(r) und Z " (r) aus einer Entwicklung der Funktion fiir
kleine 7 bestimmen.

1

(+2)5

Z(r) =rtl 4 5 (20 = 1)e(r) — p(r)] — WwHrtt3 4 (75)

(21 + 3)

Diese wurde [14] entnommen.

Entsprechend dem Vorgehen in Kapitel 3.1 wird die Integration aller benGtigten
Gleichungen® unter Verwendung von (69) bis zum Rand des Sterns durchge-
filhrt. Die Werte der Funktionen an der Stelle r = R dienen als Startwerte fiir
die Integration auferhalb des Sterns unter Verwendung von (67) bis zur Stelle
r=A.

Anschlieffend koénnen die Ausdriicke fiir die Kettenbruchfunktionen (74) aufge-
stellt und die gemeinsamen Nullstellen bestimmt werden.

Hierbei ist zu beachten, dass es sich um eine zweidimensionale Nullstellensu-
che handelt, da w komplexwertig ist. Auch f(w) ist eine komplexe Funktion,
weshalb die Nullstellensuche fiir Real- und Imaginérteil separat durchgefiihrt
werden muss. Theoretisch miissen die Eigenfrequenzen w gemeinsame Nullstel-
len aller n Ausdriicke (74) sein. Es zeigt sich jedoch, dass es ausreicht die ersten
vier Gleichungen (n =0,1,2,3) zu iiberpriifen.

Um die Abhéngigkeit zwischen der Kompaktheit % von Sternen bei vorgege-
bener Zustandsgleichung und den mdoglichen Frequenzen und Démpfungszeiten
der Schwingungszusténde zu untersuchen, wird das beschriebene Vorgehen mit
Vorgabe unterschiedlicher Zentraldriicke, fiir die stabile Sternkonfigurationen
bestehen, durchgefiihrt.

4.4 Ergebnisse

Der beschriebene Formalismus zur Bestimmung der axialen w-Moden soll im
ersten Schritt mit den vorliegenden Ergebnissen aus [15] iiberpriift werden.
Hier finden sich neben den Masse-Radius-Beziehungen von Neutronensternen,
mit unterschiedlichen Zustandsgleichungen, die numerischen Ergebnisse fiir Fre-
quenz und Dampfungszeit der ersten axialen w-Mode. Eine Einteilung in w!—
und w!!’ —Moden wird hier nicht vorgenommen. Da keine der verwendeten Zu-
standsgleichungen auf stabile Sternkonfigurationen mit R < 3M fiihrt, ist das
Auftreten von w!!/ —Moden ausgeschlossen. Es ist zu vermuten, dass es sich bei
den angegebenen Losungen um die gefundenen Werte mit den niedrigsten Fre-
quenzen handelt.

Fiir den Vergleich wurde die in Kapitel 3.2.4 eingefiihrte Zustandsgleichung PA

9 An dieser Stelle ist zu beachten, dass zur Lésung der TOV-Gleichungen bisher natiirliche
Einheiten verwendet wurden. Deshalb miissen alle Gleichungen, die in diesem Kapitel einge-
fiihrt wurden, modifiziert werden. Lediglich die Berechnung von Gleichung (74) sollte intern
in geometrischen Einheiten durchgefiihrt werden.
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Abbildung 5: Masse-Radius-Beziehung der Zustandsgleichung PA. M ist in Ein-
heiten der Sonnenmasse angegeben, wiahrend R in km aufgetragen ist.

verwendet, die in der angegebenen Literatur mit A bezeichnet wird.

Anhand von Abbildung 5 wird deutlich, dass die Masse-Radius-Beziehung und
somit die Losung der TOV-Gleichungen korrekt reproduziert werden.

Durch Variation der Startwerte fiir die im vorherigen Abschnitt erlduterte Null-
stellensuche, konnten mehrere Losungen fiir Frequenz und Dampfungszeit der
axialen w-Moden gefunden werden. Diese stimmen jedoch nicht mit den in [15]
angegebenen Ergebnissen iiberein.

Abbildung 6 zeigt die Frequenz v der gefundenen Losungen in Abhingigkeit
von der Kompaktheit, der stabilen Sternkonfigurationen. Die gestrichelte Linie
reprasentiert die in der Literatur angegebene Losung. Die gefundenen Werte
liegen qualitativ in der erwarteten Grofenordnung weichen jedoch von den Li-
teraturwerten ab. Vor allem die Losungen mit den niedrigsten Frequenzen sind
auffallig, da diese erst ab einer Grenzkompaktheit von % ~ 0.25 auftreten. Die-
ses Verhalten ist fiir die verwendete Zustandsgleichung nicht zu erwarten, da
nach Kapitel 4.1 lediglich das Auftreten von w!/ —Moden von der Kompaktheit
des Sterns abhéingt. Wie bereits erwihnt sind die Voraussetzungen fiir das Auf-
treten dieser Schwingungszustinde fiir die Zustandsgleichung PA nicht erfiillt.
Auch die Werte der Dampfungszeit weichen von den Werten aus [15] ab. Dies
ist in Abbildung 7 veranschaulicht. Vor allem das erwartete Verhalten der Dam-
pfungszeit bei steigender Kompaktheit des Sterns ist nicht zu erkennen.
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Abbildung 6: Aufgetragen sind die Frequenzen der axialen w—Moden in kH z,
iiber der dimensionslosen Kompaktheit, der stabilen Sternkonfigurationen, de-
nen die Zustandsgleichung PA zugrunde liegt. Die gestrichelte Linie représentiert

die Ergebnisse aus [15].
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Abbildung 7: Aufgetragen sind die Ddmpfungszeiten der axialen w—Moden in
us, iber der dimensionslosen Kompaktheit, der stabilen Sternkonfigurationen,
denen die Zustandsgleichung PA zugrunde liegt. Die gestrichelte Linie reprisen-
tiert die Ergebnisse aus [15].

29



In [16] werden die Eigenfrequenzen der Schwingungen nichtrotierender schwar-
zer Locher (Schwarzschild-Typ) unter Verwendung der Kettenbruchmethode be-
stimmt. Im Gegensatz zu der Behandlung von Neutronensternen ist es im Fall
von schwarzen Lochern nicht notwendig, eine Differentialgleichung der Form (66)
zu 16sen, um die Kettenbruchbedingung (74) aufzustellen. Die Funktionen &,
3, und 4, welche zur Berechnung der Ausdriicke (74) bendtigt werden und sich
aus der Rekursionsbedingung (73) fiir den Fall schwarzer Locher ergeben, sind
gemifs Anhang C zu berechnen. In Abbildung 8 sind die ermittelten Losungen
fiir die Félle | = 2 und [ = 3 dargestellt. Die Werte stimmen mit den Ergebnis-
sen aus [16] iiberein. Da fiir die Berechnung geometrische Einheiten verwendet
wurden, sind die Werte fiir w,. und w; dimensionslos. Durch die Reproduktion
der Literaturwerte kann gefolgert werden, dass die numerischen Verfahren zum
Aufstellen der Gleichungen (74) sowie der mehrdimensionalen Nullstellensuche
nicht fehlerbehaftet sind.

Um den Fehler weiter einzugrenzen, ist ein detaillierteres Verstindnis der Lo-
sungsmethode fiir Neutronensterne, die in den Kapiteln 4.2 und 4.3 skizziert
wurde, notwendig. Dieses zu erlangen war auf Grund des vorgegebenen zeitli-
chen Rahmens der vorliegenden Arbeit nicht moglich, so dass eine Diskussion
des Zusammenhangs zwischen der Temperatur und den Schwingungszusténden
von Quarksternen an dieser Stelle nicht erfolgen kann.
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Abbildung 8: Aufgetragen sind Real- und Imaginérteil der komplexen Eigenfre-
quenzen nichtrotierender schwarzer Locher fiir die Falle [ = 2 und [ = 3.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden die Masse-Radius-Beziehungen der stabilen Sternkon-
figurationen von Neutronensternen, bestehend aus Strange-Quarkmaterie, un-
tersucht. Dafiir wurden die TOV-Gleichungen, die aus der Losung der Einstein-
schen Feldgleichung fiir eine statische, kugelsymmetrische Masseverteilung resul-
tieren, geldst. Die hierfiir benotigten Zustandsgleichungen wurden im Rahmen
des Bag-Modells konstruiert.

Von besonderem Interesse war die Temperaturabhingigkeit der Masse-Radius-
Beziehungen. Die Berechnungen fiihren zu dem Ergebnis, dass Masse und Radius
der Quarksterne bei steigender Temperatur anwachsen. Dieser Effekt ist jedoch
vor allem fiir alte Sterne, die auf Grund der Emission von Neutrinos sehr nied-
rige Temperaturen aufweisen, gering.

Abschliefsend wurde ein Einblick in die Thematik der Schwingungszustande von
Neutronensternen gegeben. Dabei stand eine Familie von Schwingungsmoden im
Vordergrund, die sich durch eine besonders schnelle Ddmpfung auszeichnet und
somit von einer vergleichsméfig starken Gravitationswellenemission begleitet
ist. Ursache dieser axialen w-Moden ist vermutlich insbesondere die Entstehung
des kompakten Objekts. Es kann daher vermutet werden, dass das Verhalten
der Frequenzen und Dampfungszeiten der Schwingungen und somit die Gravi-
tationswellensignale eine stirkere Temperaturabhéngigkeit aufweisen.

Fiir eine weitere Behandlung der Thematik sollten vor allem die verwendeten
Zustandsgleichungen an die Vorstellung von Quarkphasen im Inneren von Neu-
tronensternen angepasst werden. In dieser Arbeit wurden Sterne betrachtet, die
lediglich aus Quarkmaterie bestehen. Eine weitaus realistischere Vorstellung ist
das Auftreten eines Quark-Gluon-Plasmas im dichten inneren Kern des Sterns,
der von einer hadronischen Phase umschlossen ist.

Ebenfalls kénnte beriicksichtigt werden, dass im Inneren des Sterns hohere Tem-
peraturen herrschen als es nahe der Oberfliche der Fall ist. In dieser Arbeit
wurde ein konstanter Wert der Temperatur im gesamten Sternvolumen voraus-
gesetzt. Speziell fiir die Behandlung junger, heifser Sterne sollte das chemische
Potential der Neutrinos bei der Konstruktion der Zustandsgleichung mitberiick-
sichtigt werden.
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A Einheiten und Konstanten

In dieser Arbeit wurden fiir alle Berechnungen ausschlieflich natiirliche Einhei-
ten (h = ¢ = 1) verwendet. Lediglich in Kapitel 4.3 wurde ein geometrisches
Einheitensystem (2M = G = ¢ = 1) eingefiihrt. Dies ist an der entsprechenden
Textstelle explizit erwihnt,.

Alle Konstanten, die nicht im Text aufgefiihrt werden, wurden [2] entnommen.

B Rekursionsbedingung der Kettenbruch-Methode

4-Term-Rekursionsbedingung

Fiir die Rekursionsbedingung, die sich aus der Darstellung (72) der Funktion
Z(r) ergibt, gilt:

Qnlnt1 + ﬁnan + Ynln-1 + Ontn—2 =0 fir n2>2 (76)

1
an=(1— 2)n(n +1) (77)

A
B = —2iwA +n— 0 (78)

n = oA
_(1_§)( _1)+§—l(l+1) (79)
1

60 = 7 (n=3)(n+1) (80)
ap = %7 a = ﬁ(%@h:fx + 45 2(4)) (81)

Wiéhrend (76) fiir Neutronensterne sowie schwarze Locher giiltig ist, resultieren
(77) bis (81) aus der speziell fiir Neutronensterne geforderten Randbedingung
(71).

3-Term-Rekursionsbedungung

Gleichung (76) ldsst sich auf die folgende Form reduzieren:

@nanJrl + Bnan + fAYnanfl =0 fir n >2 (82)
n=20: (3(0 =1 Bo = %
n=1: ap=a1 =5 fn=n (83)
n>2:  Gn=an fa=f -2 4, =, - St

Auch diese Darstellung ist fiir den Fall schwarzer Locher giiltig.
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C Kettenbruchmethode fiir schwarze Locher

Fiir die Behandlung schwarzer Locher miissen die Eigenschaften der Funktion
Z(r), die in Kapitel 4.3 eingefiihrt wurde, abgewandelt werden. Wie im Fall von
Neutronensternen soll sich die Wellenfunktion im Unendlichen rein auslaufend
verhalten. Am Horizont des schwarzen Lochs wird zusétzlich die Randbedingung
einer rein einlaufenden Welle gefordert. Nach E. W. Leaver [16] lassen sich die
Koeffizienten der resultierenden Rekursionsbedingung (82) , &, B und %, die fiir
das Aufstellen der Kettenbriiche (74) bendtigt werden, zu

G =n*+2p+2)n+2p+1 (84)
Bn=—(2n2+ (8p+2)n+8p> +4p+1(l+1) —3) (85)
Am =n2 +4pn +4p* — 4 (86)

p=—iw (87)

bestimmen.
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