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Kapitel 1
Einleitung

Die Physik der Mitte des zwanzigsten Jahrhundert war stark von den Erfolgen der Kern- und Teil-
chenphysik gepréigt. In Experimenten mit Hohenstrahlung und spéter an Beschleunigern konnte
eine stetig wachsende Zahl an Teilchen nachgewiesen werden. Eine Erkldrung fiir das grofse Spek-
trum an stark wechselwirkenden Teilchen konnte Gell-Mann [1] liefern, der die beobachteten
Schemata durch Zustinde mehrerer Quarks beschrieb. Mit der Quantenchromodynamik (QCD)
wurde eine Theorie geboren [2, 3|, die die starke Wechselwirkung als Eichtheorie von Quarks
und Vektorbosonen, den Gluonen, beschrieb. Die drei moglichen Ladungen kénnen durch Farben
symbolisiert werden. Die nichtabelsche Natur der Eichgruppe SU(3) fiihrt dazu, dass, anders als
beispielsweise in der Quantenelektrodynamik, die Austauschteilchen selbst eine solche Ladung
tragen und so auch miteinander wechselwirken kénnen. Bis heute gibt es sechs bekannte Arten
von Quarks. Die leichtesten, die up- und down-Quarks, besitzen nur eine sehr geringe Masse,
wahrend strange-, charm-, bottom- und top-Quark deutlich schwerer sind.

Eine wichtige Eigenschaft der QCD ist das Confinement. So existieren aufgrund der starken Kopp-
lung der QCD keine freien, einzelnen Quarks, sondern stets nur farbneutrale Zustinde. Solche
Zustéande konnen in Mesonen, bestehend aus Quark und Antiquark, und Baryonen, bestehend aus
drei Quarks, realisiert werden. Diese Zustdnde bezeichnet man als Hadronen, zu ihnen gehéren
als bekannte Vertreter das m-Meson oder Pion sowie, als Beispiel fiir die Baryonen, die Nukleonen
Proton und Neutron. Obwohl die gewohnliche Erfahrungswelt nur diese confinierten Zustéinde
kennt, ist eine Vorhersage der QCD die asymptotische Freiheit [4, 5, 6]. Die Kopplung der starken
Wechselwirkung wird bei hohen Energien kleiner, und so wird erwartet, dass die Quarks und
Gluonen fiir hinreichend grofte Energien echte Freiheitsgrade darstellen.

Neben der Betrachtung von einzelnen Hadronen ist auch die Untersuchung von stark wechselwir-
kender Materie eine wichtige Richtung der Erforschung der Quantenchromodynamik. Aufgrund
der typischen Lingenskala der QCD von etwa 1 fm muss eine solches Ensemble von Quarks und
Gluonen nicht unbedingt makroskopische Mafstébe besitzen, um als hinreichend ausgedehnt und
somit als Materie angesehen zu werden. Man muss sich klarmachen, dass eine solche Materie sehr
auflergewohnliche Eigenschaften besitzt, da ihre Dichte die Gréfsenordnung der Dichte von Atom-
kernen besitzt. In einer solchen Materie kann nun unter bestimmten giinstigen Bedingungen ein
Ubergang von Confinement zu Deconfinement stattfinden. Dies kann zum einen geschehen, in dem
die Temperatur hinreichend angehoben wird. Dies ist auch verstindlich, da mit der Temperatur
die typischen Energien wachsen und somit die Kopplung sinkt. Die andere Mdglichkeit, einen
derartigen Ubergang zu produzieren, ist die Erh6hung der Dichte. Auch dies kann man verstehen,
in dem man die Hadronen bei steigender Dichte immer dichter packt, bis sie sich beriithren und
in einander iiber gehen. In Anlehnung an elektromagnetische Plasmen, in denen Atome in freie
Elektronen und Rumpfionen aufgelést sind, wird der Zustand, in dem die Quarks und Gluonen
nicht mehr ausschlieflich in Hadronen gebunden sind, als Quark-Gluon-Plasma (QGP) bezeich-
net. Das Auftreten von Quarks und Gluonen als zusétzliche Freiheitsgrade bedeutet jedoch nicht,
dass hadronische Zusténde und Resonanzen im Quark-Gluon-Plasma jegliche Bedeutung verlie-
ren. Diese Tatsache hebt man hervor, in dem man von stark gekoppelten Quark-Gluon-Plasmen
(sQGP) spricht.

Diese Uberlegungen wiiren zwar auch auf einer rein theoretischen Ebene sehr interessant, jedoch
stellt sich heraus, dass es in der Natur durchaus solche Materiezusténde gab und gibt. Solche
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KAPITEL 1. EINLEITUNG 4

grofen Energien und hohe Temperaturen sind wihrend der Entwicklung des Universums zwi-
schenzeitig in einem frithen Stadium aufgetreten. Anderseits erwartet man auch im Inneren von
kompakten Sternen eine extrem dichte Materie, die jedoch vergleichsweise kalt ist. Das promi-
nenteste Beispiel fiir diese Klasse von Sternen sind die Neutronensterne. Neben diesen beiden
natiirlichen Vorkommen von stark wechselwirkender Materie kénnen mittlerweile auch hinrei-
chend heifte und dichte Zusténde in Beschleunigerexperiementen erreicht werden. So sucht man
in Schwerionenkollisionen nach Hinweisen auf das Quark-Gluon-Plasma.

Die theoretische Beschreibung der fundamentalen Freiheitsgrade der Quarks und der Eichfelder
erweist sich als schwierig. Im Falle hoher Energien, wenn die Kopplung schwach ist, ist ein Zugang
iiber Storungstheorie denkbar. Fiir kleine Energien ist solch ein Zugang ungeeignet, da die starke
Kopplung eine perturbative Anndherung unmdéglich macht. So gibt es eine Anzahl verschiedener
Modelle und Methoden, die die Phianomenologie der starken Wechselwirkung reproduzieren kann.
Mit dem Ansatz der Lattice-QCD lassen im Prinzip Observable nichtperturbativ berechnen. Es
gibt jedoch zahlreiche Schwierigkeiten, wie die Beschreibung der leichten Quarks up und down.
Kompliziert ist zudem die Beriicksichtigung eines endlichen chemischen Potentials und somit einer
grofien Dichte. Im Limes verschwindender Kopplung, also bei sehr hoher Temperatur und Dichte,
lassen sich physikalische Eigenschaften auch storungstheoretisch beschreiben. Des weiteren gibt es
eine Zahl effektiver Modelle, die auf begrenzte Giiltigkeitsbereiche zugeschnitten sind. Prominente
Beispiele fiir diese Theorien sind Bag-Modelle (auf der Basis von [7, 8]), die chirale Stérungstheorie
(eine Ubersicht bietet zum Beispiel [9]) und das Nambu-Jona-Lasinio-Modell [10, 11]. Das letztere,
kurz als NJL-Modell bezeichnet, bildet die Grundlage zu Berechnungen in dieser Diplomarbeit.
Da stark wechselwirkende Materie einen Ubergang von Confinement zu Quark-Gluon-Plasma bei
hinreichend hohen Dichten und Temperaturen vollzieht, kann man sich fragen, ob dies unter ther-
modynamischen Gesichtspunkten einem Phaseniibergang entspricht. Ein solcher Phaseniibergang
ist mit einem Ordnungsparameter verbunden, dessen Verhalten als Funktion von Temperatur und
chemischem Potential eine Ordnung des Phaseniibergangs definiert. Derartige Phaseniibergénge
separieren die verschiedenen Phasen eines Phasendiagramms voneinander. Das bekannteste Bei-
spiel eines Phasendiagramms ist wohl das Phasendiagramm von Wasser, das bereits generische
Eigenschaften zeigt. Es wurden Phasendiagramme mit Hilfe verschiedener Beschreibungen der
QCD vorgeschlagen. Neben dem Bereich von Hadronen und Kernen enthalten diese Diagramme
auch das Quark-Gluon-Plasma. Neben diesen beiden Phasen, so es tatséchlich solche sind, wer-
den auch weitere Phasengrenzen und Zusténde beschrieben, wie zum Beispiel farbsupraleitende
Phasen bei hohen Dichten.

Experimentell gibt es vielfdltige Bemiihungen, das Quark-Gluon-Plasma zu erreichen und die
berechneten Phasendiagramme zu iiberpriifen. So werden beim Stoft zweier schwerer Ionen in Be-
schleunigerexperimenten extrem energiereiche so genannte Feuerbille produziert, mit denen man
hofft, hinreichend weit in das QCD-Phasendiagramm vorstofen zu kénnen. Solcherlei Bemiihun-
gen finden beispielsweise am RHIC statt (siehe zum Beispiel [12]). Dass solche expandierende Bille
mit Formalismen der Gleichgewichts-Thermodynamik wie Phaseniibergénge beschrieben werden
konnen, setzt voraus, dass die Materie hinreichend schnell thermalisiert. Solche Relaxationszeiten
liegen angesichts der starken Kopplung nahe, und das Experiment scheint zu bestitigen, dass der
Feuerball mit der Physik des Gleichgewichts zu beschrieben werden kann.

Eine erfolgreiche Art der Beschreibung der Entwicklung von derartigen Feuerbillen ist die Ver-
wendung der relativistischen Hydrodynamik. Diese Theorie, die das raumzeitliche Verhalten von
Fluiden behandelt, wird zum Beispiel auch fiir die Materie im Inneren von Sternen verwen-
det. Doch auch im Feuerball einer Schwerionenkollision lassen sich Fliisse und Diffusionsprozesse
untersuchen [13, 14]. Das Ergebnis derartiger Experimente hat interessante und iiberaschende
Konsequenzen. Die hydrodynamischen Eigenschaften, die bei den RHIC-Experimenten gemessen
wurden, legen nahe, dass das Verhalten des Quark-Gluon-Plasmas dem einer idealen Fliissigkeit
ahnelt [15]. Ein Charakteristikum einer idealen Fliissigkeit ist ihre Scherviskositit. Besitzt eine
modellhafte ideale Fliissigkeit die Viskositét null, so ist das fiir reale Fliissigkeiten nicht moglicht.
Die Scherviskositdt des Quark-Gluon-Plasmas ist also klein - doch was bedeutet klein in diesem
Zusammenhang?

Aufgrund einer Dualitéitsbeziehung kénnen hydrodynamische Eigenschaften von Feldtheorien mit
Methoden von Stringtheorien berechnet werden. Aus einer solche AdS/CFT-Korrespondenz wur-
de gefolgert, dass das Verhéltnis von Scherviskositdt zu Entropiedichte ein Minimum nicht un-
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terschreiten kann. Die Ergebnisse am RHIC legen nahe, dass das Quark-Gluon-Plasma nahe an
diese Grenze heran kommt - weit ndher als andere, womdglich vertrautere Fluide.

Es ist bisher noch nicht gelungen, aus einer Theorie heraus das Verhalten von Transportkoeffi-
zienten im Phasendiagramm vorherzusagen. Die Schwierigkeit solcher Berechnungen liegt auch
an der Unzuldnglichkeit des ginigigen Mean-field-Ansatzes, der im NJL-Modell gewdhlich den
Rahmen von Berechnungen bildet. Ansétze zu einer theoretischen Beschreibung sind freilich vor-
handen. Im Nambu-Jona-Lasinio-Modell wurde so bereits die Scherviskositdt berechnet, in dem
von Mean-field-Methoden abgewichen wurde. Dies geschah jedoch mit einem phinomenologischen
Ansatz [16], der Eigenschaften nicht aus dem Modell selbst heraus folgerte, sondern vorgab. Die
Notwendigkeit eines solchen Vorgehens ldsst sich vermeiden, wenn es gelingt, eine Ndherung durch-
zufiihren, die ohne phénomenologische Eigenschaften die Berechnung der Viskositét zuldsst. Eine
solche Moglichkeit der Beschreibung stellt die Erweiterung der Mean-field-Rechnung dar. Ein
solches Vorgehen, dass die Mean-field-Ergebnisse als fithrende Ordnung einer Entwicklung sieht
und sie so konsistent um weitere Terme bereichern kann, wurde im NJL-Modell bereits erfolg-
reich durchgefiihrt [17]. Diese Entwicklung, die nach Ordnungen der Anzahl der Farbladungen
geschieht, bildet die Grundlage fiir die Berechnung der Scherviskositit in dieser Arbeit.

In den Kapiteln 2 und 3 werden wir zunéchst die Grundlagen des Modells vorstellen. Diese um-
fassen auch die Vorstellung der verwendeten Ndherungsmethoden. Wesentliche Ergebnisse dieser
Kapitel sind die Beschreibungen von Quarks und Mesonen. In Kapitel 4 werden wir das zugeho-
rige Phasendiagramm berechnen und diskutieren. Hier werden verschiedene Szenarien bei einem
Ubergang ins Quark-Gluon-Plasma vorgestellt. Auch die Entropiedichte, durch die AdS/CFT-
Korrespondenz mit hydrodynamischen Charakteristiken verkniipft, kann in diesem Kapitel ge-
wonnen werden. Wir werden dazu Mean-field-Berechnungen verwenden und Korrekturen durch
mesonische Fluktuationen diskutieren. In Kapitel 5 wird die Scherviskositéit im NJL-Modell be-
rechnet. Dabei gelingt es uns, auf der bisher exisiterenden Grundlage [16, 17] aufbauend diese
Grofse zu berechnen. Wir diskutieren die Scherviskositit an verschiedenen relevanten Stellen des
QCD-Phasendiagramms und vergleichen sie mit der Entropiedichte, um das Verhalten des Fluids
bewerten zu konnen. Es gelingt uns dabei, die qualitativen viskosen Eigenschaften des Quark-
Gluon-Plasmas im Experiment auch in der Theorie wiederzufinden.



Kapitel 2

Das Nambu-Jona-Lasinio-Modell

In diesem einfiihrenden Kapitel werden einige wesentliche Aspekte des Nambu-Jona-Lasinio-
Modells vorgestellt. Diese Darstellung erhebt keinen Anspruch darauf, ein erschopfender Uber-
blick iiber die Materie zu sein, sondern hat vielmehr zum Ziel, dem Leser das Modell zu erkliren
und ihn auf das weiterfithrende dritte Kapitel vorzubereiten. Dies besteht im Wesentlichen darin,
die Standardapproximationen Hartree+RPA vorzustellen. Das dritte Kapitel, welches im Gegen-
satz zum zweiten das Nambu-Jona-Lasinio-Modell im Medium und nicht im Vakuum behandelt,
wird auf viele Aspekte genauer eingehen. Diese Behandlung ist in sofern sinnvoll, als dass die
Vakuumeigenschaften stets als Spezialfall der Mediumbeschreibung hervorgehen.

2.1 Einfiihrung

2.1.1 Motivation

Nambu und Jona-Lasinio stellten 1961 eine Analogie zwischen der Energieliicke (Gap) eines BCS-
Supraleiters und der Masse eines Dirac-Teilchens auf. Die Elektronen eines BCS-Supraleiters (BCS
nach Bardeen, Cooper und Schrieffer, [18]) kondensieren durch ihre Wechselwirkung (die man
sich als stark abgeschirmte Coulombabstoftung und Anziehung durch Phonon-Wechselwirkungen
realisiert denken kann) in den sogenannten BCS-Grundzustand. Das Anregungsspektrum dieses
Systems weist nun eine Energieliicke zwischen dem Grundzustand und angeregten Zustinden
auf. Die Existenz dieser Energieliicke fiihrt zum Phénomen des Verschwindens des elektrischen
Widerstandes. Dies stelle man der Theorie relativistischer Fermionen in Diracscher Interpretation
gegeniiber. Zwischen den Teilchen-Zustéinden und dem mit Antiteilchen gefiillten Dirac-See ist
ebenfalls eine Energieliicke (der Grofe 2m). Nambu und Jona-Lasinio schlugen nun vor, dass man
die Massen von Dirac-Quasi-Teilchen (deren Antiteilchen also als Locher interpretiert werden) als
Gap von selbstwechselwirkenden Fermionen betrachten kann.

Diesen im Prinzip sehr allgemeinen Ansatz wendeten sie nun in der Kernphysik an. Das Nambu-
Jona-Lasinio-Modell beschrieb in seiner urspriinglichen Fassung [10] die Wechselwirkungen von
Nukleonen. Spater wurde es als ein Modell, das Quarks beschreibt, uminterpretiert. Das wesentli-
che Element der Wechselwirkung ist die Implementierung der Erhaltung der chiralen Symmetrie.

2.1.2 Das NJL-Modell

Das Nambu-Jona-Lasinio-Modell, wie es in dieser Arbeit verwendet werden wird, wird durch die
Lagrangedichte _ _ _
L =i —mo)p + gl(Y1))* + (PinsT)?] (2.1)

beschrieben. Hierbei ist mg die Stromquarkmasse und ¢ die (nicht dimensionslose) Kopplungs-
konstante. Die Felder 1 beschreiben die Quarks und besitzen Dirac-, Isospin- und Farbindizes.
Die beiden Wechselwirkungen I'y; haben ebenfalls diese Struktur.

Dy = I @ PPt @ ppler (2.2)
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Diese Wechselwirkungen sind M € {0, 7%}.
I, = 1elxl (2.3)
Iro = i7507°®1 (2.4)

7 ist die Paulimatrix im Isospinraum.

Die Anzahl der Farben (N.) und der Flavors (Ny) ist nicht im Modell festgeschrieben. In dieser
Diplomarbeit wird ausschlieflich das 2-Flavor-NJL-Modell benutzt, das sich auf up- und down-
Quarks beschriankt. Diese Beschrinkung ist nicht zwingend, auch strange-Quarks kénnen mit
einem Ny = 3-Modell beschrieben werden. Die Einfliisse von strange-Quarks werden jedoch in der
gesamten Arbeit vernachlissigt. Uberdies werden up- und down-Quarks als entartet angenommen.
Es mag hilfreich sein, sich zumindest einmal, am Anfang, die zugehorigen Feldoperatoren v mit
ihren Indizes als Vektoren vorzustellen.

Hier bei sind u und d die Dirac-Spinoren der up- und down-Quarks. v ist also ein 24-komponen-
tiges Objekt.

2.1.3 Symmetrien

Nach dem Noether-Theorem sind die Symmetrien der Lagrangedichte £ mit den Erhaltungssét-
zen des Systems verkniipft und daher von Relevanz. Das NJL-Modell weist die Ny = 2-QCD-
Symmetrien auf. Es ist invariant unter den folgenden unitiren Transformationen.

Baryonenzahlerhaltung

Die Baryonenzahlerhaltung resultiert aus der U(1)-Symmetrie
1 — exp(—ia)y, a € R. (2.6)

Die Quarkfelder 1 kénnen also mit einer globalen Phase o« multipliziert werden, ohne, dass sich
dadurch physikalische Observablen dndern. Die Erhaltung der Baryonenzahl ist eine wichtige
Eigenschaft der starken Wechselwirkung.

Invarianz unter Rotation im Isospin-Raum

Die SUy (2)-Transformation gehort ebenfalls zu den Symmetrien des Modells.
¥ — exp(—iT-0/2)1, § € R (2.7)

Hier wird das Feld ¢ im Isospin-Raum rotiert.

Chirale Symmetrie und chiraler Limes

Falls mo = 0, existiert die SU4(2)-Symmetrie
W — exp(—iysT - 0/2)0, § € R2. (2.8)

Die Invarianz unter SUy (2) ® SU4(2) wird auch als chirale Symmetrie bezeichnet. Wir nennen
daher auch im folgenden den Fall mg = 0 den chiralen Limes. Man beachte, dass mg, wenn schon
nicht null, so jedoch klein ist. Die chirale Symmetrie ist im diesem Sinne eine approximative
Symmetrie.
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2.1.4 Feynman-Regeln

Um das NJL-Modell mit diagrammatischen Techniken zu untersuchen, konnen Feynman-Regeln
aufgestellt werden.
Fiir jeden (nackten) Quark-Propagator:

------- = iSo(p) = i(p— mo + i€) ! (2.9)
Fiir jeden Vertex:

v, — i, =2igl®1 (2.10)

=il =2igysT" ® 957" (211)

Fiir jeden geschlossenen Fermionen-Loop mit Loop-Impuls &:

4
—/(gTI)ZTr (2.12)

Das Vorzeichen vor den Vertices i1, sind von der verwendeten Definition abhéngig. Die Verwen-
dung des positiven Vorzeichens erscheint uns fiir einen Vierpunktvertex die besser Wahl.

2.2 Quarks

2.2.1 Konstituentenquarks

Die elementaren Teilchen der Quantenchromodynamik sind die von Gell-Mann benannten Quarks.
Nun ist es jedoch so, dass schon allein der Begriff eines einzelnen Quarks, eines so genannten
Stromquarks, etwas problematisch ist. Denn nicht umsonst wird die zugrunde liegende Wechsel-
wirkung auch starke Wechselwirkung bezeichnet, und ein hypothetisches einzelnes Quark wére
stets von einer Wolke Quarks, Antiquarks und Gluonen umgeben. Der Begriff eines einzelnen
Teilchens ist aus feldtheoretischer Sicht als Anregung in Storungstheorie oder Greensfunktion zu
sehen - der Ansatz eines einzelnen Stromquarks ist jedoch unangemessen.

Ein Ansatz, um eine realistischere Beschreibung zu gewinnen, ist das Miteinbeziehen der Teilchen-
Wolke in die Propagation eines Stromquarks. Eine recht anschauliche Art, diesen Ansatz zu ver-
folgen, kann bei der Untersuchung der Quarkstruktur eines Baryons wie zum Beispiel dem Proton
geschehen. Das Proton besteht aus den Quarks u u d. Nach dem oben beschriebenen Bild gibt es
jedoch weitere dynamisch erzeugte Quarks und Gluonen. Auf Grund von Erhaltungsitzen bleiben
die Quantenzahlen wie Ladung und Farbe erhalten und das Proton besitzt somit die Quantenzah-
len der drei Valenzquarks genannten Teilchen uud. Man definiert nun Konstituentenquarks, die
den Valenzquarks ihre Umgebung hinzufiigen. Diese Konstituentenquarks bieten eine adiquatere
Beschreibung einer teilchenihnlichen Anregung im oberen Sinne als die Stromquarks. Sie erklaren
auch auf eine einfache Weise, warum die Masse eines Protons so viel grofer als die recht kleine
Stromquarkmasse ist.

Dieses Bild von stindig erzeugten Teilchen kann uns im folgenden Abschnitt leiten, wenn wir
daran gehen, iiber eine Quark-Selbstenergie einen Konstituentenquarkpropagator zu berechnen.
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2.2.2 Die Gap-Gleichung

Die Quark-Selbstenergie in Hartree-Niherung hat durch ihre skalare Natur die Struktur einer
Korrektur der Quarkmasse. Diese effektive Masse wird im Folgenden m genannt, wihrend die
Stromquarkmasse mit mg bezeichnet wird. Die Dyson-Gleichung fiir den Quarkpropagator in
Hartree-Ndherung ist in Gleichung 2.13 (“Gap-Gleichung”) beschrieben.

= —mm———_ Jr---L (2.13)

S) = 50(0) + So(o) | (;‘T’;Tr (IS (k) S(p) (2.14)

Hierbei ist S = (p—m +ie)~! und Sy = (p—mgo +ie)~!. Man erhilt fiir die Masse die selbstkon-
sistente Gleichung

d*k m
(2m)* k2 — m? + ie

Das hier auftretende Integral wird uns noch hiufiger begegnen. Wir benennen es deshalb

. 1
ily = /( (2.16)

2m)4 k2 — m?2 +ie’

m=mg+ 8N0Nfgi/ (2.15)

Die Vereinfachung dieses Integrals wird im Anhang A.1 diskutiert. Sie ermdglicht es, durch ana-
lytische Integration der ko-Koordinate die Gapgleichung in die Form

e 1

@y 5, (2.17)

m =mg+ 8NCNfgm/

zu iiberfithren, mit E7 = (k* + m?).

Die selbstkonsistente Losung dieser Gleichung fiihrt zur Erzeugung einer Konstituentenquarkmas-
se m, die deutlich iiber der Stromquarkmasse my liegt. Dies ist im eingangs beschriebenen Bild
von Nambu und Jona-Lasinio die Erzeugung eines Gaps, einer Energieliicke. Angelehnt an das
N#herungsschema werden wir die Masse m gelegentlich auch als Hartree-Quarkmasse bezeichnen.

2.2.3 Der Fock-Term

Selbstkonsistente Rechnungen durch Hartree-Fock-Approximation finden auch Anwendung in der
Berechnung von Elektronen in Atomen und Festkérpern. In Gleichung (2.14) kann man sich
zurecht fragen, wo denn der Austausch- oder Fock-Term geblieben ist, der aus Konsistenzgriinden
erforderlich scheint. Es gibt jedoch zwei Griinde, dass sich die Gap-Gleichung auf den Hartree-
Term beschrinkt.

Die Punktwechselwirkung der NJL-Lagrangedichte hat die besondere Eigenschaft, dass der Aus-
tauschterm mit dem direkten Hartree-Term verkniipft werden kann. Dies geschieht iiber eine so
genannte Fierz Transformation (siche zum Beispiel [19]). Dieser mathematische Vorgang erlaubt
es, die Gapgleichung auf den Hartree-Term zu reduzieren, in dem die Kopplungskonstante g um-
definiert wird.

Die im spéter folgenden Abschnitt 2.5 folgende systematische Ndherungsmethode wird uns ein
weiteres Argument liefern, den Fock-Term auflen vor zu lassen.

2.3 Mesonen

Mesonen sind Quark-Antiquark-Zustédnde. Der Ansatz zu ihrer Beschreibung im NJL-Modell leitet
sich aus dem Streuprozess der Quarks her.
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2.3.1 Mesonen iiber die Bethe-Salpeter-Gleichung

Die Quark-Antiquark-Streuung kann mit einer Bethe-Salpeter-Gleichung beschrieben werden.
_ + (2.18)

Der Mesonenpropagator ergibt sich aus der Quark-Antiquark-Streumatrix 7.
1Ty = 1Ky + i Ky (=il p)iTh (2.19)

Dabei ist Ky = I'y2g1y der Streukern und ITy; der Polarisationsloop. Wir schreiben die T-
Matrix T = —I'm Dy (q)I 'y und fihren die Groke Jy = Iy IITy ein. In der Tat lassen sich
die Beitrige durch K« und K, trennen, denn aufgrund des Isospins mischen die verschiedenen
Mesonenarten nicht. Die Loops durch die Mesonen 7 und o

4
J]M(q) = Z/(;T])ZTI“ {F]MS(k + q)F]MS(k)} (2.20)

lassen sich in eine kompakte Form schreiben

Jx(q) = ANNyily —2N:Ny(¢*)il(q) (2.21)
Jo(q) = 4N.Nyil; — 2N.Ns(¢* — 4m?)il(q). (2.22)

Das Integral iI; kennen wir bereits aus dem Abschnitt 2.2.2. Das hier neu eingefiihrte Integral

4
il(q) =i / (d i ! (2.23)

2m)4 [k2 — m2 +ie][(k + ¢)2 — m? + ie]

ist im Anhang A.2 genauer diskutiert. Es lisst sich in die Form

, Bk 1 1
i) = [ @ Br @ — (Be 1 Brng)? (2.24)

B = VK2 +m2, By = /(k+ Q)2+ m? (2.25)

bringen.

Kehren wir mit den neu gewonnen Ausdriicken zuriick zu unserer Ausgangsfragestellung. Wir kén-
nen nun die Bethe-Salpeter-Gleichung anstatt durch T, und I7y; durch Dy; und Jy; ausdriicken.
Wir erhalten

D(q) = —29 + 29JmDu(q) (2.26)
und so das Ergebnis
—2g
D = — 2.27

Wir bezeichnen D), im Folgenden als Meson-Propagator. Diese Bezeichnung ist etwas irrefiir-
hend, da die Meson-Quark-Kopplung bereits in Dj; absorbiert ist. Es wire korrekter, D, als
Mesonpropagator mal dem Quadrat der Meson-Quark-Kopplungskonstanten zu bezeichnen.

2.3.2 Mesonmasse und Kopplungskonstante

Der Propagator D), ist eine Funktion des Viererimpulses ¢. Aus Griinden der Kovarianz ist Dy,
nur von ¢> = ¢3 — q* abhiingig und nicht von den einzelnen Komponenten gy und q. Als Funk-
tion einer Variablen aufgefasst, kann Djs nun einen Pol besitzen. Die Polstelle des Propagators
identifizieren wir mit der Masse des Mesons. Wir kénnten die Definition der Masse schreiben als

Dy =m?) =0. (2.28)



KAPITEL 2. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL 11

Wir sind jedoch vorsichtiger und definieren die Masse des Mesons etwas allgemeiner durch die
Gleichung

1 —2gReJ(¢*> = m?) 20. (2.29)

Dadurch gelingt es uns, auch dann von einer Masse zu sprechen, wenn keine Polstelle vorhanden
ist. Es ist moglich, den erhaltenen Mesonpropagator durch eine Entwicklung um seinen Pol zu
nihern, in dem man

2
“IMaqq
Dlq) = =219 (2.30)
W= o
fordert. Hier wurde die effektive Meson-Quark-Quark-Kopplungskonstante gasqq eingefiihrt. Sie
kann iiber die Entwicklung des Nenners 1 — 2¢.J)s nach ¢ um ¢3 = m3, + q* erhalten werden.

dReJ
1 —2gReJa(qo,q) = 1 — 2gReJp (y/m3, + d?,q) — 2g dq2M (v/m3, +a2,q)(g — q* —m3;)
0

(2.31)
Der erste Term verschwindet nach Voraussetzung, und der zweite Term liefert direkt die gesuchte
Kopplungskonstante.
1
dReJyr\ 2
= — 2.32
9IMaq ( ¢ ) ( )

Diese so genannte Polapproximation nihert die komplizierte Funktion Djs(q) durch eine wesent-
lich einfache Funktion mit den zwei zu bestimmenden Parametern my; und gasqq. Sie entspricht
der Parametrisierung der T-Matrix durch einen Mesonen-Austausch in der Ndherung freier Me-
sonen.

2.4 Chirale Theoreme

Im chiralen Limes besitzt das Namu-Jona-Lasinio-Modell auf Grund der chiralen Symmetrie einige
wichtige Eigenschaften. Diese Theoreme gelten auch in der vorgestellten Ndherung Hartree+RPA.
Da sie einerseits in dieser Arbeit keine direkte Verwendung besitzen, sie anderseits aber zu den
fundamentamentalen Eigenschaften des Nambu-Jona-Lasinio-Modells gehoren, stellen wir sie hier
vor, beschrinken uns aber auf eine kurze Darstellung. Eine genauere Behandlung erfahren die
Theoreme in der entsprechenden Literatur (zum Beispiel in [17] und [20]).

Das Goldstone-Theorem

Durch die Gapgleichung wird dynamisch eine endliche Konstituentenquarkmasse erzeugt. Dadurch
wird die chirale Symmetrie spontan gebrochen. Spontane Symmetriebrechungen gehen mit der
Existenz von Goldstone-Bosonen einher. Diese masselose Anregung, die das Goldstone-Theorem
vorhersagt, ist in diesem Fall das Pion. Nach der Definition der Mesonmasse konnen wir diese
Tatsache auch

1—29IT.(¢>=0)=0 (2.33)

schreiben.

Die Goldberger-Treiman-Relation

Die Goldberger-Treiman-Relation verkniipft die Pion-Zerfallskonstante f, mit der Hartree-Quark-
masse m und der Pion-Quark-Kopplungskonstante grqq-

frGrqg =m (2.34)

Die Konstante f, ist ein empirischer Parameter, der etwa den Wert f, = 93 MeV betrégt. Die
Relation gilt tatsichlich auch fiir die aus der Polapproximation gewonnenen On-shell-Kopplung.
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Die Gell-Mann-Oakes-Renner-Relation

Bei endlicher Stromquarkmasse mg # 0 ist die chirale Symmetrie nur noch ndherungsweise gege-
ben. Dennoch gibt es eine Aussage, die {iber eine Entwicklung nach mg gewonnen werden kann.

m2 f2 = —mo () + O(mg) (2.35)

Das hier eingefiihrte Quarkkondensatz (1/¢) hat in Hartree-Niherung die Form

(YY) = ———5—. (2.36)

Auch die Gell-Mann-Oakes-Renner-Relation stellt eine Verbindung zu f, her.

2.5 Entwicklung in 1/N.

Das NJL-Modell ist nicht exakt l6sbar. Zur Berechnung von Observablen muss daher auf Nihe-
rungsmethoden zuriickgegriffen werden. Der naheliegenste Gedanke wire wohl gewhnliche Sto-
rungstheorie, wie sie in {iblichen Lehrbiichern (siehe zum Beispiel [21]) beschrieben wird. Dieses
Vorgehen, das einer Entwicklung nach Potenzen der Kopplungskonstanten entspricht, scheidet
jedoch als moglicher Kandidat aus. Wir wollen das NJL-Modell in einem Bereich untersuchen, in
dem die Kopplung, durch die dimensionsbehaftete Koppplungskonstante g im Lagrangian £ ver-
ankert, stark ist. Was dies im Zusammenhang mit einer einheitenbehafteten Gréfte zu bedeuten
hat, wird im Abschnitt 2.6 deutlich werden.

Ein Entwicklungsschema des NJL-Modells ist die Entwicklung nach Ordnungen der inversen An-
zahl der Farben 1/N, [20, 22, 23, 24, 25]. Zwar ist N. = 3 fest, jedoch bietet diese Entwicklung
die Moglichkeit, Eigenschaften des NJL-Modells sukzessive zu berechnen. Es gibt verschiedene
Motivationen, genau diese Entwicklung vorzunehmen. Fiir den bereits eingeschlagenen Weg, auf
dem wir die Hartree-Selbstenergie und die RPA-Mesonen 7 und o berechnet haben, stellt das
1/N.-Enwicklungsschema eine natiirliche Fortsetzung dar. Anschaulich gesprochen wird die Ent-
wicklung darauf hinauslaufen, Korrekturen durch die Meson-Wolken um die Quarks zu berechnen.
Doch auch formelle Griinde sprechen fiir diese Entwicklung. Denn eine wichtige Eigenschaft es
NJL-Modells ist das Verhalten fiir grofse V... In fithrender Ordnung stimmt dieses Verhalten mit
dem der QCD iiberein. Die 1/N, Entwicklung erhélt aufer dem die Eigenschaften, die das Modell
aufgrund seiner chiralen Symmetrie in der bisherigen Form besitzt, wie das Goldstone-Theorem
und die Goldberger-Treiman-Relation.

Die 1/N.-Entwicklung lasst sich zum einen iiber die effektive Wirkung erhalten [25]. Sie l&sst sich
jedoch auch auf diagrammatische Weise vollfiihren, was wir hier tun wollen. Wir folgen dabei im
Wesentlichen [17]. Das Abzihlen der Ordnungen kann durch den Vergleich der Beitréige geschehen,
in denen N, explizit auftaucht. Nach den Feynmanregeln ist ein geschlossener Quarkloop mit
dem Aufreten eines solchen Faktors N, verbunden, da die Spurbildung durch die Symmetrie im
Farbraum genau diesen Faktor liefert. Ein Beispiel fiir ein solches Auftreten bietet bereits die
Gap-Gleichung (2.17). Wir fordern weiterhin, dass der Hartree-Quarkpropagator S die Ordnung
N? besitzt. Dies konnen wir bei seiner Definition in Gleichung (2.14) erreichen, in dem wir I’y
und somit g die Ordnung 1/N, zuordnen. Wir erhalten so einzelnene diagrammatische Bausteine,
mit denen wir jeweils eine Ordnung in 1/N, verbinden kdnnen.

Gedresster Propagator Sk)y ——m—— N?

c

Geschlossener Quarkloop  I7(p) <:> N}

Vierpunkt-Vertex Iy X NC_1

RPA-Meson D(q) =—— N !
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Mit dieser Ubersicht ist es nun mdglich, den vorgestellten Grofen des Modells Ordnung in 1/N,
zuzuordnen. Wir erhalten so zum Beispiel fiir die Hartree-Selbstenergie N?, fiir den Fock-Term
N - was abermals unser Vorgehen rechtfertigt, die Quark-Selbstenergie in Hartree-Niherung
zu berechen. Die mesonischen Parameter m3, und gﬁ/[qq sind Grofen der Ordnung O(1) bezie-
hungsweise 1/N..

Wir werden in dieser Arbeit keine vollstindig konsistenten Naherungen in 1/N, vollfithren (fiir
solche siehe [20], [17] oder [25]). Es werden aber an einigen entscheidenden Stellen Beitréige be-

notigt, die durch diese Erweiterungen berechnet werden kénnen.

2.6 Regularisierung

Man betrachte die Gap-Gleichung (2.13) und das in ihr enthaltene Integral il;, welches in Glei-
chung (2.16) definiert wurde. Schon durch Abz#hlen der Potenzen von k im Zihler und im Nenner
sieht man, dass das Integral nicht existiert. Dass ein solches Verhalten auftritt, kann genau genom-
men sogar schon an der Lagrangedichte £ abgelesen werden. Das Auftreten der Feldoperatoren
in vierter Potenz und schon allein die dimensionsbehaftete Kopplungskonstante g verraten, dass
es sich bei dem NJL-Modell um ein nichtrenormierbares Modell handelt. Wahrend man bei ei-
ner renormierbaren Quantenfeldtheorie derartige Divergenzen beseitigen kann, bleibt einem hier
nichts anderes iibrig, als das Integral kiinstlich auf einen endlichen Wert zubringen. Eine solche
Methode nennt man Regularisierung.

Eine intuitive Methode (die im folgenden auch weiter diskutiert werden wird) wére die Einschrén-
gung des Impulsraums auf ein kompaktes Volumen. Kann man bei der Form des Volumens noch
mit Symmetrien argumentieren, so bleibt seine Grofe ein Wert, der von aufen vorgegeben wer-
den muss. Dieser Cut-off Parameter, oft mit A bezeichnet, stellt einen zusétzlichen Parameter des
NJL-Modells dar.

Der Parameter A, genau wie auch die Stromquarkmasse mg und die Kopplungskonstante g, wird
so festgelegt, dass die berechneten Ergebnisse physikalische Werte annehmen. Die Orientierung
bietet die Konstituentenquarkmasse m, die Pionmasse m, und die Pion-Zerfallskonstante f;.

2.6.1 3er-Impuls-Cut-off

Da man das Integral der Gap-Gleichung als sphérisch symmetrisches Integral {iber k schreiben
kann, ist es leicht zu realisieren, die Integration nur bis zu einem Radius A durchzufiithren. Um
auf das eingangs beschriebene Bild Bezug zu nehmen: Wir schrinken den Impulsraum auf einen
Hyperzylinder im vierdimensionalen Energie-Impuls-Raum ein: Wahrend die kyp-Integration keine
Regularisierung erfihrt, wird die dreidimensionale k-Integration auf eine Kugel mit Radius A

eingeschrankt. . n 3
[ [T dko d7k
/ ! ) = Z/_m (2r) /m Gy 1) o

Ein Vorteil dieses Regularisierungsschemas ist die relativ leichte Umsetzung. Ein deutlicher Nach-
teil ist, dass es sich um ein nicht-Lorentz-kovariantes Schema handelt. Wahrend die raumliche
Isotropie erhalten bleibt, verlieren wir die Translationsinvarianz im Impulsraum. Das fiihrt zum
Beispiel zu Problemen bei Mesonen mit endlichem Dreierimpuls.

Parametersatze

In Tabelle 2.1 sind vier Parametersitze vorgestellt. Die dufferen Parameter sind A, der Impuls-
Cut-off, sowie g und mg. Es ist iiblich, statt ¢ den dimensionslosen Wert von gA? anzugeben,
der eine Auskunft {iber die tatséchliche Stirke der Kopplung geben kann. Mit diesen Parametern
ldsst sich die Konstituentenquarkmasse in Hartree-Ndherung m und die Pion-Masse in RPA m,
berechnen. Diese beiden Gréfsen finden sich ebenfalls in der Tabelle, auch wenn es keine Parameter,
sondern Resultate sind. Die hier vorgestellten Parametersétze sind [26] entnommen.
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Nummer 1 2 3 4
A [MeV] | 664.3 | 587.9 | 569.3 | 568.6
mo [MeV] 5.0 5.6 5.5 5.1
gA? 2.06 2.44 2.81 3.17
m[MeV] 300 400 500 600
my [MeV] 135 135 135 135

Tabelle 2.1: Parametersiitze aus [26] fiir die Regularisierung mit dem 3er-Impuls-Cutoff.

2.6.2 4er-Impuls-Cut-off

Der entscheidende Nachteil des 3er-Cut-offs ist die manifeste Brechnung der Symmetrie zwischen
ko und k. Ein naheligender Gedanke ist es nun, anstatt einer Kugel im dreidimensionalen Raum
eine Hyperkugel im vierdimensionalen Raum zu wéhlen. Dazu muss das entsprechende Integral
jedoch zunichst iiber eine Wick-Rotation in ein euklidisches Integral {iberfithrt werden.

3 3
[ [t — — [ 25 [ it m) (239)
@k dhy

N /\/mm (2m)? (2m)

fl(k,iky), m) (2.39)

Dieses Schema wird in der vorliegenden Arbeit nicht weiter verfolgt. Ein Parametersatz findet
sich zum Beispiel in [19].

2.6.3 Pauli-Villars-Regularisierung

Neben den scharfen Cut-offs, die oben vorgestellt wurden, kann man auch das asymptotische
Verhalten fiir grofse |k| derart &ndern, dass die Funktion integrabel wird. Dies kann zum Beispiel
durch die Subtraktion von zusétzlichen Termen geschehen, die fiir kleine |k| relativ klein sind und
im Ultravioletten das gleiche asymptotische Verhalten wie der eigentliche Integrand besitzen. Die
Pauli-Villars-Regularisierung [27] basiert genau auf diesem Prinzip.

Beim Pauli-Villars-Regularisierungsschema wird die Funktion im Integranden durch eine Summe
von n+1 dieser Funktionen mit unterschiedlichen Massen m,, und Gewichtungsfaktoren ¢, ersetzt.
Formal gibt es so also n zusétzliche Felder mit Teilchen, die die Massen m, besitzen.

4 4 n
i/(;IT];Lf(k’m)_)i/(gT]; anf(k,ma) (2.40)
a=0

Die Anzahl der notigen Regulatoren héngt von der Divergenz der autretenden Integrale ab. Die
héchste auftretende Potenz im Integranden der oben eingefiihrten Integrale tritt in <13 in der Gap-
Gleichung auf. Um dies zu regularisieren, benotigt man (mindestens) zwei Regulatoren. In dieser
Arbeit wird an den meisten Stellen eine solche Pauli-Villars-Regularisierung mit zwei Regulatoren
benutzt.

i/ngl;f(k:,m) —w'/% {FCkom) = 2f Gk, Jm? + 22) 4 f(k, 2 242)) (2.41)

Das Pauli-Villars-Regularisierungsschema ist Lorenz-kovariant. Die Modifikation der Masse bringt
jedoch andere Schwierigkeiten mit sich. So findet sich in der Gap-Gleichung oder in der Definition
des o-Polarisationsloops eine Masse als Vorfaktor. Es hat sich als sinnvoll herausgestellt, diese
Massen nicht in die Regularisierung mit einzubeziehen, sondern lediglich die elementaren Integra-
le 717 und i zu regularisieren, deren Integranden ein m im Nenner besitzen. Mit diesem Vorgehen
gelingt es, das Pion im chiralen Limes masselos zu erhalten, wie es das Goldstone-Theorem vor-
hersagt.
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Nummer 1 2 3 4 5
Ay [MeV] 0 300 | 500 | 600 | 700
Aq [MeV] | 800 | 800 | 800 | 820 | 852
mo [MeV] | 6.13 | 6.40 | 6.77 | 6.70 | 6.54
g/li 2.90 | 3.07 | 3.49 | 3.70 | 4.16
m[MeV] 260 | 304 | 369 | 446 | 550
my [MeV] | 140 | 140 | 140 | 140 | 140

Tabelle 2.2: Parametersiitze aus [17] fiir die Pauli-Villars-Regularisierung.

Parametersatze

Die in dieser Arbeit benutzten Parametersétze sind aus [17] entnommen und finden sich in Ta-
belle 2.2. Sie werden hier mit der Nummer ihrer Spalten bezeichnet. A, ist der Pauli-Villars-
Regularisierungsparameter, my und g sind Stromquarkmasse und Kopplungskonstante. Mit die-
sen drei Parametern lassen sich mit Hilfe der Gap-Gleichung die Konstituentenquarkmasse m
und in RPA die Pionenmasse m, berechnen. Zum Vergleich sind diese ebenfalls in der Tabelle zu
finden.

Die Pauli-Villars-Regularisierung ist die einzige Regularisierungsmethode, in der wir Beitrige in
nichsthoherer Ordnung in 1/N, ausrechnen werden. Fiir diese Ordnung wird es wieder ndétig
sein, Integrale zu regularisieren. Es handelt sich um Integrale iiber Mesonenimpulse. Wir werden
diese Integrale mit einem 3er-Impuls-Cut-off regularisieren (analog zum Vorgehen in Abschnitt
2.6.1). Der dafiir notwendigen Parameter A, ist ebenfalls in der Tabelle zu finden und wird als
Mesonen-Cut-off bezeichnet.



Kapitel 3

Das Nambu-Jona-Lasinio-Modell 1im
Medium

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Scherviskositdt von stark wechselwirkender Materie zu untersu-
chen. Nun ist es klar, dass die Beschreibung von Quarks und Mesonen im Vakuum dazu nicht
ausreichend ist. Fragestellungen zu Transportprozessen gehoren klassischerweise zu Untersuchun-
gen von Teilchen und Feldern in Medien.

3.1 Quantenfeldtheorie im Medium

Der entscheidende Zustand einer Feldtheorie im Vakuum ist der Grundzustand des Systems. Es ist
der Zustand, der die Energie minimiert. Hier liegt der wesentlich Unterschied zu einer Quanten-
feldtheorie bei endlicher Temperatur oder einer Quantenfeldtheorie im Medium, welcher wir uns
nun ndhern wollen. Wir werden in dieser Arbeit ausschlieflich Systeme im thermischen Gleichge-
wicht betrachten. Das heifit, dass die Systemkonfiguration durch die Forderung von Stationaritét
festgelegt wird. Diese Konfiguration kann als Grundzustand in dem Sinne angesehen werden, als
dass die Freie Energie minimiert wird. Thermisches Gleichgewicht bedeutet, dass die gesamte
Konfiguration durch zwei Parameter bestimmt ist: die Temperatur 7" und das chemische Poten-
tial p. Das chemische Potential p bezieht sich selbstverstéindlich auf die beschrieben Quarks. Da
kein anderes chemisches Potential in dieser Arbeit vorkommen wird (zum Beispiel ein Ladungs-
chemisches Potential oder ein Isospin-chemisches Potential), verzichten wir darauf, durch einen
Index ¢ zu verdeutlichen, dass sich u beziehungsweise p, auf die Quarks bezieht.

Sind Anregungen aus dem Vakuum-Grundzustand als Teilchen interpretierbar, so werden Anre-
gungen aus dieser Konfiguration als Quasiteilchen bezeichnet. Die Quasiteilchen sind Teilchen-
Loch-Anregungen, die eine teilchenartige Dispersionsrelation besitzen. Wir werden in diesem Ka-
pitel trotzdem weiter von Quarks sprechen und nicht von Quasi-Quarks.

Zur Beschreibung der thermodynamischen Eigenschaften von Feldern gibt es zweierlei Methoden:
Den Imaginirzeitformalismus (auch als Matsubara-Formalismus bezeichnet) und den Realzeitfor-
malismus. In dieser Arbeit werden wir den Matsubaraformalismus verwenden. Die Grundlagen
dieses Ansatzes finden sich in Lehrbiichern wie [28] oder [29].

3.1.1 Vergleich zwischen Vakuum und Medium

Von entscheidender Wichtigkeit ist die Erkenntnis, dass Feynmanregeln und das Berechnen von
Erwartungswerten im Medium groRe Ahnlichkeiten mit den Berechnungen im Vakuum aufweisen.
Bei den Berechnungen mit Integralen iiber Viererimpulse k& wird formal die Energieintegration
durch eine Summe {iber fermionische beziehungsweise bosonische Matsubarafrequenzen wy, ersetzt.

4 3
i/(‘;T’;f(k) — TZ/(‘;T’;f(mHM,k) (3.1)

16
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Die hier eingefiihrten Matsubarafrequenzen iwy, besitzen die Gestalt

twk =(2n 4 1)miT, fiir Fermionen (3.2)

iwg =2nmiT, fiir Bosonen (3.3)

mit n € Z. Anders, als es sonst iiblich ist, werden wir die Matsubara-Frequenzen nicht allgemein
iwy, nennen und die Summe {iber n laufen lassen, sondern sie mit dem Buchstaben des zugehorigen
Dreierimpulses als Index versehen, hoffend, dass es der Lesbarkeit und Transparenz dient.

Wie dndert nun das Medium die charakteristischen Eigenschaften der NJL-Quarks? Gibt es einen
Bezug zu den Gréfsen im Vakuum? Nun, einerseits ist das Vakuum iiber den Grenzwert

fVakuum = %Lmo i{% fT,p (34)

erreichbar. Das ldsst sich bereits an Gleichung (3.1) nachvollziehen, wobei man ein Wick-rotiertes
Integral (vergleiche Gleichung (2.39)) erhélt. Zudem lassen sich die modifizierten Integrale auf
gewisse Weise in einen Vakuumanteil und einen Mediumanteil aufspalten. Dies erlaubt es, die
Anderungen bei endlicher Temperatur nachzuvollziehen.

Wie man an Gleichung (3.1) erkennt, ist die Symmetrie zwischen Energie- und Impulskoordi-
nate im Medium verloren gegangen. Es gibt schliefslich ein ausgezeichnetes Bezugssystem in der
Beschreibung von Feldern im thermischen Gleichgewicht: Das Ruhesystem des Mediums.

3.1.2 Regularisierung im Medium

Die auftretenden Integrale lassen sich mit den gleichen Schemata regularisieren, wie dies in 2.6
beschrieben wurde. Es ist aber trotzdem lohnenswert, sie neu zu diskutieren und Varianten davon
zu untersuchen.

Der 3er-Impuls-Cut-off hatte den entscheidenden Nachteil, dass er nicht Lorenz-kovariant ist. Da
es bei endlicher Temperatur aber ein ausgezeichnetes Bezugssytem, das Ruhesystem des Mediums,
gibt, kann dieser Nachteil mit Eigenschaften des Mediums motiviert werden.

Zerlegt man die auftretenden Integrale in Vakuum- und Mediumanteil, so sind nur die Vakuu-
manteile divergent. Man konnte also das Regularisierungsschema alleine auf den Vakuumanteil
anwenden, wihrend man den Mediumanteil unregularisiert lésst.

3 3
'L/ ((;Tl;)gf(kjam) = 'L/ (STI; {fVakuum(kam) + fMedium(k’m)}

3
— z/(d—k3 (fvakuum(k, m) + reg.) + z/

d*k
27‘() 3fMedium(k7m) (35)

(2m)
Diese Methode wird in dieser Arbeit nicht angewandt. In Kapitel 4 wird sie jedoch noch fiir einen
Vergleich wichtig sein.

Zerlegt man die auftretenden Impulsintegrale in Real- und Imaginérteil, so ist nur der Realteil
divergent. Man koénnte den Imaginérteil unregularisiert belassen.

3 3 3
i/(;Tl;f(kz,m):f{ei/(gT];f(k,m)—i—Imi/ng;f(kam)

3

[ &k [ A’k
— Rez/ 2 (f(k,m) +reg.) +Imz/ Wf(k,m) (3.6)

Auch hiervon wird abgesehen. Im Abschnitt 3.3 wird diese Idee jedoch kurz auftauchen.

Wir entscheiden uns dafiir, die auftretenden Integrale als Ganzes zu regularisieren, ohne die
Integranden vorher in verschiedene Anteile zu zerlegen. Als Parameter werden die im Kapitel 2.6
aufgelisteten Werte verwendet.
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Abbildung 3.1: Hartree-Quarkmasse m als Funktion der Temperatur T fiir verschiedene Pauli-
Villars-Parametersétze (siche Tabelle 2.2). Abbildung (a) beschreibt das Verhalten fiir die ta-
bellierte Stromquarkmasse mg, Abbildung (b) ist der Vergleich im chiralen Limes mo = 0. In
Abbildung (b) wird tatséchlich fiir jeden Parametersatz bei einer bestimmten Temperatur die
Massse m = 0.

3.2 Quarks

Die Gapgleichung (2.13) behélt ihre Struktur, jedoch wird das auftretende Integral i/; nach der
Vorschrift (3.1) transformiert. Wir erhalten somit

" ry / d*k 1 3.7)
7 = — . .
! S (2m)3 (iwg)? — k2 + ie
In Anhang B.1 ist beschrieben, wie man ¢I; auf den Ausdruck

&’k 1
“ / @y 2E; L ) (38)
bringen kann. Hierbei sind

nk:nF(Ekfu),ﬁk:nF(EkJr,u) (39)

mit der Fermi-Verteilungsfunktion ng(z) = (exp(x/T)+1)~!. Man beachte, wie einfach es scheint,
den Integranden von i/; in einen Vakuum- und einen Medium-Anteil aufzuteilen. Dies ist jedoch
ein wenig triigerisch, da die in beiden Gleichungen enthaltene Konstituentenquarkmasse m sehr
wohl vom Medium beeinflusst wird.

Fir T = 0, 4 = 0 erhalten wir die in den Parametertabellen 2.1 und 2.2 angegebenen Massen m.
Bei endlicher Temperatur weicht die Losung der Gap-Gleichung von der Vakuumldsung ab - sie
wird kleiner. Im chiralen Limes verschwindet die Konstituentenquarkmasse bei einer kritischen
Temperatur. Dieses Verhalten ist fiir die unterschiedlichen Pauli-Villars-Parametersiitze in Ab-
bildung 3.1 zu sehen. Das chemische Potential bleibt bei p = 0, wihrend die Temperatur variert
wird.

Auch bei endlichem chemischem Potential wird die Konstituentenquarkmasse kleiner. Hier ist
ein weiteres Verhalten beobachtbar: Die Gap-Gleichung besitzt unter Umstinden mehrere Lo-
sungen. Was diese Losungen bedeuten und warum wir uns aus physikalischen Griinden fiir eine
bestimmte entscheiden, wird in Kapitel 4 klar werden. Trotzdem wird in Abbildung 3.2 das Ver-
halten von m als Funktion von p bei Temperatur 7" = 0 gezeigt, da es zum Mediumverhalten der
Konstituentenquarkmasse m gehort.
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Abbildung 3.2: Hartree-Quarkmasse m als Funktion des chemischen Potentials p fiir verschiedene
Pauli-Villars-Parametersétze (siche Tabelle 2.2).

3.3 Mesonen

Die Bethe-Salpeter-Gleichung behélt ihre Form wie in Abschnitt 2.3. Der Polarisationsloop Jjs
wird im Imaginérzeit-Matsubara-Formalismus berechnet.

. &’k . L
Ju(iwg, q) = TZ/ (27T)3Tr(5(zwk, k) S (iwy + iwg, k + q) I ar) (3.10)
iwk

Die duferer Frequenz iw, ist eine bosonische Matsubara-Frequenz iw, = 2mwinT’, n € N. Man
beachte, dass die Summe einer bosonischen und einer fermionischen Matsubarafrequenz eine
fermionische Matsubara-Frequenz ergibt. Aus der Bethe-Salpeter-Gleichung gewinnt man den
Matsubara-Propagator des Mesons

—9g
1 —2gJn(iwg, q)

D iy, q) = (3.11)

Um den retardierten Propagator zu bekommen, aus dem sich die Masse des Mesons extrahieren
lasst, wird die stetige Fortsetzung iw, — qo + i0 durchgefiihrt. Wir schreiben wieder Jy; als
Kombination elementarer Integrale.

Jr(go,q) = 4N.Nyily —2N:Ns((qo +i6)* — q*)il(qo + i6,q)
Jo(q0,q) = 4NNyily —2NN¢((qo +i6)* — q* — 4m?)il (qo + i0,q) (3.12)
mit
>k 1 ng+ g 1 ng + fig 1
1 = —_— — — d 1
i(g0,9) / (2m)3 {(Ek 2B ) @ — 5% 2EwEx T — 2 (3.13)
Ey = VK2 +m?2, Ey, =+ (k+q)?+m? (3.14)
SE:Ekq+Ek, dE:Ekq*Elv (315)

Das elementare Integral i/, das den gleichnamigen Vakuumausdruck auf endliche 7" und p verall-
gemeinert, wird in Anhang B.2 hergeleitet. Leicht kann man den Vakuum- und den Mediumanteil
des Integranden identifizieren.
Wir besitzen nun die Matsubara-Mesonenpropagatoren Dy (iwg, q) sowie die retardierten Propa-
toren
_ —29

1 —2gJm(q0,9)
Wie zu Beginn des vorangegangenen Kapitels versprochen, werden wir jetzt die Eigenschaften der
RPA-Mesonen genauer diskutieren.

D (g0, 9) (3.16)
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Abbildung 3.3: Masse von 7w (durchgezogene Linie) und o (gestrichene Linie) als Funktion der
Temperatur 7" bei = 0 und q = 0. Pauli-Villars-Parametersatz 1, auf der linken Abbildung im
chiralen Limes. Als Vergleich ist die doppelte Konstituentenquarkmasse (gepunktete Linie) mit
eingezeichnet. Man beachte, dass im chiralen Limes stets zwei Linien aufeinander liegen.

3.3.1 Mesonenmassen im Medium

Aus den Polen des retardierten Propagators, beziechungsweise aus den Nullstellen von 1 — 2¢gJyy,
lésst sich ebenso wie in 2.3 die Masse der m-Mesonen und des o-Mesones berechnen. Die so
erhaltenen Massen sind nun abhéngig von der Temperatur 7" und dem chemischem Potential .
Ein Verlauf ist in Abbildung 3.3 dargestellt. Sie zeigt sowohl das Verhalten des gewdhnlichen
Pauli-Villars-Parametersatzes 1 wie auch das des gleichen Satzes im chiralen Limes my = 0.

Um das Verhalten zu verstehen, betrachte man den chiralen Grenzfall. Im Vakuum ist die chirale
Symmetrie SU(2)y ® SU(2)4 spontan gebrochen. Obwohl das Stromquark masselos ist, besitzt
die Gapgleichung Losungen auferhalb der Null, die Konstituentenquarkmasse hat einen endlichen
Wert. Wie bereits angesprochen, geht diese spontane Symmetriebrechung mit der Existenz von
Goldstone-Bosonen einher, hier dem masselosen Pion. Bei niedrigen Temperaturen bleiben diese
Eigenschaften vorerst so. Die Konstituentenquarkmasse m sinkt bei steigender Temperatur T
immer weiter. Die Masse des o-Mesons ist dabei exakt so grof wie die doppelte Konstituenten-
quarkmasse. Bei einer bestimmten Temperatur geht die Konstituentenquarkmasse auf Null. An
diesem kritischen Punkt ist m = m, = m, = 0. Bei htheren Temperaturen ist die Symmetrie
restauriert (m = 0) und, wie sofort aus Gleichung (3.12) ersichtlich ist, 7- und o-Mesonen sind
entartet.

Bei endlicher Stromquarkmasse mg ist die SU(2)y ® SU(2) 4-Symmetrie nur approximativ. Das
Pion hat nicht die Masse null, aber eine Masse, die deutlich unter m und m, liegt. Die Massen
von 7 und o sind bei hoher Temperatur zwar nicht gleich, nihern sich aber stark an. Auch das
ist eine direkte Konsequenz aus Gleichung (3.12).

Interessant ist auch, wie sich die Massen des Mesons als Funktion des Dreierimpulses q verhalten.
Da il im Medium nicht mehr alleine von ¢2, sondern separat von go und q abhiingt, miissen wir
die Mesonenmasse bei endlichem Dreierimpuls q etwas genauer definieren.

1 —2gReJn(qo = \/m3,(a) + q2,q) = 0. (3.17)

Wihrend im Vakuum aus Griinden der Kovarianz keine Abhingigkeit zu erwarten ist, kann bei
endlicher Temperatur und Dichte das Bezugssystem des Mediums eine solche Abhéngigkeit ver-
ursachen. In der Tat sieht man in Abbildung 3.4, dass die Masse fiir kleine Temperaturen nahezu
konstant ist, fiir hohe Temperaturen jedoch als Funktion von q deutlich abf#llt.

3.3.2 Die Spektralfunktion

Eine Moglichkeit, Zweipunkt-Greensfunktionen zu charakterisieren, ist die Spektralfunktion. Diese
Grofe wird in den iiblichen Lehrbiichern (empfehlenswert ist zum Beispiel [30], aber auch in [2§]
findet sich einiges) diskutiert. Es sei davor gewarnt, dass es verschiedene Definitionen der Spektral-
funktion gibt, die sich im Wesentlichen durch Vorzeichen und imaginére Einheiten unterscheiden.



KAPITEL 3. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL IM MEDIUM 21

300 T T T T 600

ol T | i

200 4 400 |

150 | 300 [

may [MeV]
me [MeV]

100 | 4 200 |

L L L L L L L L
0 200 400 600 800 1000 [ 200 400 600 800 1000

q [MeV] q [MeV]

Abbildung 3.4: Masse eines Pauli-Villard regularisierten m-Mesons (links) bzw. o-Mesons (rechts)
als Funktion des 3er-Impulses q bei g = 100. Die Temperatur betrégt 0 MeV (durchgezogene Li-
nie), 100 MeV (gestrichelte Linie) bzw. 200 MeV (gepunktete Linie). Pauli-Villars-Parametersatz
1.

Die Spektralfunktion py; eines Mesons M ist mit dem Propagator iiber die Gleichung

prm(go) = —2ImDr(qo) (3.18)

verkniipft, wobei Dj; der retardierte Propagator ist. Es gilt

D]\/I (qo) = DM(iwn)liwn—»qurits . (319)

Die Spektralfunktion p(go) besitzt einige interessante Eigenschaften.

Antisymmetrie
p(q0) = —p(—qo) (3.20)
Positivitit
q0p(qo) > 0 (3.21)
Summenregel
[ ) =1 (322)
. om dop\qo) = -

Die letzte Regel wird von der mesonischen Spektralfunktion der obigen Definition verletzt, da, wie
bereits diskutiert, die Kopplungskonstante garqq im Propagator Dy, absorbiert ist. Die Positivitét
ist bei Pauli-Villars-Regularisierung nicht erfiillt, da der Imaginérteil im Ultravioletten einen
Vorzeichenwechsel durch den Beitrag der Regulatoren hat. Dies kénnte vermieden werden, in
dem der Imaginirteil unregularisiert verbleiben wiirde, jedoch wiirden dann die analytischen
Eigenschaften verloren gehen. Die Spektralfunktion besitzt die schéne und intuitive Interpretation
als Zustandsdichte des Systems. Dieses Bild kann bei der folgenden Diskussion hifreich sein.
Wir wenden uns der konkreten Berechnung der Spektralfunktion aus dem Mesonpropagator Dy,
zu. Dieser Propagator enthilt als wesentliches Element die Funktion Jy;. Wir bilden nun den
Real- und Imaginérteil von J(iw, — qo + i) und erhalten

Jx(qo +146,q) = AN.Nyil; — 2NNt (g5 — q*) Reil
+ i (=4N:Nyqod Reil — 2NNy (q§ — q*) Imil) (3.23)
Jy(qo +146,q) = AN.Nyily — 2NNy (g5 — q2 4m*)Reil
+i (—4NcNyqoéReil — 2N N¢ (g5 — q° — 4m?)Imil) (3.24)

Auf analoge Weise ldsst sich der benétigte Imaginérteil von i/ herleiten. Die genaue Rechnung
findet sich im Anhang B.3.
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Falls ¢Z — q* > 0 (zeitartiger Impuls), gilt

. 1
Imil(qo, q) = —0(q5 — a> — 4m?)sgn(qo)

- 167
4m? 1 lEva
% -a*  ldl Jig-ya
falls g2 — g% < 0 (raumartiger Impuls), gilt
. VBB
tmi 0. @) = J=ssn(an) | ABy(ny + 7r). (3.26)
167 A—|20
VA2
Dabei ist
la [¢*—4m?
A==y ———. 3.27
va=1h e (3.27)
Der (Matsubara-)Mesonpropagator D ist
29

D (iwg, q) = (3.28)

B 1-— QgJM(iwq, q)

Der retardierte Mesonpropagator Dz (qo, q) ergibt sich aus der stetigen Fortsetzung iw, — qo+i9,
0 > 0 und infinitesimal. Zerlegt in Real- und Imaginérteil erhédlt man

1-— QQRQJJM

ReDy = -2 3.29
oM g(l —2gReJnr)? + (2gImJps)? (3:29)
27go (1 — 2gReJpr) falls Imil =0
ImD = Im.J . 3.30
M { 7492 (1—29R9JM)2-11-W(2gImJM)2 falls ImiJ 7& 0 ( )

Das Argument der J-Funktion ist genau Null, wenn ¢ = m3,. Nun kann es zu zwei verschiedenen
Situationen kommen. Ist

ImJas (g0 = \/m3,(a) +a?,q) =0, (3.31)

so besitzt der Realteil des Propagator eine Polstelle bei ¢*> = m?2,, das Meson ist stabil. Der
Imaginérteil besteht aus einem d-Peak bei der Masse sowie den Kontinuumsanteilen. Ein solcher
Fall ist beim 7-Meson im Vakuum und bei niedrigen Temperaturen und Dichten realsiert.

Ist dagegen
ImJar(qo = \/m3,(q) +a?,q) # 0, (3.32)

so erreicht der Realteil bei ¢ = m3, einen endlichen Wert. Das Meson ist instabil und hat eine
Breite. Die Bedingungen fiir den 0-Peak sind nicht erfiillbar: Das Argument der §-Funktion ist
nie Null, wenn die Bedingung Imil = 0 erfiillt ist. Die Spektralfunktion besitzt keinen §-Peak,
sondern lediglich ein lokales Maximum in der Néhe von ¢3 = m3, + g*. Diese Situation tritt beim
o-Meson und bei hohen Temperaturen und Dichten auch beim w-Meson auf.

Die Meson-Spektralfunktion besteht also aus bis zu drei verschiedenen Anteilen, die alle eine
physikalische Interpretation besitzen.

Der Teilchen-Loch-Branch Fiir raumartige Impulse, ¢32 — q?> < 0, gibt es im Vakuum keine
Beitrige. Im Medium dagegen ist die Spektralfunktion in diesem Bereich von Null verschie-
den. Diese Beitrige kann man als Streuprozesse interpretieren.

Der Massenpol Die Spektralfunktion eines freien Teilchen besteht ausschliefslich aus dem Mas-
senpol - einer §-Funktion bei ¢2 = m?2, + q>. Auch das Pion besitzt im Vakuum einen
Massenpol.

Das Kontinuum Ist ¢Z —q? > (2m)?, so geht das Kontinuum der Spektralfunktion auf. Es riihrt
von der Produktion von Quark-Antiquark-Zustdnden her, die bei diesen Energien moglich
werden.
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In Abbilung 3.5 sind die Spektralfunktionen pas von 7- und o-Meson als Funktion der Energie
qo bei verschiedenen Temperaturen dargestellt. Man beachte die unterschiedliche Skalierung an
den Achsen. Der o-Massenpeak ist aufgrund der Ubersichtlichkeit in der Regel abgeschnitten. Im
Vakuum bespielsweise erreicht das Maximum des Peaks 2.6 - 1073 MeV =2 - das ist mehr als zwei
Grofenordnungn tiber dem Kontinuum des m-Mesons. Abbildung (a) zeigt die Spektralfunktion im
Vakuum. Im Vakuum ist die Spektralfunktion fiir raumartige Viererimpulse Null. Die Graphen
(a) bis (d) enthalten den §-Peak des scharfen Pions. In Abbildung (e) und (f) ist m, > 2m,
das Pion ist nunmehr nur eine Resonanz. In Abbildung (f) erkennt man gut die asymptotische
Entartung von 7 und o fiir hohe Temperaturen.

Bevor wir uns einer Anwendung der Spektralfunktion zuwenden, fithren wir eine sinnvolle Kurz-
schreibweise ein.

- ImJ
ImD := —4g° 3.33
o g (1 —2gReJ)? + (2gImJ)? (8:33)
Somit konnen wir den Imaginérteil des Propagator schreiben als
ImD = TmD + ad(e + my) (3.34)

mit a = 0 falls m, > 2m. ImD korrespondiert also zu den Teilchen-Loch-Branch- und Kontinu-
umsanteilen der Spektralfunktion, der Massenpol ist absepariert.

3.3.3 Stetige Fortsetzung

Mithilfe der Spektralfunktion ist es moglich, den nur fiir reelle Werte ¢y definierten retardierten
Propagator oder den nur fiir Matsubarafrequenzen iw, definerten Matsubarapropagator stetig
fiir beliebige z € C fortzusetzen.

Z(j)/ deple.a) (3.35)

2m z—€

Dies ist die so genannte Lehmann-Darstellung eines Propagators. Wir beweisen diese Aussage
iiber den Cauchyschen Integralsatz fiir z ¢ R. Wir schreiben den Propagator D in der komplexen

Ebene als ) I
b 74 4w 2 (3.36)
21 Jo, w—z

Hierbei ist C, ein geschlossener Weg um z. Wir wissen, dass D auf der reellen Achse einen Bran-
cheut besitzt und auferhalb analytisch ist und nehmen ferner an, dass gilt lim,_,o, D(z) = 0. Der
Integrand hat neben dem Branchcut noch einen Pol bei z = w. Wir addieren nun einen zusétz-
lichen Weg C’, der keinen Beitrag hat, ndmlich einen Kreis mit einem sehr grofen Durchmesser.
Wir verformen C’ ein wenig in den analytischen Bereichen, wie es in Abbildung 3.6 gezeigt ist.
Nun kénnen wir das Integral umschreiben.

1 [t D je) — D(w — i % dw —2ImD

D(z) = —/ 2w tio = Dlw—ie) _ / dw ~2ImD(w) (3.37)
2m w—z feo 2T Z—w

Wir erkennen sofort die Lehmann-Darstellung mit der Spektralfunktion p = —2ImD wieder. Fiir

den Matsubara-Meson-Propagator Dy (iw,,) erhalten wir als Beispiel den Ausdruck
0 de pa(e)
D (iwy) = Er— .
v (fwn) /_Oo ST — (3.38)

Wir setzen nun die Ausdriicke ein, die wir oben fiir die mesonische Spektralfunktion erhalten
haben. Eingesetzt erhilt man fiir Imil(m,) =0

D(z,q) 2mysgn(Reil (v/m2 + q?,q)) 1
2, = —
VT R )+ 32 Rl (i )

T de¢ —2ImD
+/ de ~2mD(e) (3.39)
2 zZ—€

— 00
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Abbildung 3.5: Spektralfunktionen pjs(qo, q) von - (durchgezogene Linie) und o-Meson (gestri-
chelte Linie) als Funktion der Energie qo. Pauli-Villars-Parametersatz 2, |q| = 50 MeV, p = 0.
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Abbildung 3.6: Verformung von Integrationswegen in der komplexen Zahlenebene, die von Glei-

chung (3.36) zur Gleichung (3.37) fiihrt.
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und fiir Imil(my) # 0
+o00 D

oo 2Tz —€

Reil” bezeichnet die Ableitung von Reil nach go. Der zweite Summand in Gleichung (3.39) ist (fiir
reelle w = 2) proportional zu (w? — g% —m2)~!. Ein solcher Ausdruck fiir den Propagator ist uns
nicht unbekannt - wir erkennen hier die Polapproximation aus Gleichung (2.30) wieder. Diese kon-
nen wir also auch aus der stetigen Fortsetzung des Propagators verstehen. Die Polapproximation
ist die Vernachlissigung der Teilchen-Loch-Branch- und Kontinuumsanteile. Die Kopplungskon-
stante grqq kann aus dem Vorfaktor des entsprechenden Summanden gewonnen werden, wie es in

Abschnitt 2.3 beschrieben wurde.



Kapitel 4

Thermodynamik von
NJL-Quarkmaterie

4.1 Einfiihrung

Nachdem das letzte Kapitel bereits das NJL-Modell im thermischen Gleichgewicht behandelt
hat, werden wir uns in diesem Kapitel mit der Thermodynamik etwas intensiver auseinander-
setzen. Dies wird uns erlauben, die bisherigen Erkenntnisse {iber die Gapgleichung (2.13) und
die Konstituentenquarks besser zu verstehen. Auf natiirliche Weise erhalten wir Einblicke in das
QCD-Phasendiagramm. Ziel dieses Abschnitts ist es, Eigenschaften der von unserem Modell be-
schriebenen Materie im Medium, also bei endlicher Temperatur und Dichte, zu berechnen. Dazu
verwenden wir, wie auch [17] und [26], den Matsubara-Formalismus. Wir werden das thermody-
namische Potential pro Volumen (2 und die Entropiedichte s berechnen.

Die zentrale Grofie zur Berechnung thermischer Observablen ist Z, die grofskanonische Zustands-
summe.

2= Trexp (—ﬁ [ @t~ uwm) (4.1)
Hierbei ist H die Hamiltondichte.
H=1v¢(—7-V+m — g[(¥)* + (Piys71)?] (4.2)

Mit Hilfe der Zustandssumme l&sst sich der thermische Mittelwert eines Operators A berechnen.
So ist die die Dichte n beispielsweise

n = (Yyov) = (Why). (4.3)

Das grofkanonische thermodynamische Potential pro Volumen (2 ist mit der grofkanonischen
Zustandssumme iiber die Gleichung

T
T p)=—=mZ (4.4)
1%
verkniipft. Die Entropiedichte s ist
1?2
-z 4.
s 5T (4.5)

2 und s sind die wesentlichen Grofsen des folgenden Kapitels. Da wir Z aufgrund der kompi-
zierten Struktur von H nach Gleichung (4.2) nicht berechnen kénnen, sind wir gezwungen, auf
systematische Ndherungsmethoden zuriickzugreifen.

4.2 Mean-field

In diesem Abschnitt wird das NJL-Mean-field-Modell entwickelt. Es weist nicht nur eine emi-
nente Verbindung zur bereits diskutierten Gapgleichung (2.13) auf, sondern ist auch besonders

26
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naheliegend. Es war bereits die Rede davon, dass das NJL-Modell historisch sehr von der mikro-
skopischen Theorie der Supraleitung inspiriert war. Das nun folgende Mean-Field-Modell weist so
zahlreiche Parallelen zur bekannten Mean-Field-BCS-Theorie in Festkorpern auf. Wir orientieren
uns in der Herleitung an dem Zugang, der zum Beispiel auch von [26], [31] und [32] beschritten
wird.

4.2.1 Herleitung
Wir gehen vom Lagrangian des NJL-Modells nach Gleichung (2.1) aus. Wir spalten ¢ auf

VY = (Yi) + 0, (4.6)
in den Mittelwert () (das Quarkkondensat), und die Fluktuationen 6, aus diesem Mittelwert.
8g = ) — (V) (4.7)

Der Index o deutet an, dass es sich um das skalare Quarkkondensat handelt, daneben gibt es
auch noch das pseudoskalare Quarkkondensat (1iv571), zu dem ebenfalls Fluktuationen

gehoren. Die Mean-Field-Appromimation erhélt man, in dem man nun den biquadratischen Term
durch Vernachlassigung der Fluktuationen néhert.

= WY = —@P)? + 200 Wy) + 57 (4.9)
~ (YY) + 20 () (4.10)
Somit erhilt man den Mean-field-Lagrangian
Log = P~ mo)+ gl (F9) + 20Ty (4.11)
= (P —mo + 29(P))y — g(P)*. (4.12)

Das Quark-Kondensat (1¢))ist ein noch unbestimmter, reeller Parameter. Die volle Lagrange-
dichte £ ist nun aufgespalten in einen Mean-field-Anteil £,,f und in einen Anteil L, der von
Fluktuationen herriihrt.

L=Lns+Lp (4.13)

Lsi=g(5; +62) (4.14)

Gleichung (4.11) kann sofort interpretiert werden. Wir sehen eine Lagrangedichte freier Teilchen,
die einen zusétzlichen skalaren Term bei ihrer Masse enthalten, und eine additive Konstante. Wir
definieren die Quark-Selbstenergie in mean-field X als

2 = —29(@y) (4.15)
und die fiihren die Konstituentenquarkmasse m {iber die Gleichung
m =mo+ X =mg — 2g(P1) (4.16)

ein. Diese Definition der Konstituentenquarkmasse ist dquivalent zu der der Gapgleichung, was
im Folgenden noch von Bedeutung sein wird.

4.2.2 Das Grofikanonische Potential

Das grofikanonischer Potential pro Volumen (2,7 in Mean-field enthélt also das Potential eines
freien Gases mit Teilchen der Masse m. Hinzu kommt ein Term durch die additive Konstante im
Mean-field-Lagrangian. Beide Beitrige gemeinsam ergeben

m —mg)? d3p

+Th <1+eXp (EPT“» +Th <1+exp <w>> } (4.17)
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Hier ist der erste Term (m — mg)/2g durch die konstante Verschiebung von L,,; um (1))?
verursacht worden, das Integral danach ist der Beitrag durch freie Teilchen.
Der bis jetzt unbestimmte freie Parameter (1)) wird nun durch die Forderung der Minimierung
des Potentials determiniert. Im thermischen Gleichgewicht ist das grofkanonische Potential {2 mi-
nimal beziiglich (1)¢)). Wie man an Gleichung (4.16) sieht, kann man dquivalent dazu {2 beziiglich
m minimieren. 90
mf

m (m)=0 (4.18)
Diese Extremalbedingung von (2,,,; beziiglich m ist dquivalent zur Gap-Gleichung (2.17). Da-
mit ist die Konsistenz zwischen m nach der Gapgleichung und m durch das thermodynamische
Potential bewiesen.

Regularisierung und Vakuumbeitrag

Das Integral in Gleichung (4.17) ist auf gleiche Weise regularisiert wie i/;, aufgrund der Korre-
spondenz zur Gap-Gleichung. Fiir die Pauli-Villars-Regularisierung existiert das Integral in der
vorgestellten Form nicht, trotz der Regularisierung. Da das thermodynamische Potential jedoch
nur bis auf eine Konstante bestimmt ist, l&sst sich {2,,,; in einen endlichen Ausdruck .anf iiber-
fiithren.

Qinf =Dt — Cmfvae < 00 (4.19)

Nun bendétigt man ein geeignetes {2, r vac, das schon in seiner Bezeichnung nahelegen soll, dass es
sich um eine Art unendlichen Vakuumsbeitrag handelt. Es liegt nahe, 2/ ¢ Uber die Integration
der Gap-Gleichung 7zu erhalten.

m A2,
m I dgp m’
- dm’ |20 9NN /__17 -7 421
/’rnvaC m |: 2g f (27T)3 Ep( np np) ( )

Geht man diesen Weg, so erhilt man ein endliches Q;nf. Die eingefiihrte Konstante (2, £ yac ist
zwar unabhingig von m, jedoch nicht unabhéngig von 7" und p. Um das Minimum des grofskano-
nischen Potentials bei festem 7" und p zu bestimmen, ist diese Eichung zuléssig. Um jedoch die
Entropiedichte s zu bestimmen, muss ein (2, vqc gefunden werden, das von 7" und p unabhéngig
ist. Ein solcherart geeichtes Potential ist

m —mg)? d*p

+Tln (1+eXp (—?))—FTln (1+eXp (—%))} (4.22)

mit &, = /m?2,. + p?. Das gesamte Integral in Gleichung (4.22) ist Pauli-Villars-regularisiert
nach dem leicht variierten Schema

f(m2a mgac) - f(m2a mgac)
—2f(m® 4+ A2, m2,. + A2) + f(m® + 247, m7,, + 247). (4.23)

vac

Dieses Vorgehen zur Berechnung von Q;nf entspricht der Wahl 2., vac = 2m¢|7=0,u=0 in Glei-
chung (4.19).

Fiir die Regularisierung mit dem Dreier-Impuls-Cut-off ergeben sich derlei Problem gar nicht, da
2,5 stets endlich bleibt. Wir werden der Einfachheit halber zukiinftig von der Notation .anf
keinen Gebrauch mehr machen, sondern stets von {2,y sprechen.

4.2.3 Phaseniiberginge

Zur Bestimmung der Konstituentenquarkmasse als Funktion der Temperatur und Dichte wird
nun nach dem Minimum von {2, gesucht. Die Funktion (2,,7(m) hat jedoch nicht immer nur
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Abbildung 4.1: 4.1(a): 2,,¢(m) bei p = 0 fiir T' =0 MeV, 250 MeV, 400 MeV (von oben nach
unten). 4.1(b): £2,,7(m) in der Nédhe des kritischen Punktes und in der Umgebung davon. Von
oben nach unten: (7' = 120 MeV, p = 434 MeV), (T = 115 MeV, p = 436 MeV), (T = 120

Y

MeV, 1 = 436 MeV), (T = 125 MeV, p = 436 MeV), (T = 120 MeV, p = 440 MeV). 4.1(c):

Qpp(m) bel T = 0 fir = 0 MeV, 450 MeV, 510 MeV, 535 MeV, 600 MeV (von oben nach
unten). Pauli-Villars-Parametersatz 5.
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nie), 4 (gestrichelte Linie) und 5 (gepunktete Linie). Gezeigt ist die Linie, die einen Phaseniiber-

Abbildung 4.2: Das Phasendiagramm fiir die Pauli-Villars-Parametersétze 3 (durchgezogene Li-
gang erster Ordnung markiert. Fiir die Parametersitze 1 und 2 gibt es keine Phaseniiberginge
erster Ordnung.

ein lokales Minimum. Abbildung 4.1 zeigt exemplarisch das Verhalten der Extrema von (2,,¢ fiir
verschiedene 7" und p.

Wie man sieht, veréndert sich die Lage der lokalen Minima wie auch die Funktionswert an diesen
Stellen, wenn man 7" oder p variiert. Diese Extremalstrukturen erinnern an Ginzburg-Landau-
Potentiale und haben auch eine analoge Bedeutung fiir die Phaseniibergéinge des Systems. Erreicht
ein lokales Minimum den Wert des globalen Minimums, so springt der Parameter m von einem
lokalen Minimum in ein anderes. Ein Phaseniibergang findet statt. Der Ordnungsparameter ist in
diesem Fall m (oder, dquivalent dazu, (1))).
Mit Hilfe dieses Potentials ldsst sich nun ein Phasendiagramm ausrechnen. In dem Phasendia-
gramm sind, dhnlich wie im Phasendiagramm von Wasser, das man vielleicht noch aus seinen
Experimentalphysikvorlesungen kennt, die Phasengrenzen, an denen die Ubergiinge stattfinden,
als Linien eingezeichnet. Fiir die Pauli-Villars-Parametersétze sind diese Phasendiagramme in
Abbildung 4.2 zusammengefasst. Hier kommt es je nach Parametersatz zu unterschiedlichen Er-
gebnissen. Wihrend die Pauli-Villars-Parametersitze 1 und 2 keinen Phaseniibergang aufweisen,
gibt es fiir die Parametersétze 3, 4 und 5 Linien Phaseniibergéinge erster Ordnung, die in einem
kritischen Endpunkt enden. An diesem Endpunkt findet ein Phaseniibergang zweiter Ordnung
statt. Diesen Unterschied zwischen den Parametersétzen kann auch schon Abbildung 3.2 entneh-
men. Macht m als Funktion von p einen Sprung, so gibt exisitiert ein Phaseniibergang erster
Ordnung, ist m(u) dagegen stetig, so gibt es keinen solchen, und m ist eine stetige Funktion von
wund T
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4.2.4 Ergebnisse

Wir wollen nun die Konstituentenquarkmasse als Funktion von x4 und 7" bestimmen. Dazu sucht
man fiir ein festes y und 7" nach dem absoluten Minimum von {2, beziiglich m und gewinnt so den
Parameter m, der bei diesem 7', n angenommen wird. Fiir zwei Parametersétze, ndmlich die Pauli-
Villars-Parametersiitze 2 und 5, ist je ein solcher Graph in Abbildung 4.3 gezeigt. Man sieht, dass
die Konstituentenquarkmasse m im Vakuum ihren grofiten Wert annimmt und fiir grofe 7" und pu
immer weiter abfillt. Die im Vakuum spontan gebrochene approximative Symmetrie restauriert
sich so im Medium. Wie bereits diskutiert, weist der Parametersatz 5 einen Phaseniibergang erster
Ordnung auf. In Abbildung (b) ist dieser Phasentibergang an der Unstetigkeitsstelle zu erkennen.
Am Phaseniibergang existieren zwei verschiedene Grenzwerte fiir die Konstituentenquarkmasse,
je nach dem, von welcher Seite man sich der Trennlinie ndhert. Der Unterschied zwischen diesen
Grenzwerten ist bei 7' = 0 am groften und wird immer kleiner, bis sich die beiden Grenzwerte
am kritischen Endpunkt treffen. An diesem Punkt, wie es sich vielleicht erahnen lisst, ist m
zwar stetig, besitzt jedoch eine senkrechte Steigung. Dieses Verhalten des Ordnungsparameters
ist gerade das Charakteristikum fiir einen Phaseniibergang zweiter Ordnung.

Auf die Darstellung weiterer Parameter und Regularisierungen wurde verzichtet. Die beiden we-
sentlichen Verhaltensmuster sind hier vorgestellt; der grofite Unterschied besteht bei anderen
Satzen in der Skalierung der drei Achsen. Parametersatz 5 besitzt in Mean-field unphysikalisch
grofe Konstituentenquarkmassen und viel zu grofie typische Skalen in 7" und p. Trotzdem wurde
er gewéhlt, weil er iiber den ausgeprégtesten Phaseniibergang (vergleiche Abbildung 4.2) verfiigt.

4.2.5 Crossoverlinien

Jenseits des kritischen Endpunktes gibt es einen Crossover zwischen den beiden Phasen. Es liegt
nun nahe, die phasentrennende Linie {iber den kritischen Endpunkt hinaus zu extrapolieren,
um ein Mafs fiir den Wechsel der Phasen angeben zu konnen. Eine solche Crossoverlinie ist ein
konstruiertes Objekt, und so verwundert es nicht, dass sie nicht auf einfache und eindeutige
Weise definiert werden kann. Es gibt verschiedene Ansétze, deren Motivation und Problematik
nun diskutiert werden soll.

Maximaler Gradient

Der Ordnungsparameter m kann als Funktion von 7" und p aufgefasst werden. Bewegt man sich
nun in einer vorgegebenen Richtung, so kann der Crossover als grofte Anderung von m definiert
werden. Anders gesagt, bilden wir

Vom(T, p) = ( gzz ) (4.24)

Hier wird auch das grofte Problem dieser populdren Crossoverkonvention offenbar: Da R? keine
Ordnungsrelation besitzt, ist die Definition eines Maximums nicht eindeutig. Mdglich sind zum
Beispiel Crossoverlinien iiber Maxima der Funktion

max (¥ - Vm) (4.25)

fiir einen recht beliebigen Weg ¥ C R? in der T, u-Ebene.

Der Mott-Ubergang

Wir geben uns mit der beschriebenen Crossoverlinie nicht zufrieden und suchen nach einer neu-
en. Neben der Phasentrennlinie gibt es eine weitere, trennende Linie in Phasendiagramm: Die
Linie des Mott-Ubergangs. Der Mott-Ubergang trennt zwei Gebiete des Phasendiagramms, zwei
Mengen U; 2 C IR%F.

Ui ={(T,p) : ma(a=0)pu) <2m} Us={(T,u):mz(q=0)(, >2m} (4.26)
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Abbildung 4.3: Die Hartree-Quarkmasse m, an der die Funktion 2(m) ihr absolutes Minimum
annimmt, als Funktion von Temperatur 7" und chemischem Potential p fiir zwei Parametersiitze.
Man beachte die Sprungstelle in Abbildung (b), die auf einen Phaseniibergang erster Ordnung
hinweist.



KAPITEL 4. THERMODYNAMIK VON NJL-QUARKMATERIE 33

: I I | T T
300 _

250 |- .

200 e i

T [MeV]

150 §
100 | -

50 .

0 1 1 1 3 1 1
0 100 200 300 400 500 600

1 [MeV]

Abbildung 4.4: Das Phasendiagramm der Pauli-Villars Parametersitze 2 und 5. Neben der Pha-
sengrenze (durchgezogene Linie) und dem kritischen Endpunkt (Punkt) ist auch die Linie des
Mott-Ubergangs (gepunktete Linie) eingezeichnet.

Anders gesagt: Wird das Pion schwerer als die doppelte Konstituentenquarkmasse, findet der
Mott-Ubergang statt. Jenseits des Ubergangs ist es dem Pion energetisch erlaubt, in zwei Kon-
stituentenquarks zu zerfallen.

Diese Linie im Phasendiagramm kann nun eine Crossoverlinie definieren. Diese Definition der
Crossoverlinie hat den Vorteil, dass sie eindeutig ist. Des weiteren féllt sie im chiralen Limes
mit der Phasengrenze zusammen. Sie nimmt aufierdem explizit Bezug auf die Eigenschaften der
Mesonen, die ja in dieser Arbeit von grofser Bedeutung sind. Es ist zu erwarten, dass in der Nihe
des Mottiibergangs die 1/N.-Korrekturen, die ja durch Mesonen zu stande kommen, ihr Verhalten
dndern.

Leider hat auch der Mott-Ubergang einen Nachteil: Die Linie weicht auferhalb des chiralen Limes
von der Phasengrenze ab, insbesondere geht sie nicht durch den kritischen Endpunkt. Sie ist
also nicht als Extrapolation iiber den kritischen Endpunkt hinaus zu sehen, sondern eher als
Charakterisierung der mesonischen Eigenschaften. Doch auch diese werden sich nicht sprunghaft
dndern. Zum einen bleibt das 7-Meson auch nach dem Mott-Ubergang als Resonanz erhalten. Zum
anderen liegt es an der Wahl, die Masse im Ruhesystems des Pions mr(|q| = 0) als Referenz zu
nutzen - die Mesonmasse sinkt mit steigendem Dreierimpuls. In der Dreierimpulsregularisierung
fiir Mesonen wére also noch das Verhalten von m,(q = Aps) von Wichtigkeit.

Fiir die beiden Parametersitze, fiir die bereits die Hartree-Quarkmasse aufgetragen wurde (Pauli-
Villars 2 und 5), sind in Abbildung 4.4 die Mott-Linien und die bei Satz 5 auftretende Phasen-
grenze gezeigt.

4.2.6 Der kritische Endpunkt

Am kritischen Endpunkt endet die Linie des Phaseniibergangs erster Ordnung. Bei einem Pha-
seniibergang erster Ordnung ist der Ordnungsparameter, die Konstituentenquarkmasse, unstetig.
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Abbildung 4.5: Links: Der Raumartige Bereich der o-Spektralfunktion p, als Funktion der Energie
qo- Rechts: Der Realteil des Propagators in der Umgebung von gy = 0. Die unterschiedlichen Kur-
ven gehoren zu verschiedenen Temperaturen 7' in der Nihe des kritischen Enpunktes (T, ftkrit)
bei festem g+ ~ p = 436 MeV. Durchgezogene Linie: Ty,;+ > T = 110 MeV, gestrichelte Linie:
Tirit = T = 120 MeV, gepunktete Linie: Tk, < T = 130 MeV. Pauli-Villars-Parametersatz 5,
q = 50 MeV.

Am kritischen Endpunkt verlauft die Konstituentenquarkmasse stetig, aber die Ableitung diver-
giert. Spéter, im Crossoverbereich, sind Masse und Ableitung stetig. Der Phaseniibergang ist am
kritischen Endpunkt also von zweiter Ordnung.

Das o-Meson ist im chiralen Limes am Phaseniibergang zweiter Ordnung masselos. Diese Masse ist
im Sinn der Definition in Abschnitt 3.3 iiber den Vorzeichenwechsel des Realteils des retardierten
o-Propagators D, beziehungsweise dessen Inversen definiert.

1—-29J%(go = mg,q=10) =0 (4.27)

Bei endlicher Stromquarkmassen, wenn die chirale Symmetrie nur noch approximative Giiltigkeit
besitzt, ergibt sich eine von Null verschiedene o-Masse am kritischen Endpunkt. Dieses Verhalten
der Masse verwundert, da am kritischen Punkt immer erwartet wiirde, dass das o-Meson eine
verschwindende Masse bekommt [33]. Hier unterscheidet sich das NJL-Modell auch von dem
Verhalten des o-Mesons im linearen Sigma-Modell, das diese Eigenschaft zeigt [34].

Die Spuren dieses Phinomens findet man im NJL-Modell im raumartigen Bereich der Spektral-
funktion (siehe auch [35]). Die Spektralfunktion bildet in der Ndhe der Null einen Peak aus, die
Ableitung der Spektralfunktion nach der Energie divergiert. Dieses Verhalten kann man auch im
Realteil des Propagators erahnen: In der Nahe des kritischen Endpunkts bildet sich an der Stelle
Null tatsdchlich eine Art Massenpeak heraus. Dies ist lediglich im Sinne des Auftretens eines
deutlichen Maximums zu verstehen, da sich der Peak im raumartigen Bereich befindet. Diese
beiden Verhaltensweisen sind in Abbildung 4.5 gezeigt.

4.3 Entropiedichte in Mean-Field

Die Entropiedichte ist durch die Gleichung

09,
ST TaT

(4.28)

mit dem thermodynamischen Potential verkniipft.
Fiihrt man die Ableitung aus, so erhalt man

d3
sy = 2NNy [ 5 {0+ ) 1 5B — (B )

+In(1+ e PEHI) 4 B + pynp(E + 1) (4.29)
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Abbildung 4.6: Entropiedichte in mean-field s,,; als Funktion von 7" und p fiir zwei verschiedene

Parametersatze.
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Abbildung 4.7: Verschiedene Entropiedichten s nach als Funktion der Temperatur 7. s,y nach
Gleichung (4.29) (durchgezogene Linie), s,,; mit nichtregularisiertem Mediumanteil (gestrichelte
Linie) und sfrc nach Gleichung (4.31) (gepunktete Linie). Die beiden Graphen unterscheiden
sich nur durch die Art der Auftragung - die 7-Achse ist links logarithmisch aufgeteilt, um das
T3-Verhalten der freien Entropiedichte s tree 7u verdeutlichen. Pauli-Villars-Parametersatz 5 im
chiralen Limes.

wobei die gleichen Regularisierungsvorschriften wie in Gleichung (4.22) zu beachten sind.

Am Beispiel der Pauli-Villars-Parametersitze 2 und 5 (deren Konstituentenquarkmasse ja bereits
diskutiert wurde) ist in Abbildung 4.6 s,, s als Funktion von T und p gezeigt. Wir sehen, dass die
Entropiedichte im Vakuum den Wert null annimmt und fiir endliche Temperatur grofer als null
ist. Auch in diesem Plot ist bei Parametersatz 5 in Abbildung (b) der Phasentibergang erkennbar.

Regulatoreffekte bei Pauli-Villars-Regularisierung

Die so ermittelte Entropiedichte s,,; hat eine iiberraschende Temperaturabhéngigkeit. Zwar gilt
lim7_.g s;my = 0, aber fiir festes chemisches Potential ¢ nimmt s,, s bei einer bestimmten Tempe-
ratur ein Maximum an und féllt danach ab. Schon in Abbildung 4.6 ist ein Abknicken erahnbar.
Um dieses Verhalten besser beurteilen zu kénnen, untersuchen wir den Spezialfall eines freien
Gases masseloser Quarks. Wir wiirden erwarten, dass s fiir hohe Temperaturen ein dhnlichen
Verhalten wie freie Quarks kleiner Masse zeigen wiirde.

Der Druck masseloser Quarks bei chemischem Potential = 0 ist

(T) = —2frec = Zf”—QT‘1 (4.30)
Pfree - free — 3790 .
wobei f = 4N Ny = 24 die Anzahl der Freiheitsgrade ist. Die Entropiedichte ist somit
8472
ree T) = TB- 4.31
pree(T) = =51 (431)

Das beobachtete Abknicken der Entropiedichte s,,; bei hohen Temperaturen (und niedrigen
Quarkmassen m) in den NJL-Rechnungen steht nicht im Einklang mit dem 73-Verhalten. Es
handelt sich hier um ein Artefakt des Regularisierungsverfahrens. Als Vergleich wird die Entropie
in Gleichung (4.29) auf eine andere Art regularisiert: Anstatt Regulatoren fiir alle Terme zu addie-
ren und zu subtrahieren, regularisiert man nur den Vakuumanteil o Egl und ldsst die ohnehin
endlichen Mediumanteile ohne Regulatoren. Ein solches Verfahren wurde bereits im Abschnitt
3.1.2 iber die Regularisierung im Medium kurz angerissen. Das Temperaturverhalten dieser drei
Entropiedichten ist in Abbildung 4.7 gezeigt. Wie man sieht, liefert ein solches Verfahren tat-
séchlich fiir hohe Temperaturen ein T3-Gesetz analog zu Gleichung (4.31) und stimmt fiir kleine
Temperaturen mit s,, s iiberein.

4.4 Korrekturen in O(1/N,)

In diesem Abschnitt wollen wir Korrekturen zum Mean-field-Potential (2,,,; berechnen. Das Ziel
soll lediglich sein, eine Korrektur fiir die Entropiedichte zu berechnen und nicht den Korrekturterm



KAPITEL 4. THERMODYNAMIK VON NJL-QUARKMATERIE 37

in die Minimierung des grofskanonischen Potentials (2 einzubeziehen. Obwohl wir damit bereits
die vollsténdige Konsistenz verloren haben, werden wir uns auch hier an dem Entwicklungsschema
in 1/N, orientieren.

4.4.1 Herleitung

Der Mean-field Lagrangian L£,,f, der zur Herleitung des grofkanonischen Potentials (2,,; am
Anfang dieses Kapitels benutzt wurde, unterscheidet sich um den Fluktuationsterm

Ly = glos + 7] (4.32)

vom gesamten Lagrangian £ des NJL-Modells. Aus diesem Term berechnen wir nun formal den
zugehorigen Beitrag zum thermodynamischen Potential {2y mit Hilfe der Methode der Kopp-
lungskonstantenintegration (sieche zum Beispiel [31]).

Ydg [ d’¢ T 9. g
rzﬂ/o ?/WE;Tr () (iwg, )G (iw,, q)) (4.33)

Hierbei ist ¢ die modifizierte Kopplungskonstante, die nun eine Integrationsvariable geworden
ist. G¥ ist der volle Quarkpropagator und E}% die Quark-Selbstenergie durch Ly, bei dieser
Kopplungskonstanten.

Diesen Beitrag entwickeln wir nun nach dem Entwicklungsschema nach Ordnungen O(1/N..). Der
Hartree-Beitrag, diagrammatisch

M (4.34)

ausgedriickt, entspricht der Ordnung O(1). Wir bendtigen so als néchsthéheren Term (2, in der
Ordnung O(1/N,.). Diese Beitrige entsprechen dem Fock-Term und der Ringsumme.

Diese Aufsummation von Polarisationsloops II weist deutliche Ahnlichkeiten mit der Beschrei-
bung von RPA-Mesonen auf. Der Ringsummenbeitrag ldsst sich schreiben als

Qp= Y (4.36)

Die Korrektur zum thermodynamischen Potential {2, ist nach Ausintegration der modifizierten
Kopplungskonstanten ¢

3
Ont = / (;1—()13§ > In(1 - 2917 (iwg, q)). (4.37)

™

Wir konnen diesen Anteil des thermodynamischen Potentials als Beitrag durch die Mesonen 7
und o deuten.

4.4.2 Die Mesonbeitrige zum thermodynamischen Potential (2,

Im Prinzip ldsst sich Gleichung (4.37) direkt numerisch berechnen. Jedoch lisst sich durch einige
Umformungen noch ein eleganteres Ergebnis erzielen. Aufierdem weist das numerische Ausfithren
der Matsubara-Summe bei der von uns bevorzugten Pauli-Villars-Regularisierung einige Schwie-
rigkeiten auf, die bei einfachen Dreierimpuls-Cut-offs oder dem pNJL-Modell nicht auftreten. Sie
rithren von der Schwierigkeit der Abschatzung des asymptotischen Verhaltens dufserer Parameter
bei im Unendlichen nur schwach abfallenden Integranden her.
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(a) (b) (c)

Abbildung 4.8: Konturverformung zu Gleichung (4.39)

Wir schreiben den Ausdruck (4.37) um in ein Konturintegral in der komplexen Ebene.

3 z
= [ 55 B 5 () a1 2007y (2. ) (4:38)

Hierbei ist np(z) = (exp(z/T) — 1)~! die Bose-Verteilungsfunktion.
Nun verformen wir die Kontur C analog zu Abbildung 4.8, so dass man

3 400 w
Oy — / d’q 1 / d—.nB(W) (In(1 — 2gITp(w + i€, q)) — In(1 — 29T\ (w — i€, q))) (4.39)

(2m32 ) . 2mi
erhiilt. Unter Ausnutzung von np(—w) = —1 — np(w) und der Symmetrie des Realteils von IT
lasst sich £2,; schreiben als
1 ¢ [ dw 1 =29 (w + i€, q)
Oy == — (142 1 ’ 4.40
M= / PE /0 oL 2B T e e @) (4.40)

Streuphasen

Wir wollen nun den Integranden mit Streuphasen beschreiben. In der Dyson-Lehmann-Jost-
Darstellung ist die Streumatrix S

1 —2gITy (w — i€, q) i
S(w _ ’ — p2ipm(w,q) 4.41
.q) 1 =29y (w + i€, q) ‘ (4.41)

mit der Streuphase ¢j;. Diese Streuphase kann auch mit dem Propagator Dj; verkniipft werden
D(w,q) = [Da(w, q)[e’® () (4.42)
und besitzt die fiir unsere Zwecke relevante Darstellung
1, 1—=2gy(w—ieq)

1, _ 4.43
¢M(w7q) 2 nlfggHM(eriﬁ,Q) ( )

Man beachte, dass wegen

1.z 1. |zlet®= 1

Ine?® = ¢, + nn (4.44)

—In—=—1In =
20 z* 20 |zle7i= 24

mit n € 7Z fiir beliebige z € C die Phase ¢ nicht eindeutig definiert ist.

Wir bekommen somit den mesonischen Beitrag zum thermodynamischen Potential als Funktion

der Streuphase.

3 oo
=5 [ | B+ 2mpe)on (4.45)

In Abbildung 4.9 sind exemplarisch Propgatoren D in der komplexen Zahlenebene dargestellt.
Die Darstellung ist ein wenig ungewohnlich, aber fiir die Zwecke dieser Veranschaulichung sehr
niitzlich. Gezeigt ist der Weg R* 3 w +— Dy (w) € €, also die Kurve {Dy;(2) € C: z € R }. Jede
dieser komplexen Zahlen kann nun durch einen Winkel und einen Radius ausgedriickt werden.
Der Winkel ist nach Gleichung (4.42)genau die Streuphase ¢y.
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Abbildung 4.9: 7- und o-Propagatoren als mit w parametrisierte Wege in der komplexen Zahlene-
bene. Mit Kreisen sind die Punkte Dy (w = 0) markiert, mit Kreuzen die Punkte Dy (w = 2m).
Die Kurven starten also in der Halbebene negativer Realteile und laufen dann weiter gegen den
Uhrzeigersinn, um sich fiir w — oo dem Wert 2¢g anzundhern. Links: 7" = 0, p = 0; rechts: T' = 200
MeV , = 10 MeV; Pauli-Villars-Parametersatz 1.

Zerlegung von {2,/

Wie auch bei {2,y konnen wir den divergierenden Ausdruck durch Abziehen des Vakuumbeitrags
auf einen endlichen Wert (2, bringen.

Q?\/I =y — QM,vac (446)

Wir werden im Folgenden diesen umgeeichten Ausdruck ebenfalls mit {23, bezeichnen, also keine
explizite Unterscheidung zwischen 2); und {2}, machen. Wir zerlegen (2); nun in zwei Summan-
den, die sich schon in Gleichung (4.45) ankiindigen und bei deren Benennung wir [36] folgen.

2y = QNSR""qul (447)
3¢ [ dw
2nsr = /(2#)3/0 ?nB(w)ng (4.48)
1 ¢ [ dw
Qup1 = —5/—(2@3/0 7¢]M (4.49)
(4.50)

Nxnsr ist der so genannte Noziére-Schmitt-Rink-Beitrag [37], der erstmals von Noziére und
Schmitt-Rink im nichtrelativistischen Fall hergeleitet wurde. (2,4 wird als Beitrag durch Quan-
tenfluktuationen interpretiert.

Neben dieser Zerlegung in zwei Summanden kann ist noch eine weitere Auspaltung von (2,
interessant. Diese wird uns den Zusammenhang mit 2y free, dem grofkanonischen Potential
eines freien Mesongases zeigen. Im w-Integral kann man eine partielle Integration durch fiihren.

B g [ dw jw — By 9PM
QM_/(%)3 /_Oo 7(§+Thﬂ(1_e )) - (4.51)

Nun fallt eine Besonderheit auf. Hat 1 — 2¢Ily; einen Durchgang durch den Punkt z = 0 + 0
auf der reellen Achse, so springt der Winkel von —7 nach 0. Einen solchen Nulldurchgang gibt
es nicht immer - er tritt beim einem scharfen Pion bei w? = m?, + q* auf. In einem solchen Fall
kann man die Streuphase in der Umgebung des Pols schreiben als

br(w) = —mO(m2 + ¢* — w?) (4.52)

und entsprechend die Ableitung nach w als

907 () = msgn ()0 (Jo] — v/mZ + ). (4.53)
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Wir schreiben dieses Verhalten fiir das Pion wieder allgemein fiir ein Meson M und setzen die
Ergebnisse in 2y, ein.

3 lal o0 W W s
= /(;7733 </O Jr/JQmZJrqz) d? (§+T1n(176 ’ )) (95#%

+/ (;1;33 / T (% +T'In(1 - e‘ﬁw)) m(|w| — /m2 + %)  (4.54)

ql ™

Den zweiten Term nennen wir (2,5, da er von der Polstelle im Propagator D herriihrt. Die so
zerlegten Terme werden nun in den folgenden Abschnitten einzeln diskutiert.

4.4.3 Polbeitrag (2,

Die §-Funktion erlaubt es uns, die w-Integration sofort analytisch auszufiihren.

Ppot = / (;173339(2m —mun(q)) [\/m?vl + g%+ Tln(1 — exp(—By/m3, + q2))] (4.55)

Der Polanteil beschreibt also den Beitrag eines freien Mesonengases zum thermodynamischen
Potential. Da dies der Vernachissgung von Kontinuums- und Teilchen-Loch-Branch entspricht,
erwarten wir, dass {2, fiir kleine Temperaturen 7" und chemische Potentiale ;1 am besten mit
dem vollen §2;; ibereinstimmt.

Den Beitrag (2, gibt es nur, wenn die Masse des Mesons M kleiner als die doppelte Konstituen-
tenmasse ist, also nur, wenn das Meson einen scharfen Massenpeak besitzt. Dies ist in der Formel
(4.55) durch die #-Funktion beriicksichtig. Diese Situation tritt ausschliefslich bei m-Mesonen auf,
o-Mesonen konnen also iiberhaupt nicht durch eine solche Polapproximation beschrieben werden
(wie wir ja auch ihre Masse nur in einem weiteren Sinne definieren konnten).

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die q-Abhangigkeit der Mesonmasse M von ent-
scheidender Bedeutung ist. Es gibt sehr wohl Situationen im Medium, in denen Mesonen erst
unterhalb eines bestimmten Impulses qs instabil sind (ma(q < gqs) > 2m) und oberhalb stabil
werden (mpr(q > qs) < 2m). Daraus kann man auch folgern, dass der Polbeitrag der m-Mesonen
nicht sprunghaft bei einer Mott-Temperatur verschwindet, sondern stetig null wird.

Auch (2, kann man wieder in zwei Summanden aufteilen.

onl = onl,NSR + onl,qfl
d3
Qpol,NSR = / (27T()13 0(2m — ma(q))T In(1 — exp(—By/m3, + q?)) (4.56)

3
onl,qfl = / ((217_[_(;3 9(2m - mM(q)) \/ m?\/[ + q2 (457)

Diese Aufteilung erlaubt es uns, direkt den Polanteil der vollen Potentiale 2y gr und (2,4 durch
Vergleich zu analysieren.

In Abbildung 4.10 ist das Verhalten von {2, als Funktion von 7" bei einem konstanten chemischen
Potential von p = 10 MeV gezeigt. Hier sieht man, dass in der Tat am Mott-Ubergang ein
Abknicken der Kurve zu beobachten ist. Ab der Temperatur, bei der m.(|q] = Ay) > 2m
ist, verschwindet der Beitrag (2,,; vollstindig. Auch ist zu erkennen, dass der Noziéres-Schmitt-
Rink-Beitrag eine deutlich stirkere Temperaturabhingigkeit als der Quantenfluktuationsbeitrag
besitzt. Man bedenke hierbei, dass der Absolutwert aufgrund der Wahlfreiheit einer Konstanten
vollkommen unerheblich ist.

4.4.4 Noziére-Schmitt-Rink ygpr

Der Integrand der w-Integration des NSR-Beitrags enthilt die Bose-Verteilungsfunktion np(w),
die einen Pol erster Ordnung bei w = 0 besitzt. Man beachte, dass notwendiger Weise

$(0) =0 (4.58)
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Abbildung 4.10: Polanteil zum mesonischen Anteil des thermodynamischen Potentials als Funkti-
on der Temperatur 7" bei chemischem Potential ;© = 10 MeV. Durchgezogene Linie: {2,,; nsR, ge-
strichelte Linie: (2,1, f1, gepunktete Linie: 2,01 = 2,01, NS r+2pot,qf1- Pauli-Villars-Parametersatz
5. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurde darauf verzichtet, den Vakuumanteil von 2pot qp1 ab-
zuziehen.

gelten muss, damit das Integral existiert. Dies steht im Widerspruch zur iiblichen Konvention der
Streuphase nach dem Levinson-Theorem, das

¢(0) = Anzahl der gebunden Zusténde - 7 =7 (4.59)

vorhersagt. Wir erinnern uns aber daran, dass ¢ nur bis auf ein additives Vielfaches von =«
festgelegt ist. Wir definieren also einfach ¢ so, dass die Bedingung (4.58) erfiillt ist. So erhélt
man zwar ein ungewohnliches Ultraviolettverhalten der Streuphase, doch ist durch die Bose-
Verteilungsfunktion die Konvergenz des Integrals gesichert.

4.4.5 Quantenfluktuationen (2,

Da das Integral in der Form, wie es in Gleichung 4.50 angegeben wurde, nicht existiert, ziehen
wir den unendlichen Vakuumbeitrag ab.

d3q % qw
2.4 = | —— —A 4.
afl / an) /0 5 W) (4.60)
Hierbei ist die sogenannte Phasenverschiebung im Medium
Ap(w) = o1, (w) — pr=0,u=0(w). (4.61)

der Unterschied der Streuphase zwischen Vakuum und Medium.
Man kann sich davon iiberzeugen, dass das Ultraviolettverhalten von A¢

1

1
A(b(ﬂ') (QOa q) — ;NcNng36 (mgac - m2) W
0

(4.62)
1
AP (go,q) — ;NCNngp ((m2,. —m?) (4.63)

tatséchlich das Integral konvergieren l&sst.



Kapitel 5

Scherviskositat

5.1 Was ist die Scherviskositat?

Die Scherviskositét, tiblicherweise mit dem Symbol 1 bezeichnet, ist ein Parameter der relativi-
stischen Hydrodynamik. Wir werden zunéchst einige Grundlagen erldutern, um die Bedeutung
dieser Grofse zu erkléren. Eine ausfiihrlichere Darstellung bietet zum Beispiel [38].
Relativistische Hydrodynamik beschreibt auf sehr allgemeine Weise Fluide durch Gleichungen,
die durch die Erhaltunggrofen eines Systems und weitere nétige Annahmen gewonnen werden.
Die zu beschreibenden Grofen sind der Energie-Impuls-Tensor T#” des Systems sowie erhaltene
verallgemeinerte Ladungen J*. Diese Ladungen konnen elektrisch sein, aber auch Baryonenzahlen,
Seltsamkeit und andere Ladungen sind von dieser Beschreibung nicht ausgenommen. Die Anzahl
der unbekannten Grofen ist damit 14.

T 10 (5.1)
Jr — 4

Fiir diese Unbekannten wollen wir nun versuchen, Bedingungen zu finden, um das System hydo-
dynamisch erfassen zu kénnen. Die Erhaltungssétze des Systems

8,TH =
DIt =

(5.3)

0
0 (5.4)
liefern jedoch lediglich fiinf Gleichungen. An dieser Stelle setzt das Prinzip der relativistischen
Hydrodynamik ein. Wir fiillen diese fehlenden Informationen, in dem wir weitere Annahmen iiber
das System treffen.

Wir fordern zunéchst, dass sich das System nur schwach &ndert. Das wird es uns erlauben, 9,, als
kleine Grofse und damit als Grundlage einer Entwicklung zu behandeln. Man kann den Ausgangs-
punkt dieser Entwicklung als den statischen und isotropen Fall verstehen. Wir werden zunéchst
nur die fiihrende Ordnung betrachten.

Als zweite Annahme beschreiben wir das System lokal an jeder Koordinate x durch einen Vierer-
vektor u,(z). Per Konvention normieren wir ihn durch die Bedinung u,u” = 1. Die Grofen J#
und T driicken wir nun durch u* aus.

T = (e+pluru” —g"p (5.5)
Jr = ul'n (5.6)

Die hier neu eingefithrten Parameter offenbaren ihre Bedeutung, wenn man die Gleichungen im
lokalen Ruhesystem u = (1,0)” betrachtet.

n = JY Eigenladungsdichte (5.7)
e = TW Eigenenergiedichte (5.8)
p = T"  Druck (5.9)

42
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Als drittes nehmen wir an, dass sich das System lokal im thermischen Gleichgewicht befindet.
Dies geht mit der Existenz einer Zustandsgleichung einher, einer Gleichung, die es erlaubt, den
Druck p als eine Funktion von Ladungsdichte n und Energiedichte ¢ auszudriicken.

Somit haben wir unser System durch die sechs Gréfsen u*, € und p beschrieben, die nun durch
sechs Gleichungen, nédmlich die fiinf Erhaltungssitze und die Zustandsgleichung, bestimmmbar
geworden sind. Diese erste Ordnung in der Entwicklung entspricht einer idealen Fliissigkeit. Eine
ideale Fliissigkeit besitzt keine innere Reibung oder Viskositét, keine Energiedissipation und keine
Entropiednderung.

Um solche Effekte mit einzubeziehen, ist eine Entwicklung bis zum n&chsth6éheren Term notwen-
dig. Das fiihrt, zunéchst einmal rein formal, zu Zusatztermen v* und 7#* in den Ausdriicken fiir
JH und TH”.

™ = (e+putu’ —g"p+at (5.10)
JEo= u'n+ (5.11)

Diese Zusatzterme kénnen nun durch physikalisch interpretierbare Gréfsen ausgedriickt werden.

2
™ = n(0"u’ +9"ut — u urd M — u”u,\a’\u“) + (C - §n> (9" — utu”) Oyu (5.12)
2
A nT’ [ 4 Il 1
v K<e+p (0" — utu GV)T (5.13)

Hier bezeichnet T' die Temperatur und g das chemische Potential. Die auftretenden Materialkon-
stanten

1 Scherviskositét
¢ Bulk-Viskositét
k  thermische Leitfahigkeit

beschreiben die Korrekturen, die sich durch ein schwaches lokales Nichtgleichgewicht ergeben. In
dieser Ndherung, der viskosen Hydrodynamik, beinhaltet die Gleichungen Dissipationseffekte und
Entropiezunahme.

5.2 Herleitung

Wir werden in dieser Arbeit ausschlieflich die Beschreibung von Viskosititen iiber die Kubo-
Formel benutzen. Neben diesem Weg ist es auch moglich, die Scherviskositit von Quarkmaterie
iiber statistische Gleichungen herzuleiten (siehe zum Beispiel [39]). Die Kubo-Formel resultiert
aus dem Fluktuations-Dissipations-Theorem und bildet auch eine Grundlage zur Berechnung der
elektrischen Leitfdhigkeit (siehe zum Beispiel [40]). Wir folgen in dieser Herleitung [16]. Nach der
Kubo-Formel ist die Scherviskositit n gegeben durch

n(w) = ﬂ/ooo dte™!dr (Tyy(r,t), Tyy (0,0)) . (5.14)

Hierbei ist Ty, der Energie-Impuls-Tensor, der im NJL-Modell gegeben ist durch

1 ,— _
sz = 5 (1/)72311/) - 311/1721/)) . (515)
Der Korrelator (-, -) ist definiert als
B
(A, B) :T/ dX(eM Ae= M B), (5.16)
0
wobei H der Hamilton-Operator und (-) der thermische Mittelwert ist. Wir setzen dies ein und

erhalten p
n=— lim d—ImHR(w) (5.17)

w—0 dw
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Abbildung 5.1: Diagramm fiir die Korrelationsfunktion I7

mit der der retardierten Korreltationsfunktion
MR (w) = M (iwe — w + i), (5.18)

die durch stetige Fortsetzung aus der Matsubara-Korreltationsfunktion

(iw,) = / dre—ier / dr (T, 7Ty (0,0)) (5.19)

erhalten werden kann. 7, ist der Zeitordnungsoperator des Imaginérzeitformalismus, iw. ist eine
bosonische Matsubarafrequenz, deren Index e suggeriert, dass sie die externe, durch den Loop
laufende Impulskomponente ist.

Wir setzen den Ausdruck fiir den Energie-Impuls-Tensor (5.15) ein und erhalten das wichtige
Zwischenergebnis

Tr p{y G(p,iwp + iwe)pI’yQG(p,iwp)} . (5.20)

I (iw,) TZ/

Hierbei ist G(p,iw,) der volle Quark-Propagator (im Gegensatz zum Hartree-Propagator S).
Diese Gleichung bildet die Basis der weiteren Untersuchungen. Sie ldsst sich diagrammatisch
interpretieren, wie es in Abbildung 5.1 gezeigt ist.

Um nun die Scherviskositédt 1 zu berechnen, muss das Diagramm 5.1 berechnet werden. Da es
nicht mdéglich ist, dies auf exakte Weise zu tun, da der volle Quarkpropagator unbekannt ist, muss
dieses Diagramm gendhert werden. Wie wir noch sehen werden, ist der Versuch, die offensichtliche
Néherung

G(paw;ﬂ) = =—Pp—r —— = S(pawl)) (5.21)

durchzufithren, nicht sehr fruchttragend. Da wir ohnehin ein wenig Aufwand treiben miissen, ist
es angebracht, diese Tatsache hier nicht weiter zu beleuchten, sondern sie im Zuge der folgenden
Schritte zu erlautern. Wir werden in den folgenden Abschnitten systematisch Naherungen fiir
Gleichung (5.20) entwickeln.

Wir fiihren zur Verbesserung der Ubersichtlichkeit der nachfolgenden Rechenschritte einige Ab-
kiirzungen ein

3
M(w.) = /(gﬁl)}gs (5.22)
S = TZP(wp—l—we,wp) (5.23)
P(wi,wz) = Tr[pay’G(p,w1)pay’G(p,w2)] (5.24)

die uns in den néchsten Schritten in dieser oder &hnlicher Weise wieder begegnen werden.
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5.3 Entwicklung in O(1/N,)

Die Idee dieser Ndherung ist die Entwicklung in O(1/N.). Man kann sich unter dieser Nihe-
rungsmethode Korrekturen durch Mesonen vorstellen, die eben auch die Eigenschaften von NJL-
Quarkmaterie beeinflussen.

+O(1/N}) (5.25)

Dabei entspricht der erste Beitrag, der RPA-Loop, der fiithrenden Ordnung N!, die weiteren Terme
gehoren zur néchsthoheren Ordnung N?.

5.3.1 Fiihrende Ordnung: RPA

Wir betrachten den Beitrag in erster Ordnung, den RPA-Loop. Wir stellen die zugehorige Kor-
relationsfunktion I7(°) auf diagrammatische Weise dar.

o = <:> (5.26)

Dieser Term hat eine dhnliche Form wie die exakte Losung (5.20). Wir wollen diesen Term daher,
wie es auch in [16] getan wird, in einer etwas allgemeineren Form herleiten. Wir bauen auf
Gleichung (5.20) auf und werden auch weiterhin den Propagator G und nicht S nennen.

Wir wollen zunéchst die Matsubara-Summe ausfiihren. Formal 1dsst sich die Summe als Kontur-
integral umschreiben

d .
S = 77{ S ()Tt [pay*G(P, )P Gl(p, 2 + iwe)] (5.27)
C

Die iibliche Technik verlangt eine Fortsetzung der Matsubara-Propagatoren in die komplexe Ebe-
ne hinein. Wir benutzen dazu die Lehmann-Darstellung der Propagatoren (siche zum Beispiel
Gleichung (3.35)), um uns klarzumachen, dass es zwei Branchcuts in der komplexen Ebene gibt:
einen bei Imz = 0 und einen bei Imz = w.. Wir kénnen den Integrationsweg C geméss Abbildung
5.2 verformen. Wir parametriesieren die umgeformten Wege in der Form e + ¢ und € — iw, £ i
(e € R, 0 infinitesimal ) und erhalten auf diese Weise

S =_ _4-;0 % { np(e — 1) Tr [pZ72G(e —i0)pay2G(e + iwe — 26)}
—np(e+i0)Tr [pay>G(e + i0)pa7>Gle + iwe + i0)]
+ np(e — iwe — i6)Tr [pay*G(e — iwe — i6)pay*G(e — i6)]

—np(e — iwe +i6)Tr [pa7>G(e — iwe + i0)pa7>Ge + i0)] } (5.28)

Nutzt man aus, dass
nrp(e) =np(e+2minT) = np(e £ id), (5.29)
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(a) (b) (c)

Abbildung 5.2: Umformung des Integrationswegs C' von Gleichung (5.27) nach Gleichung (5.28).

so erhalt man

+oo
s =/ ;—;nF(e)Tr [po? (—2ImG (€))pay* G (€ + iwe) + P2y’ G(e — iwe)pay” (—2ImG(e))] -

(5.30)
Wir erinnern uns, dass —2ImG(e) = pg(e) die Definition fiir die Spektralfunktion ist, ordnen die
Spur um und erhalten die Gleichung

T de
S = / o7 () Tr [P (6 (€)pay* (Gle + iwe) + Gle — iwe))] - (5.31)
Um nun die retardierte Form zu erhalten, fithren wir die stetige Fortsetzung iw. — w + i durch.
T e 5 5 . .
S = %HF(€)TI" [pmv (pc(€)pay*(Gle +w+1i0) + G(e —w — 26))} . (5.32)

Nehmen wir davon den Imaginérteil, so erhalten wir das entscheidende Zwischenergebebnis

+o0 €
Ims = / ) S L (e + @) — ne (@) Trlple + w)perp(Opr’). (5.33)

Wir erinnern uns, dass die Viskositat 1 mit S verkniipft war durch

od d3p
n = — lim

— .34
w—0 dw (27T)3 mS (5 3 )

In unserer Ndherung ist aber p(e) o« (e == m), und so ist p(e + w)p(e) = 0. Somit verschwindet
der Term in fiihrender Ordnung.
n® =0 (5.35)

Bemerkung zu Grenziibergingen
Das letzte Ergebnis ist eine Frage der Reihenfolge der beiden Grenziibergénge, die zur Berechnung
von 7 durchgefithrt werden. Neben dem Grenziibergang

=—1i d ImI7 (5.36)

= w1—>InO dw '

gibt es ndmlich noch den Grenziibergang der 6-Funktion, den man sich

§(z) = lim d(z) (5.37)

I'—0

vorstellen kann, mit einer geeigneten Verteilung d(z) mit endlicher Breite I". Eine solche Vertei-
lung kann zum Beispiel duch eine Breit-Wigner-Verteilung realisiert werden [16]. Es gilt

d
7© = — lim lim olmi =0 (5.38)

w—0I'—=0 dw



KAPITEL 5. SCHERVISKOSITAT 47

und d
©) = — lim lim —ImIT = co. :

n lim lim ——TIm 00 (5.39)
Welche Reihenfolge der Grenziibergiinge vorzunehmen ist, scheint schon an Gleichung (5.17) ab-
gelesen werden zu konnen, namlich (5.38). Jedoch hingt das Vorgehen auch von der Fragestellung
ab. Somit ist es wenig sinnvoll, mit einem einfachen Hartree-Quarkloop die Scherviskositat berech-
nen zu wollen, weil dahinter die Interpretation eines freien Quarkgases als Grenzfall eines reellen
Quarkgases steckt. Dieser Grenziibergang enspricht Gleichung (5.39). Dagegen ist der Beitrag
als rein mathematisch notwendiger Summand in einer Entwicklung so implementiert, dass der
Grenziibergang durch Gleichung (5.38) entspricht.

5.3.2 Né&chsthéhere Ordnung: (a)

Der Beitrag
T (iw,) = -< ‘ » (5.40)

wird den entscheidenden Beitrag fiir die Berechnungen dieses Abschnitts liefern.

o)/ dp
T (iw,) = TWZ/@T)?’P(WP + we, wp) (5.41)
mit
1 /
P(wla w?) = iDM(wla p)FA'y2M]\/I/ (wlv P, —w2, 7p)D]M (WQa p)FA'yQ]\/I/]\/I(fwlv —P, w2, p)

(5.42)
Die Notation orientiert sich an vergleichbaren Grofien vorangegangener Abschnitte. Hierbei ist

R
Iaqeaen (p1sp2) = (5.43)
2
[ dYk )
=i (2T)4Tr [k:m’y S(k+p1+p2) LSk +p1)FMS(k)] + ex. (5.44)

das Quark-Dreieck, in welchem beide Umlaufsinne der Quarks beriicksichtig sind. Dies geschieht
durch das Vertauschen von p; und ps, in der Gleichung mit ex. bezeichnet. Es gibt zu P Beitrige
durch die Propagatoren D™ und D?. Aufgrund der Struktur von I'a gibt es keine Mischungen
von Mesonen, d.h. M = M’" € {o,7%}. Der Vorfaktor 1/2 entsteht durch die Beriicksichtigung
des Symmetriefaktors bei der von uns gew#hlten Definition des Quarkdreiecks I'a.

Wie bei der Berechnung des RPA-Beitrags in Abschnitt 5.3.1 wollen wir die Matsubarasumme
geschickt durch ein Konturintegral ausdriicken. Wollen wir eine dhnliche Strategie verfolgen, wie
sie sonst iiblich ist (ndmlich der Einfiilhrung einer Boseverteilungsfunktion und einem Integrati-
onsweg um deren Pole), so stofen wir auf ein Problem: Zwei der Pole liegen auf dem Branchcut.
Dieses Problem umgehen wir, indem wir diese beiden Polstellen nicht vom Integrationsweg umlau-
fen lassen und sie als Matsubarabeitrige einfach separat dazuaddieren. Diese Aufspaltung ist in
den folgenden Gleichungen formal dargelegt, eine Veranschaulichung des Integrationsweges bietet
Abbildung 5.3.

S = TZP(wp + We, Wp) (5.45)
— T (P(iwe, 0) + P(0, —iwy)) — 74 %nB(Z)P(z—i—iwe,z) (5.46)

= Si(we) + Sa(we) (5.47)
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Abbildung 5.3: Umformung des Integrationswegs von So. Man beachte, dass der Integrationsweg
nicht um die auf den Branchcuts befindlichen Pole herumgeht.

Wihrend Sp in der hiesigen Form stehen bleiben kann, ist die Untersuchung von Ss interessant.
Diese Form ist analog zur Rechnung in [16] und [40] , und als Ergebnis erhélt man

2 de
ImSy = 1/ d—[nB(e)—nB(e—i—w)]

2 ) _ 2m
X [P(e+id,e + w+1i0) — P(e + 0, € + w — i0)
+ P(e —id,e +w —1id) — P(e — id, e + w + i9)] (5.48)

Eine weitere Umformung ist wenig sinnvoll, da die Struktur von P zu kompliziert ist, um eine
echte Vereinfachung zuzulassen. Wir wenden uns daher den néchsten Beitrigen zu.

5.3.3 Néichsthéhere Ordnung: (b), (c)

Die Beitrige (b) und (c) lassen sich auf eine dhnliche Form bringen, und auch im weiteren Verlauf
wird sich ihre Behandlung auf sinnvolle Weise gemeinsam durchfiihren lassen. Die Loop-Beitréige
sind

% (iw,) = (5.49)

- / (QdTp)BT Z Ttz a2 ((—iwy, —P), (iwp, P), (—iwe, 0)) DM (iw,, p) (5.50)

und

1T (iw,) = @ (5.51)
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dp ) . . .
)3 T Z F\:"Y2MV2]\/1((7ZW;D5 7p)7 (7%‘)67 0)5 (prv p))DM (prv p) (552)
Die Quarkvierecke I'n2pz42p und Ioy2prp742 sind analog zu den Quarkdreiecken I'a definiert.
p\ P
1hy Ty
Tonzaraaye (P1,p2,p3) = (5.53)
pY® pYip,
7P-P5 P, \

[ A%
= ’L/ WTI“ [/{JI’Y2S(I€)FJMS(]€ —l—pl)FMS(k/’ +p1 —l—pg)kz’yQS(k + p1+ P2 +p3)] (554)

pl FM pyz

X

FD72MVZJVI(p15p25p3) = (555)
DXVZ Mv

4 P-P; P,

P
N

[ Ak
= Z/ Wﬂ (ke S(k) T S(k + p1)kay®S(k + p1 4 p2) T S(k + p1 + p2 + ps)] (5.56)

Auch hier liefe sich die Matsubarasumme in eine Integration verwandeln. Auch koénnte man
Beitrag (b) als Quark-Selbstenergie ausdriicken. Da all dies jedoch nicht bendtigt wird, gehen wir
zum letzten und einfachsten Term der Entwicklung iiber.

5.3.4 Nichsthéhere Ordnung: (d)
In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass der Loop-Beitrag

o9 = (5.57)

_ / dp

R RCRE
verschwindet. S¥ ist ein um die skalare Selbstenergie X(%) korrigierter Quarkpropagator. X(®)
ist einer der beiden O(1/N,)-Korrekturterme zur Quark-Selbstenergie.

(a) . ) .
[pgﬁQSz (zwp—i—zwe,p)pme(zwp,p)} (5.58)

2@ = (5.59)

Der so modifizierte Propagator hat die Form
(@ a
S (p) = S() 2 (p)S(p). (5.60)

Zu dem Propagator 5= gehort selbstverstindlich auch eine Quark-Spektralfunktion p(® (p).
Der Ausdruck ldsst sich analog zu (5.33) umformen, und man erhélt

+°° de
ImS = / d—l (nr(e+w) = np()Trl™ (e +w)yp(e)y?). (5.61)
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Um nun die Zustandsdichten p(*)(p) zu berechnen, muf der Imaginrteil der Propagatoren gebil-
det werden.

ImS@ = ImSReX (¥ ReS + ReSImE (@ ReS + ReSReX W ImS 4+ ImSIm X @ImS  (5.62)

Alle Terme, die ein Im.S enthalten, verschwinden wie in Gleichung (5.33). Der einzig interessante
Term ist ReSImX(“ReS. Was wir also bendtigen, ist der Imaginirteil von 2(®).
Wir schreiben $(®) nach der Definition in Gleichung (5.59):

(@) _ (o) d’p (M)
y@ — p (O,O)ZTZ/WFAMMU(@ —p)D(p) (5.63)
M wp
_ p@ p
D (0,0)%:/(%)3)(. (5.64)

Nun schreiben wir die Matsubarasumme um und erhalten mit einer einfachen Konturumformung
ein wichtiges Ergebnis.

dz
X =~ SEnr@ (- )D (2 p) (5.65)
C 4T
T2 de . (M) .
= - / Q_MTLF(f)FAIV[MG(e +i6,p) D" (e +id, p)
T de ; (M) ;
+/ Q—an(e)FAMM(, (e —i6,p) DY (e — 14, p) (5.66)
o0 de : (M) :
- / s=ne(m (Tannio e — i6, D)D) (e ~ id,p) (5.67)
oo 2T
e R
Da ImDM (0, p) = 0, ist auch Im¥(*) = 0 und somit auch
7@ =0. (5.68)

5.3.5 Problematik

Was zu tun bleibt, ist die Ergebnisse (5.48), (5.50) und (5.52) weiter zu vereinfachen und aus-
zuwerten. Die grofite technische Schwierigkeit besteht darin, die retardierten Quarkdreiecke und
Quarkvierecke, deren Imaginérteile und deren Ableitungen nach dem duferen Impuls zu berech-
nen. Selbst wenn dies durchgefiihrt wére, bliebe ein sehr anisotropes Hauptwertintegral iibrig. Der
folgende Abschnitt stellt eine Naherungsmethoden vor, die gerade bei solchen effektiven Meson-
Vertices diskutiert wurde.

5.4 Quadratischer Statischer Limes

Wir machen nun eine weitere Ndherung. Die Quarkdreiecke I'a und die Quarkvierecke I'n ndhern
wir durch eine Entwicklung in Potenzen des externen Impulses p bis zur ersten nichtverschwinden-
den Ordnung. Die erste nichtverschwindende Ordnung von I'a ist proportional zu p?, wir nennen
diesen gendherten Meson-Meson-Vertex FZSZ fiir quadratischer statischer Limes.
Diagrammatisch kénnen wir diese neuen Objekte ebenfalls darstellen.

(5.69)

/
N\

(5.70)

,<[H
I:IH

N/
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(a) (b) (c)

Abbildung 5.4: Der Integrationsweg von Gleichung (5.74) und seine Umformung hin zu Gleichung
(5.75). Man beachte, dass der auf dem Branchcut liegende Pol separat behandelt wird.

Hierbei suggeriert die Form des Vertex die Verbindung zu dem auf einen Punkt zusammengezo-
genen Dreieck bzw. Viereck.

Nur diese erste von Null verschiedene Ordnung zu beriicksichtigen scheint eine sehr drastische
N#herung zu sein, ist doch das Verhalten fiir grofe p deutlich verschieden. Da wir jedoch das Inte-
gral iber den Mesonen-Impuls p mit einem Dreierimpuls-Cut-off regularisieren werden (analog zu
[17]), ist diese Ndhrung gar nicht so willkiirlich. Problematisch ist eher, dass die Genauigkeit von
der Temperatur abhéngt: Streng genommen ist es eine Entwicklung nach dem dimensionslosen
Vektor p#/m, und die Masse ist im entsprechenden Bereich des Phasendiagramms eine relativ
stark variierende Grofe (siehe auch Abschnitt 2.2.2).

Der so erhaltene Vetex I’ZSZ wird im Anhang C hergeleitet und hat die Form

—iFZSl = const. - ipyDy. (5.71)

Er ist insbesondere unabhéngig von pg, hat eine triviale p-Abhéngigkeit und ist rein reell.
Fiir die Vertices I'4* ergibt sich

—i[% = const. - ipipi. (5.72)

Auch dieser Vertex ist unabhéngig von pg, hat die triviale p-Abhéngigkeit und ist reell. Das wird
uns als Eigenschaft schon geniigen, um daraus weitreichende Konsequenzen ziehen zu kénnen.

5.4.1 Die Beitridge (b) und (c¢) im statischen Limes

Wir schreiben I7(":(¢):45¢ in der gemeinsamen Form

b),(c),qsl dp b),(c),qsl .
O /Wpé)()q T Du(iwy, p). (5.73)

Das Symbol It (9 %! hezeichnet die Quark-Vierecke von IT®):(®), wie sie in den Gleichungen
(5.53) und (5.55) eingefiihrt wurden, im quadratischen Limes. Wir fithren die Matsubara-Summe
wieder einmal auf ein Konturintegral zuriick und vergessen nicht, auf den auf dem Branchcut
befindlichen Pol acht zu geben. Der Integrationsweg und seine Verformung ist in Abbildung 5.4
gezeigt.

3
Onehast _ [P m),(0)ast dz
m = / (%)31} (TD(O,p) +j£2m,n3(z)DM(z,p)> (5.74)

_ [ r-@ast (o T de D A D i 5.75
- (27T)3 m] ( ap)+ e %nB(G)( ]\/1(64_1 5p)_ ]\/1(6_2 ap) ( . )

d? o).as +oo g
/(gﬂ];sfm(b)’( ).gsl (TD(O,p)+/ an(e)ImDM(e,p)> €R (5.76)
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Also ist ImHI(\Z)’(C)’qSl = 0 und somit sind
®ast _ p@ast _ (5.77)

Ubrig bleibt also nur Term (a).

5.4.2 Der einzige nichtverschwindende Beitrag: (a)

Wir benutzen die Erkenntnisse zu I’ZSl gemeinsam mit (5.47) und (5.48), um S; und S» auszu-
rechnen.

mS?* = T(r¥)2D(0)D(w) (5.78)
1 1 Feo de
ImS§*" = (I'F*)? /_ Py [np(e+w) —np(e)] ImD(e)ImD(e + w)) (5.79)

Bildet man nun die Ableitung nach w fiir den Grenzfall w — 0, so erhélt man Quadrate von Spek-
tralfunktionen. Hier ist eine kleine Besonderheit zu beachten, denn im Falle stabiler w-Mesonen
ergibt sich eine dhnliche Situation wie im Teil 5.3.1: der Imaginérteil enthélt zwar eine J-Funktion,
da diese jedoch immer um ein Stiick w > 0 auseinanderliegen, ergibt das Produkt der beiden kei-
nen Beitrag. Da w beliebig klein wird, kann die J-Funktion auch nicht auf dem Kontinuum oder
dem Teilchen-Loch-Branch liegen. Der Imaginérteil ohne eine §-Funktion wurde aber in (3.33) als
ImD bezeichnet.

lim dilmslqsl = T(I'2D(0)ImD’(0) (5.80)
w— )

. d gsl qsl\2 e de / N2

ul)lg}) @ImS2 = (I'f") N %nB(e)ImD (€) (5.81)

Man beachte, dass der Integrand in (5.81) symmetrisch ist und sich fiir ¢ — 0 stetig verhélt. Wir
erhalten also fiir den Beitrag eines Mesonloops zur Viskositdt den Ausdruck

] Pp s
U(M)yq f= */ (2r)3 (FZI)Q

+o0 € -
X (TD(O,p)ImD’(O,p) —|—/ ;—Wn'B(e)(ImD(e,p)f) (5.82)

— 00

und fiir die gesamte Scherviskositét im statischen Limes

st = p@ast 13 pr st (5.83)

durch die Beitrige der einzelnen Mesonen.

5.5 Numerische Ergebnisse im statischen Limes

In diesem Abschnitt wollen wir nun die Formel (5.82) numerisch auswerten. Die verschiedenen
Teile beleuchten verschiedene, aus unterschiedlichen Griinden interessante Bereiche des QCD-
Phasendiagramms.

5.5.1 Ergebnisse bei niedriger Dichte

Einer der Anreize, sich mit dem Thema der Scherviskositit von Kernmaterie zu beschéftigen,
waren Experimente am RHIC. Selbstverstindlich muss man einige Vorsicht walten lassen, wenn
man Schwerionenkollisionen mit Gréfsen des thermischen Gleichgewichtes beschreibt. Aber nimmt
man einmal letzteres an, so entsprechen die Experimente Zustdnden bei nur schwach von null
verschiedenem chemischen Potential . Wir nehmen im Folgenden das recht kleine chemische
Potential = 10 MeV an.
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Abbildung 5.5: Scherviskositét 1 in O(1/N,) im statischen Limes als Funktion der Temperatur T
bei chemischem Potential © = 10 MeV. Pauli-Villars-Parametersatz 5.

Fiir dieses chemische Potential ldsst sich nun numerisch die Scherviskositét n als Funktion der
Temperatur 7' berechnen. Das Ergebnis einer solchen Rechnung ist in Abbildung 5.5 gezeigt.
Benutzt wurde hier der Pauli-Villars-Parametersatz 5. Man erkennt ein langsames Anwachsen
der Viskositit bis zu einem klaren Maximum in der Umgebung des Mott-Ubergangs. Dieses
Verhalten kann direkt aus Gleichung (5.82) verstanden werden. Die Bose-Verteilungsfunktion
wird mit steigender Temperatur breiter, gleichzeitig wichst der Teilchen-Loch-Zweig, wenn man
sich aus dem Vakuum entfernt. Das Kontinuum wird ebenfalls stirker, wenn sich der Massenpol
gegen 2m verschiebt. Nach dem Mott-Ubergang werden die Spektralfunktionsbeitréige kleiner.
Man erkennt ebenfalls die asymptotische Entartung von 7 und o.

5.5.2 Am kritischen Punkt

Die Untersuchung der Scherviskositéit nach Gleichung (5.82) am kritischen Endpunkt des QCD-
Phasendiagramms verspricht interessante Ergebnisse. In Abschnitt 4.2.6 wurde dikutiert, dass
das o0-Meson am kritischen Punkt ein interessantes Verhalten aufweist. In der Spektralfunktion
po(w) bildet sich ein Pol bei w = 0 heraus, wenn man sich auf den kritischen Punkt zubewegt.
Dies ist nun interessant, da n?%! die Terme D, (0, p), ImD’ (0, p) und ng(e)Im D, (¢, p) enthilt, die
allesamt sehr sensitiv auf das Verhalten des Propagators und der zugehorigen Spektralfunktion
an der Stelle null sind.

In Abbildung 5.6 ist das Verhalten von 7 in der Nihe des kritischen Punktes gezeigt. Dabei ist
1 = 430 knapp unterhalb von pigri: ~ 436 MeV gewéhlt, wihrend 7' im Crossovergebiet variiert
wird. Wir haben uns fiir den Pauli-Villars-Parametersatz 5 entschieden, um das Verhalten von 7
zu untersuchen. In der Tat sieht man eine deutliche Dominanz des o-Anteils an der Viskositét.
Somit haben wir ein weiteres Merkmal des kritischen Endpunktes des QCD-Phasendiagramms
gefunden.
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Abbildung 5.6: Scherviskositét 1 in O(1/N,) im statischen Limes als Funktion der Temperatur T
bei chemischem Potential pg.;¢ = u = 430 MeV in der Néhe des kritischen Punktes. Pauli-Villars-

Parametersatz 5.
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Abbildung 5.7: Verhéltnis von Scherviskositidt zu Entropiedichte n/s in O(1/N,) im statischen
Limes als Funktion der Temperatur 7" bei chemischen Potential ;1 = 10 MeV. Pauli-Villars-
Parametersatz 5.

5.6 1n/s und die KSS-Grenze

Wir verlassen nun den vorangegangenen, sehr technischen Abschnitt und kommen zu einer neuen,
interessanten Grofe.

Im Jahre 2005 machten P.K. Kovtun, D.T. Son und A. O. Starinets [41] eine Vorhersage, die sich
auf das Verhéltnis von Scherviskositit n und Entropiedichte s bezieht. Sie stellten die Behauptung
auf, dass dieses Verhiltnis stets {iber dem seit dem als KSS-Grenze bekannten Wert

n 1
. > i (5.84)
liegt. Sie benutzten zum Beweis die AdS/CFT-Dualitdt der Stringtheorie [42, 43]. Eine gewisse
Klasse von Quantenfeldtheorien bei endlicher Temperatur hat eine Dualitat zu schwarzen Branen,
den hoherdimensionalen Verallgemeinerungen von schwarzen Léchern. Diese Dualitit kann zur
Berechnung von Korrelationsfunktionen benutzt werden [44, 45, 41]. So lassen sich hydrodyna-
mische Eigenschaften durch die Betrachtung solcher Brane berechnen [46]. Die Aussage ist sehr
allgemein, so dass die Bereiche, in dem die KSS-Grenze giiltig ist, viele verschiedene Systeme um-
fasst. Ebenso wurde nach der Moglichkeit, Gegenbeispiele zu konstruieren, gesucht [47]. Wahrend
bei alltdglichen Fliissigkeiten wie Wasser oder auch fliissigem Helium die KSS-Grenze von 7/s
um Grofenordnungen iibertroffen wird, scheint das Quark-Gluon-Plasma ein Kandidat fiir das
asymptotische Erreichen der KSS-Grenze zu sein [48].

Wir kénnen nun mit den vorliegenden Rechnungen versuchen, dieses Verhéltnis zu {iberpriifen.
Dazu verwenden wir die Mean-field-Entropiedichte s und die Scherviskositét nach der vorliegenden
Berechnung. In Abbildung 5.7 ist das Verhalten fiir den Pauli-Villars-Parametersatz 5 gezeigt.
Aufgetragen sind die Beitrdge m und o sowie deren Summe als Funktion der Temperatur. Das
Verhiltnis erreicht in der Nihe des Mott-Ubergangs ein Maximum und fillt danach stark ab. Die
KSS-Grenze wird dabei unterschritten. Dies kann verschiedene Griinde haben. Zum einen ist kann



KAPITEL 5. SCHERVISKOSITAT 56

es auf die Vereinfachungen der Rechnung, dem statischen Limes, zuriickzufiihren sein. Anderseits
kénnen Regulatoreffekte der Grund fiir die Unterschreitung sein. Man sollte auch nicht vergessen,
dass auch die Giiltigkeit der KSS-Grenze nicht als bewiesen angesehen werden kann.

5.7 Ausblick: Weitere Niherungsmethoden

5.7.1 Quarkpropagatoren mit endlicher Breite

Es wurde bereits diskutiert, dass der Konstituentenquarkloop keinen Beitrag zur Scherviskositét
liefert, da der Peak der Hartree-Quark-Spektralfunktion keine Breite besitzt. Nun kann man
natiirlich Methoden verwenden, die dem Propagator S’ eine Breite zuordnen.

Dies kann zum einen geschehen, in dem man phinomenologisch eine Quark-Spektralfunktion
vorgibt, deren Parameter man motiviert. Statt eines J-Peaks kann eine andere normierte Vertei-
lung benutzt werden. Eine derartige Rechnung kann mit der aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung
bekannten Breit-Wigner-Verteilung d

1T
S 2n(z—m)2+12/4

getan werden. Beachtet werden miissen auch noch die Eigenschaften der Spektralfunktion (wie
sie sich zum Beispiel in Abschnitt 3.3.2 finden). Eine solche Rechnung wurde bereits durchgefiihrt
[16]. Die Problematik eines solchen Vorgehens liegt natiirlich in der Schwierigkeit, den &uferen
Parameter I zu wihlen und seine Temperaturabhingigkeit zu bestimmen.

Eine weit konsistenteres Vorgehen ist die Verwendung von 1/N.-Korrekturen zur Quark-Selbst-
energie /.

d(z) (5.85)

Zp) = 2@ 4 x0@p) (5.86)

? + @ (5.87)

Den Korrekturterm X(*) kennen wir bereits aus Abschnitt 5.3.4, aber auch X(® taucht in Ab-
schnitt 5.3.3 im Term I1° auf. Der korrigierte Quarkpropagator S kann nun durch die Selbst-
energiebeitrige ausgedriickt werden.

S¥ = S(p) X “S(p) + S(p) =P (p)S(p) (5.88)

Wie schon gesehen wurde, ist X(%) reell und konstant und verindert somit zwar die Konstituenten-
quarkmasse, gibt ihm jedoch keine endliche Breite. X(*) dagegen kann die Quark-Sektralfunktion
verdndern. Dies geschieht jedoch nicht im statischen Limes. So mufs entweder volle Impulsab-
héngigkeit von Meson-Vertices beriicksichtigt werden oder zu einer anderen Niherung gegriffen
werden.

5.7.2 Andere Vertex-Nidherungen

Der statische Limes ist nicht die einzige N&dherung, die bei Meson-Vertizes vollzogen werden
kann. Eine andere Moglichkeit, die Impulsabhéngigkeit von Quarkdreiecken oder Quarkvierecken
zu approximieren, ist ein Verfahren des Typs

|k + qf = max([k], |q]). (5.89)

Hier wird also die Summe zweier Vektoren durch den groferen Vektor gendhert. Daraus folgt
sofort, dass das Skalarprodukt k - q verschwindet, denn mit dieser Ndherung gilt automatisch

keq = ((c+ @) = (k- ) = | (max?(kla) - max?(K. |~ q)) =0.  (5.90

Ein solcher Ansatz wurde ebenfalls schon in einer Berechnung der Scherviskositiat benutzt [49].



Kapitel 6
Zusammenfassung und Ausblick

Wir untersuchten das Nambu-Jona-Lasinio-Modell im Vakuum sowie im Medium als Funkti-
on der Temperatur 7" und des chemischen Potentials . Dabei verwendeten wir zunéchst die
Standard- beziehungsweise Mean-field-Approximationen Hartree+RPA. Wir legten ein besonde-
res Gewicht auf die Untersuchung der Mesonen 7 und o und leiteten deren Spektralfunktionen
her. Die Verwendung der Pauli-Villars-Regularisierung ermoglichte es uns, interessante Aspekte
der Spektralfunktion wie auch Erweiterungen des Modells iiber die Standard-Approximationen
Hartree+RPA hinaus vornehmen zu koénnen. Der Rahmen dieser Erweiterung wurde von der
Entwicklung in 1/N. vorgegeben. Mit Hilfe des grofkanonischen Potentials diskutierten wir das
Mean-field-Phasendiagramm des Modells und konnten das Verhalten verschiedener Parametersit-
ze miteinander vergleichen. Zusétzlich berechneten wir die Entropiedichte in diesem Niherungs-
schritt. Dabei wurden die Vor- und Nachteile der verschiedenen iiblichen Regularisierungssche-
mata und deren Varianten diskutiert. Wir konnten auferdem Eigenschaften des o-Mesons am
kritischen Endpunkt des Phasendiagramms untersuchen. Wir benutzten dazu die Pauli-Villars-
Regularisierung und fanden das erwartete Verhalten im Teilchen-Loch-Branch der Spektralfunk-
tion, wie es schon in anderen Regularisierungsschemata auftrat. Wir berechneten die Beitrége
zum thermodynamischen Potential durch mesonische Fluktuationen in néchsthéherer Ordnung
in 1/N,. Schlieflich haben wir erstmals die Scherviskositét des NJL-Modells in fithrender nicht-
verschwindender Ordnung in der Entwicklung O(1/N,) hergeleitet. Wir haben diesen Transport-
koeffizienten numerisch im statischen Limes berechnet. Die Ergebnisse wurden fiir Parameter
dhnlich der der Experimente am RHIC diskutiert. Wir erhielten als Ergebnis, dass die Scher-
viskositdt im Rahmen der Entwicklung fiir grofe Temperaturen klein wird. Dies werteten wir
als Hinweis, dass das Quark-Gluon-Plasma Verhaltensweisen eines nur schwach viskosen Fluids
zeigt. Die KSS-Grenze, die als eine universelle Grenze fiir die Viskositéit eines hydrodynamischen
Systems vorgeschlagen wurde, erlaubte es uns, einzuschétzen, in wie weit dieses Verhalten dem
einer idealen Fliissigkeit entspricht. Die Ergebnisse legten die gute Ubereinstimmung mit einem
solchen idealisierten Fluid nahe, auch wenn aufgrund der Ndherungen ein quantitativer Schluss
nicht moglich war. Wir untersuchten weiterhin das Verhalten der Scherviskositdt am kritischen
Endpunkt des Phasendiagramms. Wir beobachten dabei, dass der o-Beitrag zur Viskositét in der
Nhe des kritischen Endpunktes sehr grofs wird und haben damit ein weiteres Charakteristikum
dieses Punktes gefunden.

Die Rechnungen dieser Arbeit zeigen bereits, dass die Scherviskositét im NJL-Modell durch eine
Berechnung in ndchsthéherer Ordnung in 1/N, ein interessantes Verhalten aufweist. Da es no-
tig war, fiir einen ersten Einblick in dieses Gebiet weitere Ndherungen durchzufiihren, kann die
Untersuchung dieses hydrodynamischen Parameters noch nicht als abgeschlossen gelten. Die na-
tiirliche Fortsetzung besteht darin, die einzelnen Nidhrungen zu hinterfragen und zu schrittweise
auf sie zu verzichten.

Eine erste Erweiterung der hier vorgestellten Rechnungen zur Scherviskositét kann im Verlas-
sen des statischen Limes bestehen. Neben der nicht-bosonisierten Behandlung der O(1/N.)-
Entwicklung sind aber auch andere Ndherungen fiir die Vertizes denkbar. Doch das grofe Ziel
wiire die Berechnung in einer O(1/N,)-Entwicklung bis zur benétigten Ordnung N2 ohne weitere
Vereinfachungen. Dieses geht weiter als die blofe Beriicksichtung weiterer Terme im Ausdruck
fiir die Viskositédt. Es beinhaltet auch die konsistente Beriicksichtigung von mesonischen Kor-
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rekturen in der Minimierung des thermodynamischen Potentials. Dies fiihrt zu Korrekturen zur
Quark-Selbstenergie und Modifikationen der Propagatoren der Mesonen. Die Grundlage zu die-
sen Erweiterungen wurden mit der Berechnung der mesonischen Beitriage (25, in dieser Arbeit
gelegt. Eine Beriicksichtigung dieser Beitrige verspricht auch interessante Askpekte in anderen
Fragestellungen des NJL-Modells, bei denen thermodynamische Potentiale eine Rolle spielen.



Anhang A

Elementare Integrale im Vakuum

A.1 Die Gapgleichung: i/,
Das hier zu vereinfachende Integral i[; geniigt der Gleichung

d'k 1
il =i Al
i l/(27r)4k2—m2+ie (A1)

mit € > 0 infitesimal und dem Quadrat des Viererimpuls k% = k2 — k. Wir definieren die Energie
E? =m? + k? und fiihren eine Partialbruchzerlegung durch.

(A.2)

dkzo/ 1 1
/ (27)3 2B (kO\/E,fie koJr\/E,%z'e)

Da ¢ eine infinitesimale Grosse ist, konnen wir diesen Ausdruck umschreiben.

dko 1 1
— A.
/ / 27r32E;c (koEk+ie koJrEkie) (4.3)

Wir wollen nun die ko-Integration analytisch durchfiihren. Dies ist recht einfach mit Hilfe des
Residuensatzes zu realisieren. Wir denken uns den Integranden als Funktion von kg in die kom-
plexe Zahlenebene fortgesetzt. Er besitzt zwei Pole, in Abbildung A.1(a) dargestellt. Wir addieren
ein weiteres Stiick Integrationsweg (sieche Abbildung A.1(b)), das die Kurve schliesst und keinen
Beitrag liefert, und erhalten so eine geschlossene Kurve, die einen Pol enthilt. Wir wenden nun
den Residuensatz an und erhalten das Endergebnis.

&’k 1
L= | ——=— A4
“ / (27)3 2B, (4.-4)
Hierbei konnten wir stetig die Fortsetzung von € nach Null durchfithren. ¢/; enthilt keine infini-
tesimale Grofse mehr.

A.2 Mesonen: i/

In diesem Abschnitt behandeln wir das Integral

, d* 1
il(q) = 172 24, 2 24
(2m)* [k2 — m? +i€][(k 4+ ¢)? — m? + i€]
Wieder ist ¢ > 0 infinitesimal. Mit Unformungen, die analog zu denen im vorangegangenen
Abschnitt A.1 sind, gelangen wir zu dem Ausdruck

_ / d*k /dkzo 1 1 1
Ig) = | —= | — — — — | x
(2m)3 2 4B Erg \ko — Ep +1ie ko + Ej — i€

1 1
X - . A6
<k0+fJo—Ekq+i€ k/’0+fJ0+Ekq—i€>} Ao

(A.5)
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(a) (b)

Abbildung A.1: Umformung von Interationswegen in der komplexen ko-Ebene ausgehend von
Gleichung (A.3).

(a) (b)

Abbildung A.2: Umformung von Interationswegen in der komplexen ko-Ebene ausgehend von
Gleichung (A.6).

Hierbei ist Ef, = m” + (k + q)®. Um die ko-Integration analytisch auszufiihren, betrachten wir
den Integranden in der komplexen Zahlenebene. Es besitzt dieses Mal vier Pole, zwei in der
oberen Halbebene und zwei in der unteren Halbebene. Diese Struktur ist in Abbildung A.2(a)
dargestellt. Dem auf der reellen Achse verlaufenden Integrationsweg fiigen wir einen beitragslosen
Halbkreisbogen mit ko im positiven Imaginérteil hinzu und schliefen ihn so (siehe Abbildung
A.2(b)). Mit dem Residuensatz erhalten wir

&Pk 1 1
1(q) = E Erg). A7
i16) = [ s T g (B + ) (A7)
Die neu eingefiihrte Variable sp = Ej,+E}, bezeichnet die Summe der beiden Energien. Wir setzen
Translationsinvarianz in k voraus und kénnen so im zweiten Summanden durch Substitution
k’ = k + q und anschliefendes Umbenennen und Zusammenfassen der Integrale das Endergebnis

3
iI(q) = / (d LR (A.8)

2m)3 2By, ¢ — 5%

erhalten. Hierbei sei angemerkt, dass die Translationsinvarianz bei einer Cut-off-Regularisierung
(siehe Abschnitt 2.6) nicht allgemein gegeben ist, sondern nur fiir q = 0 erfiillt ist.



Anhang B

Elementare Integrale im Medium

B.1 Die Gapgleichung: i/;

Im Medium erhalten wir das elementare Integral

. d*k 1
e 7/ (277)3TZ (iwk + p)? — k2 —m?’ (B.1)

iwk

Hierbei ist 7' die Temperatur und p das chemische Potential. Die Summe lduft {iber alle fermio-
nischen Matsubarafrequenzen

w = 2n+ 1)miT, neZ. (B.2)

Wir konnen wie im Vakuum die Energie E? = m? + k? definieren.

_— d*k 1
= 7/ (277)3TZ (iwp + p)2 — B2 (B.3)

iwk

Haben wir im Vakuum ein Integral {iber kg gehabt, dass sich analytisch auswerten lief, haben wir
nun eine Summe. Die iibliche Technik, mit der solcherlei Matsubarafrequenzen berechnet werden,
schreibt die Summe formal in ein Integral in der komplexen Ebene um.

N N S
ily = / (2m)3 7{0 2m.nF(z) Gl -E (B.4)

Hierbei bezeichnet C' eine Kurve, die aus Ringen in der komplexen Ebene um die fermioni-
schen Matsubarafrequenzen besteht. Das andere neu eingefiithrte Symbol bezeichnet die Fermi-
Verteilungsfunktion ng(x) = (exp(z/T) + 1)~L. Diesen Schritt macht man sich am Besten riick-
wiirts, das heift von Gleichung (B.4) nach Gleichung (B.3), klar. Der Integrand von Gleichung
(B.4) hat in der Komplexen Ebene zwei Pole bei z = £FEj; — o durch den Nenner des letzten
Terms und zusétzlich unendlich viele Pole bei den fermionischen Matsubarafrequenzen durch die
Fermi-Verteilungsfunktion np. Diese Pole und der Integrationsweg C sind in Abbildung B.1(a)
veranschaulicht. Wendet man nun den Residuensatz auf dieses Integral um die Pole der Fermi-
Verteilungsfunktion an, gelangt man zu Gleichung (B.3). Ein Vorteil ergibt sich nun, weil der
Integrationsweg auch zu einem Weg C’, abgebildet in Abbildung B.1(b), umgeformt werden kann.
Nun umschliefst der Integrationsweg lediglich die zwei Pole bei +F) — p. Davon lisst sich das
Residuum leicht ausrechnen. Man erhélt

3
il = / (STI;%(TLF(—Ek — ) —np(Er —p)). (B.5)

Nun nutzt man die Eigenschaft der Fermi-Verteilungsfunktion
np(—z) =1—np(x) (B.6)
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®
®

(a) Weg C (b) Zwischenschritt (c) Weg C’

Abbildung B.1: Umformung von Interationswegen in der komplexen ko-Ebene ausgehend von
Gleichung (A.3).

aus und kommt so zum Endergebnis

3
’i[l = / ((2:17];3%(1 — nF(Ek — ,u) — nF(Ek +M)) (B?)

Oft werden die beiden Fermi-Verteilungsfunktionen in Gleichung (B.7) mit np(E, — p) = ng und
np(Ey + 1) = Mg, bezeichnet, da sie als die Korrekturen durch die Quarks und Antiquarks des
Mediums interpretiert werden kénnen. Man sieht auch sofort die Verbindung zu i/; im Vakuum
und kann so das Integral in einen Vakuum- und einen Mediumanteil aufspalten.

B.2 Mesonen: ¢/

Wir wenden uns dem Integral </ im Medium zu.

o o A3k 1
60 0) == | G5t S e T T T

iwk

(B.8)

Hierbei lduft iw; analog zu der Rechnung in B.1 wieder iiber alle fermionischen Matsubarafre-
quenzen. Degegen ist iw, als Summe zweier fermionischer Matsubarafrequenzen eine bosonische
Matsubarafrequenz der Form

iwg =2nmil, n €. (B.9)

Wir fithren analog zu A.2 die Energien Ey und Ey, ein, Ef = k> +m?, B}, = (k+q)* +m* und
kénnen so il ein Stiick kompakter schreiben.

4’k 1
il(iwg,q) = — T - - , B.10
o) =~ [ o DB ey (e N
Wieder schreiben wir die Matsubarasumme in ein Konturintegral um.
&k [ dz 1
i]iw,q:—/—%—,npz - B.11
W == |y fo o O e v g O

Der Integrationsweg C verlduft um die fermionischen Matsubarafrequenzen herum. Um dieses
Wegintegral vereinfachen zu konnen, betrachten wir den Integranden in der komplexen Zahlene-
bene von z. Neben den Polen durch die Fermi-Verteilungsfunktion bei z = (2n + 1)minT, n € Z,
gibt es noch vier weitere Pole bei z = £ Ej, —p und 2z = £ Ej; — p—iw,. Die Pole sowie der Weg C
sind im Abbildung B.2(a) gezeigt. Uber den Zwischenschritt in Abbildung B.2(b) formen wir C
in C’" um, welcher in Bild B.2(c) gezeigt wird. Nun werden lediglich vier Pole von C" umschlossen.
Dieses Integral kann man mit Hilfe des Residuensatzes analytisch ausrechnen.
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®
®

(a) Weg C (b) Zwischenschritt (c) Weg C’

Abbildung B.2: Umformung von Interationswegen in der komplexen z-Ebene ausgehend von Glei-
chung (B.11). Die Pole sind bei £E) — mu, £Ey, — iw, —  und iwg. iw, ist eine bosonische, iwy,
sind fermionische Matsubarafrequenzen.

1 )/d%TZ (N
1 ZWQ5 q - (27T)3 . 4EkEkq
W
np(Ex —p)  np(Egg —p)  nr(Er—p) n np(—Erg — 1)
wg —dp twg +dp Wy + SE iwg + SE

_nr(Be =) | np(Brg —p)  ne(=Ey = p) _ nr(=Big = 1) (B.12)
iwg — SE iwg — Sk iwg + dp iwg + dp '

Hierbei ist sg = Ejq + Ej, die Summe der beiden Energien und dp = Ej, — E}, die Differenz der
beiden Energien. Ausgenutzt wurde, dass ng(x + iwpg) = np(x) fiir alle bosonischen Matsubara-
frequenzen iwp gilt. Durch geschicktes Aufteilen in Einzelsummanden, Substitution k' = k + q
und Rekombination kann man die Energien Ej, aus den Fermi-Verteilungsfunktionen eliminieren.

Tliw, q) = 7/ d%TZ 1
1 ZWQ5 q - (277)3 . 4EkEkq
W
1 1 1 1
S S

wg —dg  iwg+drp iwg+SE  iwg — SE

+nF<Eku>( SN S S )}(B-m)

wg +Sg  Wwg—sgp  iwg+dr iwg —dE

Benutzt man nun wieder den Trick np(—z) = 1 —np(x), so verschwinden einige Summanden und
iibrig bleibt

3k 1 ng + Ng 1 ng + Ng 1
T _ L — d . B.14
il (iwg, a) / PE (Ek BBy ") (iwg)? — 5%  2EnErg " (iwg)? — d& (B.14)

Wie bereits in Abschnitt B.1 definiert, ist ny = np(Ey—p) und g, = np(Eg+p). Dieser Ausdruck
ist fiir imagindre Matsubarafrequenzen iw, definiert. Um ihn fiir reelle Energien gy zu berechnen,
muss nun die stetige Fortsetzung iw, — qo + i€ berechnet werden. Den Realteil erhélt man sofort,
in dem € = 0 gesetzt wird und so das Integral in ein Hauptwertintegral iibergefiithrt wird.

Sk (1 et Lt 1
T _ 1 . d . B.1
Reil(qo,q) / (2m)3 <Ek 2E) Exq B @ —s%  2ELEp, r q¢ — d3; —

Um den Imaginérteil zu erhalten, muss ein wenig mehr Aufwand betrieben werden, was im fol-
genden Abschnitt getan wird.
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B.3 Der Imaginérteil von ¢/

In diesem Abschnitt wird der Imaginéarteil des Integrals ¢l hergeleitet. Dies geschieht durch die
Ersetzung iw, — qo + i€ in Formel (B.14). Durch diese Ersetzung wird man den Ausdruck von
ImiI erhalten, der fiir den retardierten Mesonpropagator benotigt wird. Der avancierte Propagator
wiirde iiber eine analoge Rechnung iw, — ¢o—ie berechnet - einfacher ist es jedoch, das retardierte
Ergebnis komplex zu konjugieren, was zum gleichen Ergebnis fiihrt. Mit Hilfe der Identitét

1
lim Im — = —7d(x) (B.16)
e—0 X+ 1€

gelangt man so zu

. Bk ™ 1 ne + ng
ImZI(QOa q) - 7/ (277)3 { E (E_k - 2Equk SE) (5((10 - SE) - 5((]0 + SE))

T ng -+ Nk
2dg 2B Ey,

dp (5(qodE)6(qo+dE))} (B.17)

Wir schreiben das Integral in Kugelkoordinaten. Das Koordinatensystem von k wahlen wir derart,
dass q in die k., Richtung zeigt. Wir entschliefen uns dazu, die d-Funktion bei der 6-Integration
zu beriicksichtigen. Diese Integration lésst sich sofort ausfithren. Wir miissen im Folgenden immer
Unterscheidungen treffen, ob ¢2 — q? raumartig oder zeitartig ist.

Falls ¢> = ¢2 —q® > 0:

1o B m?
Imil(qo,q) = ——/ dE'kkkimé?(q2 — 4m?)x
8 k|- lal

m

1 ng + Ny )
X 0(qo — E - F ey S a0 E
{ (0 k) (20 k) (qo 2(q0 — Ep) X4 :t\/Z]( k)

1 ng + Nk
—0(—qo — Ex)(—q0 — Ex) <——qo - m) X(-0 + /) (Ek)
ng + Ny
E E - q E
+0(q0 + Ek)(q0 + Ex) ( 2(qo+Ek)) X- % 1z (Ek)

ng + N
—0(— Ey)(— E _— a E B.1
(—q0 + Ex)(—qo + k)< 2(_q0+Ek)>X[70i\@]( k)} (B.18)
Falls ¢> = ¢Z — ¢*> < 0:

. 1 > E?2 —m?
Imil(qo,q) = *g/ dE, Yt ——0(—¢)x

m k|- la
X{ 0(q0 — Ex)(q0 — Ex) <% - %) (1 - X[%Oi\/m(Ek))
—0(—qo — Ex)(—q0 — Ex) <_qu - #Ew) (1 ~ X[~ %+ /A] (Ek))

+0(q0 + Ex)(q0 + Ex) (%) (1 — X[~ L@+ /A] (Ek))
— 0(—qo + Ex)(—qo + Ex) <%) (1 ~ Xjtya) (Ek)) } (B.19)

Das neu eingefiihrte Symbol /A ist auf folgende Weise definiert.

q [¢®>—4m?
VA = % —F (B.20)
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Die Stufenfunktionen 6 und die charakteristischen Funktionen x schrénken nun das Ej-Integra-
tionsintervall weiter ein.
Falls ¢> = ¢2 — q® > 0:

1 1
Imil(qo,q) = ——60(¢2 — q* — 4m?)—
( 0 ) S ( 0 )|q|
E 1
X {G(QO)/ dE) (1 =k —(nk +ﬁk))
(9 + /A 9 2
E 1
+ 9(—qo)/ dEj (1 + =5y, +m)) (B.21)
[— 99 4 /A Qo 2

Falls ¢*> = ¢3 — q% < 0:

oo

1 /°°
167|q| -L4+vAa

Imil(qo,q) = dEy(n, + 1) — dEg(ng + i) (B.22)

167|q| Jao, /a

Diese Ausdriicke lassen sich noch ein Stiick weiter vereinfachen. Als Endergebnis erhilt man
Integrale iiber endliche Raumbereiche.
Falls ¢2 — q* > 0 (zeitartiger Impuls)

. 1
Imil(go,q) = ﬁ%g —q® — 4m*)sgn(qo)
< 4m?2 1 |9 |+vA

X —

- + — dEk(nk-i-ﬁk) , (B.23)
% —a*  |d [ESERVZN

Falls ¢ — q* < 0 (raumartiger Impuls)

VBA+ R
Imil(qo, q) (QO)/ dEy(nk + 1) (B.24)

1
= ———sgn
167|q VB2

Das verbliebene Integral ldsst sich sogar mit Hilfe der Stammfunktion

/dxm =—-Tln (1 + exp(—%)) (B.25)

analytisch 16sen.



Anhang C

Das Quark-Dreieck

Wir wollen hier —iF(A”) berechnen, wobei wir letztendlich daran interessiert sind, eine Ndherung
fiir kleine einlaufende Impulse zu machen. So werden wir den externen Impuls iw, géinzlich ver-
nachléssigen.

(o d*k
—ir{™) = / (%)4Tr (keSS (k) Dra o S(k + p) Do o S(k)) + ea. (C.1)

Der Zusatz +ex bedeutet, dass beide Umlaufrichungen beriicksichtigt werden. Dies wird durch
den Ubergang p — —p realisiert. Nach Auswertung der Spur erhalten wir

4
L (m) d*k k/’wky k/’wpy
— I = —4N_.N¢6, —
ra / {/ (2m) ([kz? —m?2 k2= m?[(k + p)? — m2]

2 d'k kyky -
o / 2m)4 k2 — m22[(k + p)2 — m?] } e (C.2)

i@ - d’k kuky Fapy
Ix ‘“VcNf{/ ) <[k2_m212 2 — m?[(k +p>2—m21)
) 5 d*k kaky
~(p—dm )/ ) [k2—m212[(k+p>2—m2]}+” 9

Die ersten beiden Summanden sind gleich, beim dritten ist der Vorfaktor leicht verschieden.
Der Integrand des ersten Termes ist antisymmetrisch und fillt somit weg. Es bleiben die beiden
anderen, die nun (; 2 genannt seien.

B d*k Py
6 = [ E o (€4

1 d*k 1
= 7§pxpy/ 2m)* [(k — §)2 —m?][(k + %)2 ) (C.5)
d*k keak,
G = / (2m)4 (k2 — m2)2[(k + p)2 — m?] (C.6)

_ ' _ 2\dx 'l (le — xpa)(ly — xpy)
_ /02(1 ) /( (C.7)

2m)A 12 —m? + p2x(l —2))3

! d*l 1
pmpy/o 2(1 — SC)dSC/ (27T)4 [12 —m2 JFPQSC(I — :L')]B (CS)

Nun wird eine Taylorentwicklung von ¢; und (2 nach p bis zur ersten nichtverschwindenden
Ordnung durchgefiihrt. Das ist hier die quadratische. Da eine dhnliche Entwicklung von [17] mit
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dem Begriff statischer Limes versehen wird, nennen wir diese Vereinfachung den quadratischen
statischen Limes (abgekiirzt qsl). Dabei ist der Vorfaktor p? bzw. p? — 4m? vor (» nicht zu
vergessen.

1 d*k 1

gsl = e -

1 - 2pmpy/ (277)4 [k2 — m2]2 (Cg)
1 d*k 1

gsl — - - 1

2 6pzpy/ (271’)4 [k2 — m2]3 (C 0)

Der Austauschterm fiihrt zu einem Faktor zwei. Damit ist auch schon das Endergebnis erreicht.

4
. ~(m)gsl d*k 1
711“& )4 = 4NCNf5abpzpy/(2T)4m (Cll)

4 4
(o)gsl d*k 1 4 , [ d°k 1
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