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Kapitel 1EinleitungDie Physik der Mitte des zwanzigsten Jahrhundert war stark von den Erfolgen der Kern- und Teil-
henphysik geprägt. In Experimenten mit Höhenstrahlung und später an Bes
hleunigern konnteeine stetig wa
hsende Zahl an Teil
hen na
hgewiesen werden. Eine Erklärung für das groÿe Spek-trum an stark we
hselwirkenden Teil
hen konnte Gell-Mann [1℄ liefern, der die beoba
htetenS
hemata dur
h Zustände mehrerer Quarks bes
hrieb. Mit der Quanten
hromodynamik (QCD)wurde eine Theorie geboren [2, 3℄, die die starke We
hselwirkung als Ei
htheorie von Quarksund Vektorbosonen, den Gluonen, bes
hrieb. Die drei mögli
hen Ladungen können dur
h Farbensymbolisiert werden. Die ni
htabels
he Natur der Ei
hgruppe SU(3) führt dazu, dass, anders alsbeispielsweise in der Quantenelektrodynamik, die Austaus
hteil
hen selbst eine sol
he Ladungtragen und so au
h miteinander we
hselwirken können. Bis heute gibt es se
hs bekannte Artenvon Quarks. Die lei
htesten, die up- und down-Quarks, besitzen nur eine sehr geringe Masse,während strange-, 
harm-, bottom- und top-Quark deutli
h s
hwerer sind.Eine wi
htige Eigens
haft der QCD ist das Con�nement. So existieren aufgrund der starken Kopp-lung der QCD keine freien, einzelnen Quarks, sondern stets nur farbneutrale Zustände. Sol
heZustände können in Mesonen, bestehend aus Quark und Antiquark, und Baryonen, bestehend ausdrei Quarks, realisiert werden. Diese Zustände bezei
hnet man als Hadronen, zu ihnen gehörenals bekannte Vertreter das π-Meson oder Pion sowie, als Beispiel für die Baryonen, die NukleonenProton und Neutron. Obwohl die gewöhnli
he Erfahrungswelt nur diese 
on�nierten Zuständekennt, ist eine Vorhersage der QCD die asymptotis
he Freiheit [4, 5, 6℄. Die Kopplung der starkenWe
hselwirkung wird bei hohen Energien kleiner, und so wird erwartet, dass die Quarks undGluonen für hinrei
hend groÿe Energien e
hte Freiheitsgrade darstellen.Neben der Betra
htung von einzelnen Hadronen ist au
h die Untersu
hung von stark we
hselwir-kender Materie eine wi
htige Ri
htung der Erfors
hung der Quanten
hromodynamik. Aufgrundder typis
hen Längenskala der QCD von etwa 1 fm muss eine sol
hes Ensemble von Quarks undGluonen ni
ht unbedingt makroskopis
he Maÿstäbe besitzen, um als hinrei
hend ausgedehnt undsomit als Materie angesehen zu werden. Man muss si
h klarma
hen, dass eine sol
he Materie sehrauÿergewöhnli
he Eigens
haften besitzt, da ihre Di
hte die Gröÿenordnung der Di
hte von Atom-kernen besitzt. In einer sol
hen Materie kann nun unter bestimmten günstigen Bedingungen einÜbergang von Con�nement zu De
on�nement statt�nden. Dies kann zum einen ges
hehen, in demdie Temperatur hinrei
hend angehoben wird. Dies ist au
h verständli
h, da mit der Temperaturdie typis
hen Energien wa
hsen und somit die Kopplung sinkt. Die andere Mögli
hkeit, einenderartigen Übergang zu produzieren, ist die Erhöhung der Di
hte. Au
h dies kann man verstehen,in dem man die Hadronen bei steigender Di
hte immer di
hter pa
kt, bis sie si
h berühren undin einander über gehen. In Anlehnung an elektromagnetis
he Plasmen, in denen Atome in freieElektronen und Rump�onen aufgelöst sind, wird der Zustand, in dem die Quarks und Gluonenni
ht mehr auss
hlieÿli
h in Hadronen gebunden sind, als Quark-Gluon-Plasma (QGP) bezei
h-net. Das Auftreten von Quarks und Gluonen als zusätzli
he Freiheitsgrade bedeutet jedo
h ni
ht,dass hadronis
he Zustände und Resonanzen im Quark-Gluon-Plasma jegli
he Bedeutung verlie-ren. Diese Tatsa
he hebt man hervor, in dem man von stark gekoppelten Quark-Gluon-Plasmen(sQGP) spri
ht.Diese Überlegungen wären zwar au
h auf einer rein theoretis
hen Ebene sehr interessant, jedo
hstellt si
h heraus, dass es in der Natur dur
haus sol
he Materiezustände gab und gibt. Sol
he3



KAPITEL 1. EINLEITUNG 4groÿen Energien und hohe Temperaturen sind während der Entwi
klung des Universums zwi-s
henzeitig in einem frühen Stadium aufgetreten. Anderseits erwartet man au
h im Inneren vonkompakten Sternen eine extrem di
hte Materie, die jedo
h verglei
hsweise kalt ist. Das promi-nenteste Beispiel für diese Klasse von Sternen sind die Neutronensterne. Neben diesen beidennatürli
hen Vorkommen von stark we
hselwirkender Materie können mittlerweile au
h hinrei-
hend heiÿe und di
hte Zustände in Bes
hleunigerexperiementen errei
ht werden. So su
ht manin S
hwerionenkollisionen na
h Hinweisen auf das Quark-Gluon-Plasma.Die theoretis
he Bes
hreibung der fundamentalen Freiheitsgrade der Quarks und der Ei
hfeldererweist si
h als s
hwierig. Im Falle hoher Energien, wenn die Kopplung s
hwa
h ist, ist ein Zugangüber Störungstheorie denkbar. Für kleine Energien ist sol
h ein Zugang ungeeignet, da die starkeKopplung eine perturbative Annäherung unmögli
h ma
ht. So gibt es eine Anzahl vers
hiedenerModelle und Methoden, die die Phänomenologie der starken We
hselwirkung reproduzieren kann.Mit dem Ansatz der Latti
e-QCD lassen im Prinzip Observable ni
htperturbativ bere
hnen. Esgibt jedo
h zahlrei
he S
hwierigkeiten, wie die Bes
hreibung der lei
hten Quarks up und down.Kompliziert ist zudem die Berü
ksi
htigung eines endli
hen 
hemis
hen Potentials und somit einergroÿen Di
hte. Im Limes vers
hwindender Kopplung, also bei sehr hoher Temperatur und Di
hte,lassen si
h physikalis
he Eigens
haften au
h störungstheoretis
h bes
hreiben. Des weiteren gibt eseine Zahl e�ektiver Modelle, die auf begrenzte Gültigkeitsberei
he zuges
hnitten sind. ProminenteBeispiele für diese Theorien sind Bag-Modelle (auf der Basis von [7, 8℄), die 
hirale Störungstheorie(eine Übersi
ht bietet zum Beispiel [9℄) und das Nambu-Jona-Lasinio-Modell [10, 11℄. Das letztere,kurz als NJL-Modell bezei
hnet, bildet die Grundlage zu Bere
hnungen in dieser Diplomarbeit.Da stark we
hselwirkende Materie einen Übergang von Con�nement zu Quark-Gluon-Plasma beihinrei
hend hohen Di
hten und Temperaturen vollzieht, kann man si
h fragen, ob dies unter ther-modynamis
hen Gesi
htspunkten einem Phasenübergang entspri
ht. Ein sol
her Phasenübergangist mit einem Ordnungsparameter verbunden, dessen Verhalten als Funktion von Temperatur und
hemis
hem Potential eine Ordnung des Phasenübergangs de�niert. Derartige Phasenübergängeseparieren die vers
hiedenen Phasen eines Phasendiagramms voneinander. Das bekannteste Bei-spiel eines Phasendiagramms ist wohl das Phasendiagramm von Wasser, das bereits generis
heEigens
haften zeigt. Es wurden Phasendiagramme mit Hilfe vers
hiedener Bes
hreibungen derQCD vorges
hlagen. Neben dem Berei
h von Hadronen und Kernen enthalten diese Diagrammeau
h das Quark-Gluon-Plasma. Neben diesen beiden Phasen, so es tatsä
hli
h sol
he sind, wer-den au
h weitere Phasengrenzen und Zustände bes
hrieben, wie zum Beispiel farbsupraleitendePhasen bei hohen Di
hten.Experimentell gibt es vielfältige Bemühungen, das Quark-Gluon-Plasma zu errei
hen und diebere
hneten Phasendiagramme zu überprüfen. So werden beim Stoÿ zweier s
hwerer Ionen in Be-s
hleunigerexperimenten extrem energierei
he so genannte Feuerbälle produziert, mit denen manho�t, hinrei
hend weit in das QCD-Phasendiagramm vorstoÿen zu können. Sol
herlei Bemühun-gen �nden beispielsweise am RHIC statt (siehe zum Beispiel [12℄). Dass sol
he expandierende Bällemit Formalismen der Glei
hgewi
hts-Thermodynamik wie Phasenübergänge bes
hrieben werdenkönnen, setzt voraus, dass die Materie hinrei
hend s
hnell thermalisiert. Sol
he Relaxationszeitenliegen angesi
hts der starken Kopplung nahe, und das Experiment s
heint zu bestätigen, dass derFeuerball mit der Physik des Glei
hgewi
hts zu bes
hrieben werden kann.Eine erfolgrei
he Art der Bes
hreibung der Entwi
klung von derartigen Feuerbällen ist die Ver-wendung der relativistis
hen Hydrodynamik. Diese Theorie, die das raumzeitli
he Verhalten vonFluiden behandelt, wird zum Beispiel au
h für die Materie im Inneren von Sternen verwen-det. Do
h au
h im Feuerball einer S
hwerionenkollision lassen si
h Flüsse und Di�usionsprozesseuntersu
hen [13, 14℄. Das Ergebnis derartiger Experimente hat interessante und überas
hendeKonsequenzen. Die hydrodynamis
hen Eigens
haften, die bei den RHIC-Experimenten gemessenwurden, legen nahe, dass das Verhalten des Quark-Gluon-Plasmas dem einer idealen Flüssigkeitähnelt [15℄. Ein Charakteristikum einer idealen Flüssigkeit ist ihre S
herviskosität. Besitzt einemodellhafte ideale Flüssigkeit die Viskosität null, so ist das für reale Flüssigkeiten ni
ht mögli
ht.Die S
herviskosität des Quark-Gluon-Plasmas ist also klein - do
h was bedeutet klein in diesemZusammenhang?Aufgrund einer Dualitätsbeziehung können hydrodynamis
he Eigens
haften von Feldtheorien mitMethoden von Stringtheorien bere
hnet werden. Aus einer sol
he AdS/CFT-Korrespondenz wur-de gefolgert, dass das Verhältnis von S
herviskosität zu Entropiedi
hte ein Minimum ni
ht un-



KAPITEL 1. EINLEITUNG 5ters
hreiten kann. Die Ergebnisse am RHIC legen nahe, dass das Quark-Gluon-Plasma nahe andiese Grenze heran kommt - weit näher als andere, womögli
h vertrautere Fluide.Es ist bisher no
h ni
ht gelungen, aus einer Theorie heraus das Verhalten von Transportkoe�-zienten im Phasendiagramm vorherzusagen. Die S
hwierigkeit sol
her Bere
hnungen liegt au
han der Unzulängli
hkeit des gänigigen Mean-�eld-Ansatzes, der im NJL-Modell gewöhli
h denRahmen von Bere
hnungen bildet. Ansätze zu einer theoretis
hen Bes
hreibung sind freili
h vor-handen. Im Nambu-Jona-Lasinio-Modell wurde so bereits die S
herviskosität bere
hnet, in demvon Mean-�eld-Methoden abgewi
hen wurde. Dies ges
hah jedo
h mit einem phänomenologis
henAnsatz [16℄, der Eigens
haften ni
ht aus dem Modell selbst heraus folgerte, sondern vorgab. DieNotwendigkeit eines sol
hen Vorgehens lässt si
h vermeiden, wenn es gelingt, eine Näherung dur
h-zuführen, die ohne phänomenologis
he Eigens
haften die Bere
hnung der Viskosität zulässt. Einesol
he Mögli
hkeit der Bes
hreibung stellt die Erweiterung der Mean-�eld-Re
hnung dar. Einsol
hes Vorgehen, dass die Mean-�eld-Ergebnisse als führende Ordnung einer Entwi
klung siehtund sie so konsistent um weitere Terme berei
hern kann, wurde im NJL-Modell bereits erfolg-rei
h dur
hgeführt [17℄. Diese Entwi
klung, die na
h Ordnungen der Anzahl der Farbladungenges
hieht, bildet die Grundlage für die Bere
hnung der S
herviskosität in dieser Arbeit.In den Kapiteln 2 und 3 werden wir zunä
hst die Grundlagen des Modells vorstellen. Diese um-fassen au
h die Vorstellung der verwendeten Näherungsmethoden. Wesentli
he Ergebnisse dieserKapitel sind die Bes
hreibungen von Quarks und Mesonen. In Kapitel 4 werden wir das zugehö-rige Phasendiagramm bere
hnen und diskutieren. Hier werden vers
hiedene Szenarien bei einemÜbergang ins Quark-Gluon-Plasma vorgestellt. Au
h die Entropiedi
hte, dur
h die AdS/CFT-Korrespondenz mit hydrodynamis
hen Charakteristiken verknüpft, kann in diesem Kapitel ge-wonnen werden. Wir werden dazu Mean-�eld-Bere
hnungen verwenden und Korrekturen dur
hmesonis
he Fluktuationen diskutieren. In Kapitel 5 wird die S
herviskosität im NJL-Modell be-re
hnet. Dabei gelingt es uns, auf der bisher exisiterenden Grundlage [16, 17℄ aufbauend dieseGröÿe zu bere
hnen. Wir diskutieren die S
herviskosität an vers
hiedenen relevanten Stellen desQCD-Phasendiagramms und verglei
hen sie mit der Entropiedi
hte, um das Verhalten des Fluidsbewerten zu können. Es gelingt uns dabei, die qualitativen viskosen Eigens
haften des Quark-Gluon-Plasmas im Experiment au
h in der Theorie wiederzu�nden.



Kapitel 2Das Nambu-Jona-Lasinio-ModellIn diesem einführenden Kapitel werden einige wesentli
he Aspekte des Nambu-Jona-Lasinio-Modells vorgestellt. Diese Darstellung erhebt keinen Anspru
h darauf, ein ers
höpfender Über-bli
k über die Materie zu sein, sondern hat vielmehr zum Ziel, dem Leser das Modell zu erklärenund ihn auf das weiterführende dritte Kapitel vorzubereiten. Dies besteht im Wesentli
hen darin,die Standardapproximationen Hartree+RPA vorzustellen. Das dritte Kapitel, wel
hes im Gegen-satz zum zweiten das Nambu-Jona-Lasinio-Modell im Medium und ni
ht im Vakuum behandelt,wird auf viele Aspekte genauer eingehen. Diese Behandlung ist in sofern sinnvoll, als dass dieVakuumeigens
haften stets als Spezialfall der Mediumbes
hreibung hervorgehen.2.1 Einführung2.1.1 MotivationNambu und Jona-Lasinio stellten 1961 eine Analogie zwis
hen der Energielü
ke (Gap) eines BCS-Supraleiters und der Masse eines Dira
-Teil
hens auf. Die Elektronen eines BCS-Supraleiters (BCSna
h Bardeen, Cooper und S
hrie�er, [18℄) kondensieren dur
h ihre We
hselwirkung (die mansi
h als stark abges
hirmte Coulombabstoÿung und Anziehung dur
h Phonon-We
hselwirkungenrealisiert denken kann) in den sogenannten BCS-Grundzustand. Das Anregungsspektrum diesesSystems weist nun eine Energielü
ke zwis
hen dem Grundzustand und angeregten Zuständenauf. Die Existenz dieser Energielü
ke führt zum Phänomen des Vers
hwindens des elektris
henWiderstandes. Dies stelle man der Theorie relativistis
her Fermionen in Dira
s
her Interpretationgegenüber. Zwis
hen den Teil
hen-Zuständen und dem mit Antiteil
hen gefüllten Dira
-See istebenfalls eine Energielü
ke (der Gröÿe 2m). Nambu und Jona-Lasinio s
hlugen nun vor, dass mandie Massen von Dira
-Quasi-Teil
hen (deren Antiteil
hen also als Lö
her interpretiert werden) alsGap von selbstwe
hselwirkenden Fermionen betra
hten kann.Diesen im Prinzip sehr allgemeinen Ansatz wendeten sie nun in der Kernphysik an. Das Nambu-Jona-Lasinio-Modell bes
hrieb in seiner ursprüngli
hen Fassung [10℄ die We
hselwirkungen vonNukleonen. Später wurde es als ein Modell, das Quarks bes
hreibt, uminterpretiert. Das wesentli-
he Element der We
hselwirkung ist die Implementierung der Erhaltung der 
hiralen Symmetrie.2.1.2 Das NJL-ModellDas Nambu-Jona-Lasinio-Modell, wie es in dieser Arbeit verwendet werden wird, wird dur
h dieLagrangedi
hte
L = ψ(i∂/−m0)ψ + g[(ψψ)2 + (ψiγ5~τψ)2] (2.1)bes
hrieben. Hierbei ist m0 die Stromquarkmasse und g die (ni
ht dimensionslose) Kopplungs-konstante. Die Felder ψ bes
hreiben die Quarks und besitzen Dira
-, Isospin- und Farbindizes.Die beiden We
hselwirkungen ΓM haben ebenfalls diese Struktur.

ΓM = ΓDira

M ⊗ Γ Isospin

M ⊗ ΓColor
M (2.2)6



KAPITEL 2. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL 7Diese We
hselwirkungen sind M ∈ {σ, πa}.
Γσ = 1⊗ 1⊗ 1 (2.3)
Γπa = iγ5 ⊗ τa ⊗ 1 (2.4)

τ ist die Paulimatrix im Isospinraum.Die Anzahl der Farben (Nc) und der Flavors (Nf ) ist ni
ht im Modell festges
hrieben. In dieserDiplomarbeit wird auss
hlieÿli
h das 2-Flavor-NJL-Modell benutzt, das si
h auf up- und down-Quarks bes
hränkt. Diese Bes
hränkung ist ni
ht zwingend, au
h strange-Quarks können miteinem Nf = 3-Modell bes
hrieben werden. Die Ein�üsse von strange-Quarks werden jedo
h in dergesamten Arbeit verna
hlässigt. Überdies werden up- und down-Quarks als entartet angenommen.Es mag hilfrei
h sein, si
h zumindest einmal, am Anfang, die zugehörigen Feldoperatoren ψ mitihren Indizes als Vektoren vorzustellen.
ψ =

















ur

ug

ub

dr

dg

db

















(2.5)Hier bei sind u und d die Dira
-Spinoren der up- und down-Quarks. ψ ist also ein 24-komponen-tiges Objekt.2.1.3 SymmetrienNa
h dem Noether-Theorem sind die Symmetrien der Lagrangedi
hte L mit den Erhaltungssät-zen des Systems verknüpft und daher von Relevanz. Das NJL-Modell weist die Nf = 2-QCD-Symmetrien auf. Es ist invariant unter den folgenden unitären Transformationen.BaryonenzahlerhaltungDie Baryonenzahlerhaltung resultiert aus der U(1)-Symmetrie
ψ → exp(−iα)ψ , α ∈ R. (2.6)Die Quarkfelder ψ können also mit einer globalen Phase α multipliziert werden, ohne, dass si
hdadur
h physikalis
he Observablen ändern. Die Erhaltung der Baryonenzahl ist eine wi
htigeEigens
haft der starken We
hselwirkung.Invarianz unter Rotation im Isospin-RaumDie SUV (2)-Transformation gehört ebenfalls zu den Symmetrien des Modells.

ψ → exp(−i~τ · ~θ/2)ψ , ~θ ∈ R2 (2.7)Hier wird das Feld ψ im Isospin-Raum rotiert.Chirale Symmetrie und 
hiraler LimesFalls m0 = 0, existiert die SUA(2)-Symmetrie
ψ → exp(−iγ5~τ · ~θ/2)ψ , ~θ ∈ R2. (2.8)Die Invarianz unter SUV (2) ⊗ SUA(2) wird au
h als 
hirale Symmetrie bezei
hnet. Wir nennendaher au
h im folgenden den Fall m0 = 0 den 
hiralen Limes. Man bea
hte, dass m0, wenn s
honni
ht null, so jedo
h klein ist. Die 
hirale Symmetrie ist im diesem Sinne eine approximativeSymmetrie.



KAPITEL 2. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL 82.1.4 Feynman-RegelnUm das NJL-Modell mit diagrammatis
hen Te
hniken zu untersu
hen, können Feynman-Regelnaufgestellt werden.Für jeden (na
kten) Quark-Propagator:
= iS0(p) = i(p/−m0 + iǫ)−1 (2.9)Für jeden Vertex:

= +iΓσ = 2i g 1⊗ 1 (2.10)
= +iΓπa = 2i g γ5τ

a ⊗ γ5τ
a (2.11)Für jeden ges
hlossenen Fermionen-Loop mit Loop-Impuls k:

−
∫ d4k

(2π)4
Tr (2.12)Das Vorzei
hen vor den Verti
es iΓM sind von der verwendeten De�nition abhängig. Die Verwen-dung des positiven Vorzei
hens ers
heint uns für einen Vierpunktvertex die besser Wahl.2.2 Quarks2.2.1 KonstituentenquarksDie elementaren Teil
hen der Quanten
hromodynamik sind die von Gell-Mann benannten Quarks.Nun ist es jedo
h so, dass s
hon allein der Begri� eines einzelnen Quarks, eines so genanntenStromquarks, etwas problematis
h ist. Denn ni
ht umsonst wird die zugrunde liegende We
hsel-wirkung au
h starke We
hselwirkung bezei
hnet, und ein hypothetis
hes einzelnes Quark wärestets von einer Wolke Quarks, Antiquarks und Gluonen umgeben. Der Begri� eines einzelnenTeil
hens ist aus feldtheoretis
her Si
ht als Anregung in Störungstheorie oder Greensfunktion zusehen - der Ansatz eines einzelnen Stromquarks ist jedo
h unangemessen.Ein Ansatz, um eine realistis
here Bes
hreibung zu gewinnen, ist das Miteinbeziehen der Teil
hen-Wolke in die Propagation eines Stromquarks. Eine re
ht ans
hauli
he Art, diesen Ansatz zu ver-folgen, kann bei der Untersu
hung der Quarkstruktur eines Baryons wie zum Beispiel dem Protonges
hehen. Das Proton besteht aus den Quarks u u d. Na
h dem oben bes
hriebenen Bild gibt esjedo
h weitere dynamis
h erzeugte Quarks und Gluonen. Auf Grund von Erhaltungsätzen bleibendie Quantenzahlen wie Ladung und Farbe erhalten und das Proton besitzt somit die Quantenzah-len der drei Valenzquarks genannten Teil
hen uud. Man de�niert nun Konstituentenquarks, dieden Valenzquarks ihre Umgebung hinzufügen. Diese Konstituentenquarks bieten eine adäquatereBes
hreibung einer teil
henähnli
hen Anregung im oberen Sinne als die Stromquarks. Sie erklärenau
h auf eine einfa
he Weise, warum die Masse eines Protons so viel gröÿer als die re
ht kleineStromquarkmasse ist.Dieses Bild von ständig erzeugten Teil
hen kann uns im folgenden Abs
hnitt leiten, wenn wirdaran gehen, über eine Quark-Selbstenergie einen Konstituentenquarkpropagator zu bere
hnen.



KAPITEL 2. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL 92.2.2 Die Gap-Glei
hungDie Quark-Selbstenergie in Hartree-Näherung hat dur
h ihre skalare Natur die Struktur einerKorrektur der Quarkmasse. Diese e�ektive Masse wird im Folgenden m genannt, während dieStromquarkmasse mit m0 bezei
hnet wird. Die Dyson-Glei
hung für den Quarkpropagator inHartree-Näherung ist in Glei
hung 2.13 (�Gap-Glei
hung�) bes
hrieben.
= + (2.13)

S(p) = S0(p) + S0(p)

∫ d4k

(2π)4
Tr (ΓσS(k))S(p) (2.14)Hierbei ist S = (p/−m+ iǫ)−1 und S0 = (p/−m0 + iǫ)−1. Man erhält für die Masse die selbstkon-sistente Glei
hung

m = m0 + 8NcNfgi

∫ d4k

(2π)4
m

k2 −m2 + iǫ
(2.15)Das hier auftretende Integral wird uns no
h häu�ger begegnen. Wir benennen es deshalb

iI1 = i

∫ d4k

(2π)4
1

k2 −m2 + iǫ
. (2.16)Die Vereinfa
hung dieses Integrals wird im Anhang A.1 diskutiert. Sie ermögli
ht es, dur
h ana-lytis
he Integration der k0-Koordinate die Gapglei
hung in die Form

m = m0 + 8NcNfgm

∫ d3k

(2π)3
1

2Ek

(2.17)zu überführen, mit E2
k = (k2 +m2).Die selbstkonsistente Lösung dieser Glei
hung führt zur Erzeugung einer Konstituentenquarkmas-se m, die deutli
h über der Stromquarkmasse m0 liegt. Dies ist im eingangs bes
hriebenen Bildvon Nambu und Jona-Lasinio die Erzeugung eines Gaps, einer Energielü
ke. Angelehnt an dasNäherungss
hema werden wir die Masse m gelegentli
h au
h als Hartree-Quarkmasse bezei
hnen.2.2.3 Der Fo
k-TermSelbstkonsistente Re
hnungen dur
h Hartree-Fo
k-Approximation �nden au
h Anwendung in derBere
hnung von Elektronen in Atomen und Festkörpern. In Glei
hung (2.14) kann man si
hzure
ht fragen, wo denn der Austaus
h- oder Fo
k-Term geblieben ist, der aus Konsistenzgründenerforderli
h s
heint. Es gibt jedo
h zwei Gründe, dass si
h die Gap-Glei
hung auf den Hartree-Term bes
hränkt.Die Punktwe
hselwirkung der NJL-Lagrangedi
hte hat die besondere Eigens
haft, dass der Aus-taus
hterm mit dem direkten Hartree-Term verknüpft werden kann. Dies ges
hieht über eine sogenannte Fierz Transformation (siehe zum Beispiel [19℄). Dieser mathematis
he Vorgang erlaubtes, die Gapglei
hung auf den Hartree-Term zu reduzieren, in dem die Kopplungskonstante g um-de�niert wird.Die im später folgenden Abs
hnitt 2.5 folgende systematis
he Näherungsmethode wird uns einweiteres Argument liefern, den Fo
k-Term auÿen vor zu lassen.2.3 MesonenMesonen sind Quark-Antiquark-Zustände. Der Ansatz zu ihrer Bes
hreibung im NJL-Modell leitetsi
h aus dem Streuprozess der Quarks her.



KAPITEL 2. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL 102.3.1 Mesonen über die Bethe-Salpeter-Glei
hungDie Quark-Antiquark-Streuung kann mit einer Bethe-Salpeter-Glei
hung bes
hrieben werden.
= + (2.18)Der Mesonenpropagator ergibt si
h aus der Quark-Antiquark-Streumatrix T .

iTM = iKM + iKM (−iΠM )iTM (2.19)Dabei ist KM = ΓM2gΓM der Streukern und ΠM der Polarisationsloop. Wir s
hreiben die T -Matrix TM = −ΓMDM (q)ΓM und führen die Gröÿe JM = ΓMΠΓM ein. In der Tat lassen si
hdie Beiträge dur
h Kπa und Kσ trennen, denn aufgrund des Isospins mis
hen die vers
hiedenenMesonenarten ni
ht. Die Loops dur
h die Mesonen π und σ
JM (q) = i

∫ d4k

(2π)4
Tr {ΓMS(k + q)ΓMS(k)} . (2.20)lassen si
h in eine kompakte Form s
hreiben

Jπ(q) = 4NcNf iI1 − 2NcNf (q2)iI(q) (2.21)
Jσ(q) = 4NcNf iI1 − 2NcNf (q2 − 4m2)iI(q). (2.22)Das Integral iI1 kennen wir bereits aus dem Abs
hnitt 2.2.2. Das hier neu eingeführte Integral

iI(q) = i

∫ d4k

(2π)4
1

[k2 −m2 + iǫ][(k + q)2 −m2 + iǫ]
. (2.23)ist im Anhang A.2 genauer diskutiert. Es lässt si
h in die Form

iI(q) =

∫ d3k

(2π)3
1

Ek

1

q20 − (Ek + Ekq)2
(2.24)

Ek =
√

k2 +m2, Ekq =
√

(k + q)2 +m2 (2.25)bringen.Kehren wir mit den neu gewonnen Ausdrü
ken zurü
k zu unserer Ausgangsfragestellung.Wir kön-nen nun die Bethe-Salpeter-Glei
hung anstatt dur
h TM und ΠM dur
h DM und JM ausdrü
ken.Wir erhalten
DM (q) = −2g + 2gJMDM (q) (2.26)und so das Ergebnis
DM (q) =

−2g

1 − 2gJM (q)
. (2.27)Wir bezei
hnen DM im Folgenden als Meson-Propagator. Diese Bezei
hnung ist etwas irrefür-hend, da die Meson-Quark-Kopplung bereits in DM absorbiert ist. Es wäre korrekter, DM alsMesonpropagator mal dem Quadrat der Meson-Quark-Kopplungskonstanten zu bezei
hnen.2.3.2 Mesonmasse und KopplungskonstanteDer Propagator DM ist eine Funktion des Viererimpulses q. Aus Gründen der Kovarianz ist DMnur von q2 = q20 − q2 abhängig und ni
ht von den einzelnen Komponenten q0 und q. Als Funk-tion einer Variablen aufgefasst, kann DM nun einen Pol besitzen. Die Polstelle des Propagatorsidenti�zieren wir mit der Masse des Mesons. Wir könnten die De�nition der Masse s
hreiben als

D−1
M (q2 = m2) = 0. (2.28)



KAPITEL 2. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL 11Wir sind jedo
h vorsi
htiger und de�nieren die Masse des Mesons etwas allgemeiner dur
h dieGlei
hung
1 − 2gReJ(q2 = m2)

!
= 0. (2.29)Dadur
h gelingt es uns, au
h dann von einer Masse zu spre
hen, wenn keine Polstelle vorhandenist. Es ist mögli
h, den erhaltenen Mesonpropagator dur
h eine Entwi
klung um seinen Pol zunähern, in dem man

DM (q) =
−g2

Mqq

q2 −m2
M

(2.30)fordert. Hier wurde die e�ektive Meson-Quark-Quark-Kopplungskonstante gMqq eingeführt. Siekann über die Entwi
klung des Nenners 1 − 2gJM na
h q20 um q20 = m2
M + q2 erhalten werden.

1 − 2gReJM (q0,q) ≈ 1 − 2gReJM (
√

m2
M + q2,q) − 2g

dReJMdq20 (
√

m2
M + q2,q)(q20 − q2 −m2

M )(2.31)Der erste Term vers
hwindet na
h Voraussetzung, und der zweite Term liefert direkt die gesu
hteKopplungskonstante.
gMqq =

(dReJMdq20 )− 1
2 (2.32)Diese so genannte Polapproximation nähert die komplizierte Funktion DM (q) dur
h eine wesent-li
h einfa
he Funktion mit den zwei zu bestimmenden Parametern mM und gMqq. Sie entspri
htder Parametrisierung der T -Matrix dur
h einen Mesonen-Austaus
h in der Näherung freier Me-sonen.2.4 Chirale TheoremeIm 
hiralen Limes besitzt das Namu-Jona-Lasinio-Modell auf Grund der 
hiralen Symmetrie einigewi
htige Eigens
haften. Diese Theoreme gelten au
h in der vorgestellten Näherung Hartree+RPA.Da sie einerseits in dieser Arbeit keine direkte Verwendung besitzen, sie anderseits aber zu denfundamentamentalen Eigens
haften des Nambu-Jona-Lasinio-Modells gehören, stellen wir sie hiervor, bes
hränken uns aber auf eine kurze Darstellung. Eine genauere Behandlung erfahren dieTheoreme in der entspre
henden Literatur (zum Beispiel in [17℄ und [20℄).Das Goldstone-TheoremDur
h die Gapglei
hung wird dynamis
h eine endli
he Konstituentenquarkmasse erzeugt. Dadur
hwird die 
hirale Symmetrie spontan gebro
hen. Spontane Symmetriebre
hungen gehen mit derExistenz von Goldstone-Bosonen einher. Diese masselose Anregung, die das Goldstone-Theoremvorhersagt, ist in diesem Fall das Pion. Na
h der De�nition der Mesonmasse können wir dieseTatsa
he au
h

1 − 2gΠπ(q2 = 0) = 0 (2.33)s
hreiben.Die Goldberger-Treiman-RelationDie Goldberger-Treiman-Relation verknüpft die Pion-Zerfallskonstante fπ mit der Hartree-Quark-masse m und der Pion-Quark-Kopplungskonstante gπqq.
fπgπqq = m (2.34)Die Konstante fπ ist ein empiris
her Parameter, der etwa den Wert fπ = 93 MeV beträgt. DieRelation gilt tatsä
hli
h au
h für die aus der Polapproximation gewonnenen On-shell-Kopplung.



KAPITEL 2. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL 12Die Gell-Mann-Oakes-Renner-RelationBei endli
her Stromquarkmasse m0 6= 0 ist die 
hirale Symmetrie nur no
h näherungsweise gege-ben. Denno
h gibt es eine Aussage, die über eine Entwi
klung na
h m0 gewonnen werden kann.
m2

πf
2
π = −m0〈ψψ〉 +O(m2

0) (2.35)Das hier eingeführte Quarkkondensatz 〈ψψ〉 hat in Hartree-Näherung die Form
〈ψψ〉 = −m−m0

2g
. (2.36)Au
h die Gell-Mann-Oakes-Renner-Relation stellt eine Verbindung zu fπ her.2.5 Entwi
klung in 1/NcDas NJL-Modell ist ni
ht exakt lösbar. Zur Bere
hnung von Observablen muss daher auf Nähe-rungsmethoden zurü
kgegri�en werden. Der naheliegenste Gedanke wäre wohl gewöhnli
he Stö-rungstheorie, wie sie in übli
hen Lehrbü
hern (siehe zum Beispiel [21℄) bes
hrieben wird. DiesesVorgehen, das einer Entwi
klung na
h Potenzen der Kopplungskonstanten entspri
ht, s
heidetjedo
h als mögli
her Kandidat aus. Wir wollen das NJL-Modell in einem Berei
h untersu
hen, indem die Kopplung, dur
h die dimensionsbehaftete Koppplungskonstante g im Lagrangian L ver-ankert, stark ist. Was dies im Zusammenhang mit einer einheitenbehafteten Gröÿe zu bedeutenhat, wird im Abs
hnitt 2.6 deutli
h werden.Ein Entwi
klungss
hema des NJL-Modells ist die Entwi
klung na
h Ordnungen der inversen An-zahl der Farben 1/Nc [20, 22, 23, 24, 25℄. Zwar ist Nc = 3 fest, jedo
h bietet diese Entwi
klungdie Mögli
hkeit, Eigens
haften des NJL-Modells sukzessive zu bere
hnen. Es gibt vers
hiedeneMotivationen, genau diese Entwi
klung vorzunehmen. Für den bereits einges
hlagenen Weg, aufdem wir die Hartree-Selbstenergie und die RPA-Mesonen π und σ bere
hnet haben, stellt das

1/Nc-Enwi
klungss
hema eine natürli
he Fortsetzung dar. Ans
hauli
h gespro
hen wird die Ent-wi
klung darauf hinauslaufen, Korrekturen dur
h die Meson-Wolken um die Quarks zu bere
hnen.Do
h au
h formelle Gründe spre
hen für diese Entwi
klung. Denn eine wi
htige Eigens
haft esNJL-Modells ist das Verhalten für groÿe Nc. In führender Ordnung stimmt dieses Verhalten mitdem der QCD überein. Die 1/Nc Entwi
klung erhält auÿer dem die Eigens
haften, die das Modellaufgrund seiner 
hiralen Symmetrie in der bisherigen Form besitzt, wie das Goldstone-Theoremund die Goldberger-Treiman-Relation.Die 1/Nc-Entwi
klung lässt si
h zum einen über die e�ektive Wirkung erhalten [25℄. Sie lässt si
hjedo
h au
h auf diagrammatis
he Weise vollführen, was wir hier tun wollen. Wir folgen dabei imWesentli
hen [17℄. Das Abzählen der Ordnungen kann dur
h den Verglei
h der Beiträge ges
hehen,in denen Nc explizit auftau
ht. Na
h den Feynmanregeln ist ein ges
hlossener Quarkloop mitdem Aufreten eines sol
hen Faktors Nc verbunden, da die Spurbildung dur
h die Symmetrie imFarbraum genau diesen Faktor liefert. Ein Beispiel für ein sol
hes Auftreten bietet bereits dieGap-Glei
hung (2.17). Wir fordern weiterhin, dass der Hartree-Quarkpropagator S die Ordnung
N0

c besitzt. Dies können wir bei seiner De�nition in Glei
hung (2.14) errei
hen, in dem wir ΓMund somit g die Ordnung 1/Nc zuordnen. Wir erhalten so einzelnene diagrammatis
he Bausteine,mit denen wir jeweils eine Ordnung in 1/Nc verbinden können.Gedresster Propagator S(k) N0
cGes
hlossener Quarkloop Π(p) N1
cVierpunkt-Vertex ΓM N−1

cRPA-Meson D(q) N−1
c



KAPITEL 2. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL 13Mit dieser Übersi
ht ist es nun mögli
h, den vorgestellten Gröÿen des Modells Ordnung in 1/Nczuzuordnen. Wir erhalten so zum Beispiel für die Hartree-Selbstenergie N0
c , für den Fo
k-Term

N−1
c - was abermals unser Vorgehen re
htfertigt, die Quark-Selbstenergie in Hartree-Näherungzu bere
hen. Die mesonis
hen Parameter m2

M und g2
Mqq sind Gröÿen der Ordnung O(1) bezie-hungsweise 1/Nc.Wir werden in dieser Arbeit keine vollständig konsistenten Näherungen in 1/Nc vollführen (fürsol
he siehe [20℄, [17℄ oder [25℄). Es werden aber an einigen ents
heidenden Stellen Beiträge be-nötigt, die dur
h diese Erweiterungen bere
hnet werden können.2.6 RegularisierungMan betra
hte die Gap-Glei
hung (2.13) und das in ihr enthaltene Integral iI1, wel
hes in Glei-
hung (2.16) de�niert wurde. S
hon dur
h Abzählen der Potenzen von k im Zähler und im Nennersieht man, dass das Integral ni
ht existiert. Dass ein sol
hes Verhalten auftritt, kann genau genom-men sogar s
hon an der Lagrangedi
hte L abgelesen werden. Das Auftreten der Feldoperatorenin vierter Potenz und s
hon allein die dimensionsbehaftete Kopplungskonstante g verraten, dasses si
h bei dem NJL-Modell um ein ni
htrenormierbares Modell handelt. Während man bei ei-ner renormierbaren Quantenfeldtheorie derartige Divergenzen beseitigen kann, bleibt einem hierni
hts anderes übrig, als das Integral künstli
h auf einen endli
hen Wert zubringen. Eine sol
heMethode nennt man Regularisierung.Eine intuitive Methode (die im folgenden au
h weiter diskutiert werden wird) wäre die Eins
hrän-gung des Impulsraums auf ein kompaktes Volumen. Kann man bei der Form des Volumens no
hmit Symmetrien argumentieren, so bleibt seine Gröÿe ein Wert, der von auÿen vorgegeben wer-den muss. Dieser Cut-o� Parameter, oft mit Λ bezei
hnet, stellt einen zusätzli
hen Parameter desNJL-Modells dar.Der Parameter Λ, genau wie au
h die Stromquarkmasse m0 und die Kopplungskonstante g, wirdso festgelegt, dass die bere
hneten Ergebnisse physikalis
he Werte annehmen. Die Orientierungbietet die Konstituentenquarkmasse m, die Pionmasse mπ und die Pion-Zerfallskonstante fπ.2.6.1 3er-Impuls-Cut-o�Da man das Integral der Gap-Glei
hung als sphäris
h symmetris
hes Integral über k s
hreibenkann, ist es lei
ht zu realisieren, die Integration nur bis zu einem Radius Λ dur
hzuführen. Umauf das eingangs bes
hriebene Bild Bezug zu nehmen: Wir s
hränken den Impulsraum auf einenHyperzylinder im vierdimensionalen Energie-Impuls-Raum ein: Während die k0-Integration keineRegularisierung erfährt, wird die dreidimensionale k-Integration auf eine Kugel mit Radius Λeinges
hränkt.

i

∫ d4k

(2π)4
f(k,m) → i

∫ +∞

−∞

dk0

(2π)

∫

|k|<Λ

d3k

(2π)3
f(k,m) (2.37)Ein Vorteil dieses Regularisierungss
hemas ist die relativ lei
hte Umsetzung. Ein deutli
her Na
h-teil ist, dass es si
h um ein ni
ht-Lorentz-kovariantes S
hema handelt. Während die räumli
heIsotropie erhalten bleibt, verlieren wir die Translationsinvarianz im Impulsraum. Das führt zumBeispiel zu Problemen bei Mesonen mit endli
hem Dreierimpuls.ParametersätzeIn Tabelle 2.1 sind vier Parametersätze vorgestellt. Die äuÿeren Parameter sind Λ, der Impuls-Cut-o�, sowie g und m0. Es ist übli
h, statt g den dimensionslosen Wert von gΛ2 anzugeben,der eine Auskunft über die tatsä
hli
he Stärke der Kopplung geben kann. Mit diesen Parameternlässt si
h die Konstituentenquarkmasse in Hartree-Näherung m und die Pion-Masse in RPA mπbere
hnen. Diese beiden Gröÿen �nden si
h ebenfalls in der Tabelle, au
h wenn es keine Parameter,sondern Resultate sind. Die hier vorgestellten Parametersätze sind [26℄ entnommen.
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Λ [MeV℄ 664.3 587.9 569.3 568.6
m0 [MeV℄ 5.0 5.6 5.5 5.1
gΛ2 2.06 2.44 2.81 3.17

m[MeV ] 300 400 500 600
mπ [MeV℄ 135 135 135 135Tabelle 2.1: Parametersätze aus [26℄ für die Regularisierung mit dem 3er-Impuls-Cuto�.2.6.2 4er-Impuls-Cut-o�Der ents
heidende Na
hteil des 3er-Cut-o�s ist die manifeste Bre
hnung der Symmetrie zwis
hen

k0 und ~k. Ein naheligender Gedanke ist es nun, anstatt einer Kugel im dreidimensionalen Raumeine Hyperkugel im vierdimensionalen Raum zu wählen. Dazu muss das entspre
hende Integraljedo
h zunä
hst über eine Wi
k-Rotation in ein euklidis
hes Integral überführt werden.
i

∫ dk0

(2π)

∫ d3k

(2π)3
f((k, k0),m) → −

∫ d3k

(2π)3

∫ dk4

(2π)
f((k, ik4),m) (2.38)

→ −
∫

√
k2+k2

4<Λ

d3k

(2π)3
dk4

(2π)
f((k, ik4),m) (2.39)Dieses S
hema wird in der vorliegenden Arbeit ni
ht weiter verfolgt. Ein Parametersatz �ndetsi
h zum Beispiel in [19℄.2.6.3 Pauli-Villars-RegularisierungNeben den s
harfen Cut-o�s, die oben vorgestellt wurden, kann man au
h das asymptotis
heVerhalten für groÿe |k| derart ändern, dass die Funktion integrabel wird. Dies kann zum Beispieldur
h die Subtraktion von zusätzli
hen Termen ges
hehen, die für kleine |k| relativ klein sind undim Ultravioletten das glei
he asymptotis
he Verhalten wie der eigentli
he Integrand besitzen. DiePauli-Villars-Regularisierung [27℄ basiert genau auf diesem Prinzip.Beim Pauli-Villars-Regularisierungss
hema wird die Funktion im Integranden dur
h eine Summevon n+1 dieser Funktionen mit unters
hiedli
hen Massenmα und Gewi
htungsfaktoren cα ersetzt.Formal gibt es so also n zusätzli
he Felder mit Teil
hen, die die Massen mα besitzen.

i

∫ d4k

(2π)4
f(k,m) → i

∫ d4k

(2π)4

n
∑

α=0

cαf(k,mα) (2.40)Die Anzahl der nötigen Regulatoren hängt von der Divergenz der autretenden Integrale ab. Diehö
hste auftretende Potenz im Integranden der oben eingeführten Integrale tritt in iI1 in der Gap-Glei
hung auf. Um dies zu regularisieren, benötigt man (mindestens) zwei Regulatoren. In dieserArbeit wird an den meisten Stellen eine sol
he Pauli-Villars-Regularisierung mit zwei Regulatorenbenutzt.
i

∫ d4k

(2π)4
f(k,m) → i

∫ d4k

(2π)4

{

f(k,m) − 2f(k,
√

m2 + Λ2
q) + f(k,

√

m2 + 2Λ2
q)
} (2.41)Das Pauli-Villars-Regularisierungss
hema ist Lorenz-kovariant. Die Modi�kation der Masse bringtjedo
h andere S
hwierigkeiten mit si
h. So �ndet si
h in der Gap-Glei
hung oder in der De�nitiondes σ-Polarisationsloops eine Masse als Vorfaktor. Es hat si
h als sinnvoll herausgestellt, dieseMassen ni
ht in die Regularisierung mit einzubeziehen, sondern ledigli
h die elementaren Integra-le iI1 und iI zu regularisieren, deren Integranden ein m im Nenner besitzen. Mit diesem Vorgehengelingt es, das Pion im 
hiralen Limes masselos zu erhalten, wie es das Goldstone-Theorem vor-hersagt.
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ΛM [MeV℄ 0 300 500 600 700
Λq [MeV℄ 800 800 800 820 852
m0 [MeV℄ 6.13 6.40 6.77 6.70 6.54
gΛ2

q 2.90 3.07 3.49 3.70 4.16
m[MeV ] 260 304 369 446 550
mπ [MeV℄ 140 140 140 140 140Tabelle 2.2: Parametersätze aus [17℄ für die Pauli-Villars-Regularisierung.ParametersätzeDie in dieser Arbeit benutzten Parametersätze sind aus [17℄ entnommen und �nden si
h in Ta-belle 2.2. Sie werden hier mit der Nummer ihrer Spalten bezei
hnet. Λq ist der Pauli-Villars-Regularisierungsparameter, m0 und g sind Stromquarkmasse und Kopplungskonstante. Mit die-sen drei Parametern lassen si
h mit Hilfe der Gap-Glei
hung die Konstituentenquarkmasse mund in RPA die Pionenmasse mπ bere
hnen. Zum Verglei
h sind diese ebenfalls in der Tabelle zu�nden.Die Pauli-Villars-Regularisierung ist die einzige Regularisierungsmethode, in der wir Beiträge innä
hsthöherer Ordnung in 1/Nc ausre
hnen werden. Für diese Ordnung wird es wieder nötigsein, Integrale zu regularisieren. Es handelt si
h um Integrale über Mesonenimpulse. Wir werdendiese Integrale mit einem 3er-Impuls-Cut-o� regularisieren (analog zum Vorgehen in Abs
hnitt2.6.1). Der dafür notwendigen Parameter ΛM ist ebenfalls in der Tabelle zu �nden und wird alsMesonen-Cut-o� bezei
hnet.



Kapitel 3Das Nambu-Jona-Lasinio-Modell imMediumDas Ziel dieser Arbeit ist es, die S
herviskosität von stark we
hselwirkender Materie zu untersu-
hen. Nun ist es klar, dass die Bes
hreibung von Quarks und Mesonen im Vakuum dazu ni
htausrei
hend ist. Fragestellungen zu Transportprozessen gehören klassis
herweise zu Untersu
hun-gen von Teil
hen und Feldern in Medien.3.1 Quantenfeldtheorie im MediumDer ents
heidende Zustand einer Feldtheorie im Vakuum ist der Grundzustand des Systems. Es istder Zustand, der die Energie minimiert. Hier liegt der wesentli
h Unters
hied zu einer Quanten-feldtheorie bei endli
her Temperatur oder einer Quantenfeldtheorie im Medium, wel
her wir unsnun nähern wollen. Wir werden in dieser Arbeit auss
hlieÿli
h Systeme im thermis
hen Glei
hge-wi
ht betra
hten. Das heiÿt, dass die Systemkon�guration dur
h die Forderung von Stationaritätfestgelegt wird. Diese Kon�guration kann als Grundzustand in dem Sinne angesehen werden, alsdass die Freie Energie minimiert wird. Thermis
hes Glei
hgewi
ht bedeutet, dass die gesamteKon�guration dur
h zwei Parameter bestimmt ist: die Temperatur T und das 
hemis
he Poten-tial µ. Das 
hemis
he Potential µ bezieht si
h selbstverständli
h auf die bes
hrieben Quarks. Dakein anderes 
hemis
hes Potential in dieser Arbeit vorkommen wird (zum Beispiel ein Ladungs-
hemis
hes Potential oder ein Isospin-
hemis
hes Potential), verzi
hten wir darauf, dur
h einenIndex q zu verdeutli
hen, dass si
h µ beziehungsweise µq auf die Quarks bezieht.Sind Anregungen aus dem Vakuum-Grundzustand als Teil
hen interpretierbar, so werden Anre-gungen aus dieser Kon�guration als Quasiteil
hen bezei
hnet. Die Quasiteil
hen sind Teil
hen-Lo
h-Anregungen, die eine teil
henartige Dispersionsrelation besitzen. Wir werden in diesem Ka-pitel trotzdem weiter von Quarks spre
hen und ni
ht von Quasi-Quarks.Zur Bes
hreibung der thermodynamis
hen Eigens
haften von Feldern gibt es zweierlei Methoden:Den Imaginärzeitformalismus (au
h als Matsubara-Formalismus bezei
hnet) und den Realzeitfor-malismus. In dieser Arbeit werden wir den Matsubaraformalismus verwenden. Die Grundlagendieses Ansatzes �nden si
h in Lehrbü
hern wie [28℄ oder [29℄.3.1.1 Verglei
h zwis
hen Vakuum und MediumVon ents
heidender Wi
htigkeit ist die Erkenntnis, dass Feynmanregeln und das Bere
hnen vonErwartungswerten im Medium groÿe Ähnli
hkeiten mit den Bere
hnungen im Vakuum aufweisen.Bei den Bere
hnungen mit Integralen über Viererimpulse k wird formal die Energieintegrationdur
h eine Summe über fermionis
he beziehungsweise bosonis
heMatsubarafrequenzen ωk ersetzt.
i

∫ d4k

(2π)4
f(k) → −T

∑

iωk

∫ d3k

(2π)3
f(iωk + µ,k) (3.1)16



KAPITEL 3. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL IM MEDIUM 17Die hier eingeführten Matsubarafrequenzen iωk besitzen die Gestalt
iωk =(2n+ 1)πiT, für Fermionen (3.2)
iωk =2nπiT, für Bosonen (3.3)mit n ∈ Z. Anders, als es sonst übli
h ist, werden wir die Matsubara-Frequenzen ni
ht allgemein

iωn nennen und die Summe über n laufen lassen, sondern sie mit dem Bu
hstaben des zugehörigenDreierimpulses als Index versehen, ho�end, dass es der Lesbarkeit und Transparenz dient.Wie ändert nun das Medium die 
harakteristis
hen Eigens
haften der NJL-Quarks? Gibt es einenBezug zu den Gröÿen im Vakuum? Nun, einerseits ist das Vakuum über den Grenzwert
fVakuum = lim

T→0
lim
µ→0

fT,µ (3.4)errei
hbar. Das lässt si
h bereits an Glei
hung (3.1) na
hvollziehen, wobei man ein Wi
k-rotiertesIntegral (verglei
he Glei
hung (2.39)) erhält. Zudem lassen si
h die modi�zierten Integrale aufgewisse Weise in einen Vakuumanteil und einen Mediumanteil aufspalten. Dies erlaubt es, dieÄnderungen bei endli
her Temperatur na
hzuvollziehen.Wie man an Glei
hung (3.1) erkennt, ist die Symmetrie zwis
hen Energie- und Impulskoordi-nate im Medium verloren gegangen. Es gibt s
hlieÿli
h ein ausgezei
hnetes Bezugssystem in derBes
hreibung von Feldern im thermis
hen Glei
hgewi
ht: Das Ruhesystem des Mediums.3.1.2 Regularisierung im MediumDie auftretenden Integrale lassen si
h mit den glei
hen S
hemata regularisieren, wie dies in 2.6bes
hrieben wurde. Es ist aber trotzdem lohnenswert, sie neu zu diskutieren und Varianten davonzu untersu
hen.Der 3er-Impuls-Cut-o� hatte den ents
heidenden Na
hteil, dass er ni
ht Lorenz-kovariant ist. Daes bei endli
her Temperatur aber ein ausgezei
hnetes Bezugssytem, das Ruhesystem des Mediums,gibt, kann dieser Na
hteil mit Eigens
haften des Mediums motiviert werden.Zerlegt man die auftretenden Integrale in Vakuum- und Mediumanteil, so sind nur die Vakuu-manteile divergent. Man könnte also das Regularisierungss
hema alleine auf den Vakuumanteilanwenden, während man den Mediumanteil unregularisiert lässt.
i

∫ d3k

(2π)3
f(k,m) = i

∫ d3k

(2π)3
{fVakuum(k,m) + fMedium(k,m)}

→ i

∫ d3k

(2π)3
(fVakuum(k,m) + reg.) + i

∫ d3k

(2π)3
fMedium(k,m) (3.5)Diese Methode wird in dieser Arbeit ni
ht angewandt. In Kapitel 4 wird sie jedo
h no
h für einenVerglei
h wi
htig sein.Zerlegt man die auftretenden Impulsintegrale in Real- und Imaginärteil, so ist nur der Realteildivergent. Man könnte den Imaginärteil unregularisiert belassen.

i

∫ d3k

(2π)3
f(k,m) = Rei ∫ d3k

(2π)3
f(k,m) + Imi ∫ d3k

(2π)3
f(k,m)

→ Rei ∫ d3k

(2π)3
(f(k,m) + reg.) + Imi ∫ d3k

(2π)3
f(k,m) (3.6)Au
h hiervon wird abgesehen. Im Abs
hnitt 3.3 wird diese Idee jedo
h kurz auftau
hen.Wir ents
heiden uns dafür, die auftretenden Integrale als Ganzes zu regularisieren, ohne dieIntegranden vorher in vers
hiedene Anteile zu zerlegen. Als Parameter werden die im Kapitel 2.6aufgelisteten Werte verwendet.
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(b)Abbildung 3.1: Hartree-Quarkmasse m als Funktion der Temperatur T für vers
hiedene Pauli-Villars-Parametersätze (siehe Tabelle 2.2). Abbildung (a) bes
hreibt das Verhalten für die ta-bellierte Stromquarkmasse m0, Abbildung (b) ist der Verglei
h im 
hiralen Limes m0 = 0. InAbbildung (b) wird tatsä
hli
h für jeden Parametersatz bei einer bestimmten Temperatur dieMassse m = 0.3.2 QuarksDie Gapglei
hung (2.13) behält ihre Struktur, jedo
h wird das auftretende Integral iI1 na
h derVors
hrift (3.1) transformiert. Wir erhalten somit

iI1 = −T
∑

ωk

∫ d3k

(2π)3
1

(iωk)2 − k2 + iǫ
. (3.7)In Anhang B.1 ist bes
hrieben, wie man iI1 auf den Ausdru
k

iI1 =

∫ d3k

(2π)3
1

2Ek

(1 − nk − nk) (3.8)bringen kann. Hierbei sind
nk = nF (Ek − µ) , nk = nF (Ek + µ) (3.9)mit der Fermi-Verteilungsfunktion nF (x) = (exp(x/T )+1)−1. Man bea
hte, wie einfa
h es s
heint,den Integranden von iI1 in einen Vakuum- und einen Medium-Anteil aufzuteilen. Dies ist jedo
hein wenig trügeris
h, da die in beiden Glei
hungen enthaltene Konstituentenquarkmasse m sehrwohl vom Medium beein�usst wird.Für T = 0, µ = 0 erhalten wir die in den Parametertabellen 2.1 und 2.2 angegebenen Massen m.Bei endli
her Temperatur wei
ht die Lösung der Gap-Glei
hung von der Vakuumlösung ab - siewird kleiner. Im 
hiralen Limes vers
hwindet die Konstituentenquarkmasse bei einer kritis
henTemperatur. Dieses Verhalten ist für die unters
hiedli
hen Pauli-Villars-Parametersätze in Ab-bildung 3.1 zu sehen. Das 
hemis
he Potential bleibt bei µ = 0, während die Temperatur variertwird.Au
h bei endli
hem 
hemis
hem Potential wird die Konstituentenquarkmasse kleiner. Hier istein weiteres Verhalten beoba
htbar: Die Gap-Glei
hung besitzt unter Umständen mehrere Lö-sungen. Was diese Lösungen bedeuten und warum wir uns aus physikalis
hen Gründen für einebestimmte ents
heiden, wird in Kapitel 4 klar werden. Trotzdem wird in Abbildung 3.2 das Ver-halten von m als Funktion von µ bei Temperatur T = 0 gezeigt, da es zum Mediumverhalten derKonstituentenquarkmasse m gehört.
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Abbildung 3.2: Hartree-Quarkmassem als Funktion des 
hemis
hen Potentials µ für vers
hiedenePauli-Villars-Parametersätze (siehe Tabelle 2.2).3.3 MesonenDie Bethe-Salpeter-Glei
hung behält ihre Form wie in Abs
hnitt 2.3. Der Polarisationsloop JMwird im Imaginärzeit-Matsubara-Formalismus bere
hnet.

JM (iωq,q) = T
∑

iωk

∫ d3k

(2π)3
Tr(S(iωk,k)ΓMS(iωk + iωq,k + q)ΓM ) (3.10)Die äuÿerer Frequenz iωq ist eine bosonis
he Matsubara-Frequenz iωq = 2πinT , n ∈ N. Manbea
hte, dass die Summe einer bosonis
hen und einer fermionis
hen Matsubarafrequenz einefermionis
he Matsubara-Frequenz ergibt. Aus der Bethe-Salpeter-Glei
hung gewinnt man denMatsubara-Propagator des Mesons

DM (iωq,q) =
−2g

1 − 2gJM(iωq,q)
. (3.11)Um den retardierten Propagator zu bekommen, aus dem si
h die Masse des Mesons extrahierenlässt, wird die stetige Fortsetzung iωq → q0 + iδ dur
hgeführt. Wir s
hreiben wieder JM alsKombination elementarer Integrale.

Jπ(q0,q) = 4NcNf iI1 − 2NcNf ((q0 + iδ)2 − q2)iI(q0 + iδ,q)

Jσ(q0,q) = 4NcNf iI1 − 2NcNf ((q0 + iδ)2 − q2 − 4m2)iI(q0 + iδ,q) (3.12)mit
iI(q0,q) =

∫ d3k

(2π)3

{(

1

Ek

− nk + n̄k

2EkqEk

sE

)

1

q20 − s2E
− nk + n̄k

2EkqEk

dE

1

q20 − d2
E

} (3.13)
Ek =

√

k2 +m2, Ekq =
√

(k + q)2 +m2 (3.14)
sE = Ekq + Ek, dE = Ekq − Ek. (3.15)Das elementare Integral iI, das den glei
hnamigen Vakuumausdru
k auf endli
he T und µ verall-gemeinert, wird in Anhang B.2 hergeleitet. Lei
ht kann man den Vakuum- und den Mediumanteildes Integranden identi�zieren.Wir besitzen nun die Matsubara-MesonenpropagatorenDM (iωq,q) sowie die retardierten Propa-toren
DM (q0,q) =

−2g

1 − 2gJM (q0,q)
. (3.16)Wie zu Beginn des vorangegangenen Kapitels verspro
hen, werden wir jetzt die Eigens
haften derRPA-Mesonen genauer diskutieren.
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Abbildung 3.3: Masse von π (dur
hgezogene Linie) und σ (gestri
hene Linie) als Funktion derTemperatur T bei µ = 0 und q = 0. Pauli-Villars-Parametersatz 1, auf der linken Abbildung im
hiralen Limes. Als Verglei
h ist die doppelte Konstituentenquarkmasse (gepunktete Linie) miteingezei
hnet. Man bea
hte, dass im 
hiralen Limes stets zwei Linien aufeinander liegen.3.3.1 Mesonenmassen im MediumAus den Polen des retardierten Propagators, beziehungsweise aus den Nullstellen von 1 − 2gJM ,lässt si
h ebenso wie in 2.3 die Masse der π-Mesonen und des σ-Mesones bere
hnen. Die soerhaltenen Massen sind nun abhängig von der Temperatur T und dem 
hemis
hem Potential µ.Ein Verlauf ist in Abbildung 3.3 dargestellt. Sie zeigt sowohl das Verhalten des gewöhnli
henPauli-Villars-Parametersatzes 1 wie au
h das des glei
hen Satzes im 
hiralen Limes m0 = 0.Um das Verhalten zu verstehen, betra
hte man den 
hiralen Grenzfall. Im Vakuum ist die 
hiraleSymmetrie SU(2)V ⊗ SU(2)A spontan gebro
hen. Obwohl das Stromquark masselos ist, besitztdie Gapglei
hung Lösungen auÿerhalb der Null, die Konstituentenquarkmasse hat einen endli
henWert. Wie bereits angespro
hen, geht diese spontane Symmetriebre
hung mit der Existenz vonGoldstone-Bosonen einher, hier dem masselosen Pion. Bei niedrigen Temperaturen bleiben dieseEigens
haften vorerst so. Die Konstituentenquarkmasse m sinkt bei steigender Temperatur Timmer weiter. Die Masse des σ-Mesons ist dabei exakt so groÿ wie die doppelte Konstituenten-quarkmasse. Bei einer bestimmten Temperatur geht die Konstituentenquarkmasse auf Null. Andiesem kritis
hen Punkt ist m = mπ = mσ = 0. Bei höheren Temperaturen ist die Symmetrierestauriert (m = 0) und, wie sofort aus Glei
hung (3.12) ersi
htli
h ist, π- und σ-Mesonen sindentartet.Bei endli
her Stromquarkmasse m0 ist die SU(2)V ⊗ SU(2)A-Symmetrie nur approximativ. DasPion hat ni
ht die Masse null, aber eine Masse, die deutli
h unter m und mσ liegt. Die Massenvon π und σ sind bei hoher Temperatur zwar ni
ht glei
h, nähern si
h aber stark an. Au
h dasist eine direkte Konsequenz aus Glei
hung (3.12).Interessant ist au
h, wie si
h die Massen des Mesons als Funktion des Dreierimpulses q verhalten.Da iI im Medium ni
ht mehr alleine von q2, sondern separat von q0 und q abhängt, müssen wirdie Mesonenmasse bei endli
hem Dreierimpuls q etwas genauer de�nieren.

1 − 2gReJM (q0 =
√

m2
M (q) + q2,q) = 0. (3.17)Während im Vakuum aus Gründen der Kovarianz keine Abhängigkeit zu erwarten ist, kann beiendli
her Temperatur und Di
hte das Bezugssystem des Mediums eine sol
he Abhängigkeit ver-ursa
hen. In der Tat sieht man in Abbildung 3.4, dass die Masse für kleine Temperaturen nahezukonstant ist, für hohe Temperaturen jedo
h als Funktion von q deutli
h abfällt.3.3.2 Die SpektralfunktionEine Mögli
hkeit, Zweipunkt-Greensfunktionen zu 
harakterisieren, ist die Spektralfunktion. DieseGröÿe wird in den übli
hen Lehrbü
hern (empfehlenswert ist zum Beispiel [30℄, aber au
h in [28℄�ndet si
h einiges) diskutiert. Es sei davor gewarnt, dass es vers
hiedene De�nitionen der Spektral-funktion gibt, die si
h im Wesentli
hen dur
h Vorzei
hen und imaginäre Einheiten unters
heiden.
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[MeV℄Abbildung 3.4: Masse eines Pauli-Villard regularisierten π-Mesons (links) bzw. σ-Mesons (re
hts)als Funktion des 3er-Impulses q bei µ = 100. Die Temperatur beträgt 0 MeV (dur
hgezogene Li-nie), 100 MeV (gestri
helte Linie) bzw. 200 MeV (gepunktete Linie). Pauli-Villars-Parametersatz1.Die Spektralfunktion ρM eines Mesons M ist mit dem Propagator über die Glei
hung

ρM (q0) = −2ImDM (q0) (3.18)verknüpft, wobei DM der retardierte Propagator ist. Es gilt
DM (q0) = DM (iωn)|iωn→q0+iδ . (3.19)Die Spektralfunktion ρ(q0) besitzt einige interessante Eigens
haften.Antisymmetrie

ρ(q0) = −ρ(−q0) (3.20)Positivität
q0ρ(q0) ≥ 0 (3.21)Summenregel

∫ +∞

−∞

dq0
2π

q0ρ(q0) = 1 (3.22)Die letzte Regel wird von der mesonis
hen Spektralfunktion der obigen De�nition verletzt, da, wiebereits diskutiert, die Kopplungskonstante gMqq im PropagatorDM absorbiert ist. Die Positivitätist bei Pauli-Villars-Regularisierung ni
ht erfüllt, da der Imaginärteil im Ultravioletten einenVorzei
henwe
hsel dur
h den Beitrag der Regulatoren hat. Dies könnte vermieden werden, indem der Imaginärteil unregularisiert verbleiben würde, jedo
h würden dann die analytis
henEigens
haften verloren gehen. Die Spektralfunktion besitzt die s
höne und intuitive Interpretationals Zustandsdi
hte des Systems. Dieses Bild kann bei der folgenden Diskussion hifrei
h sein.Wir wenden uns der konkreten Bere
hnung der Spektralfunktion aus dem Mesonpropagator DMzu. Dieser Propagator enthält als wesentli
hes Element die Funktion JM . Wir bilden nun denReal- und Imaginärteil von J(iωn → q0 + iδ) und erhalten
Jπ(q0 + iδ,q) = 4NcNf iI1 − 2NcNf (q20 − q2)ReiI

+ i
(

−4NcNfq0δReiI − 2NcNf(q20 − q2) ImiI) (3.23)
Jσ(q0 + iδ,q) = 4NcNf iI1 − 2NcNf (q20 − q2 − 4m2)ReiI

+ i
(

−4NcNfq0δReiI − 2NcNf (q20 − q2 − 4m2)ImiI) (3.24)Auf analoge Weise lässt si
h der benötigte Imaginärteil von iI herleiten. Die genaue Re
hnung�ndet si
h im Anhang B.3.



KAPITEL 3. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL IM MEDIUM 22Falls q20 − q2 > 0 (zeitartiger Impuls), giltImiI(q0,q) =
1

16π
θ(q20 − q2 − 4m2)sgn(q0)

×
(

−
√

1 − 4m2

q20 − q2
+

1

|q|

∫ | q0
2 |+

√
△

| q0
2 |−

√
△

dEk(nk + n̄k)

)

, (3.25)falls q20 − q2 < 0 (raumartiger Impuls), giltImiI(q0,q) =
1

16π
sgn(q0)∫ √

△+| q0
2 |

√
△−| q0

2 |
dEk(nk + n̄k). (3.26)Dabei ist

√

△ =
|q|
2

√

q2 − 4m2

q2
. (3.27)Der (Matsubara-)Mesonpropagator DM ist

DM (iωq,q) = − 2g

1 − 2gJM (iωq,q)
(3.28)Der retardierte MesonpropagatorDM (q0,q) ergibt si
h aus der stetigen Fortsetzung iωq → q0+iδ,

δ > 0 und in�nitesimal. Zerlegt in Real- und Imaginärteil erhält manReDM = −2g
1 − 2gReJM

(1 − 2gReJM )2 + (2gImJM )2
(3.29)ImDM =

{

2πgδ (1 − 2gReJM ) falls ImiI = 0

−4g2 ImJM

(1−2gReJM )2+(2gImJM )2 falls ImiI 6= 0
(3.30)Das Argument der δ-Funktion ist genau Null, wenn q2 = m2

M . Nun kann es zu zwei vers
hiedenenSituationen kommen. Ist ImJM (q0 =
√

m2
M (q) + q2,q) = 0, (3.31)so besitzt der Realteil des Propagator eine Polstelle bei q2 = m2

M , das Meson ist stabil. DerImaginärteil besteht aus einem δ-Peak bei der Masse sowie den Kontinuumsanteilen. Ein sol
herFall ist beim π-Meson im Vakuum und bei niedrigen Temperaturen und Di
hten realsiert.Ist dagegen ImJM (q0 =
√

m2
M (q) + q2,q) 6= 0, (3.32)so errei
ht der Realteil bei q2 = m2

M einen endli
hen Wert. Das Meson ist instabil und hat eineBreite. Die Bedingungen für den δ-Peak sind ni
ht erfüllbar: Das Argument der δ-Funktion istnie Null, wenn die Bedingung ImiI = 0 erfüllt ist. Die Spektralfunktion besitzt keinen δ-Peak,sondern ledigli
h ein lokales Maximum in der Nähe von q20 = m2
M +q2. Diese Situation tritt beim

σ-Meson und bei hohen Temperaturen und Di
hten au
h beim π-Meson auf.Die Meson-Spektralfunktion besteht also aus bis zu drei vers
hiedenen Anteilen, die alle einephysikalis
he Interpretation besitzen.Der Teil
hen-Lo
h-Bran
h Für raumartige Impulse, q20 − q2 < 0, gibt es im Vakuum keineBeiträge. Im Medium dagegen ist die Spektralfunktion in diesem Berei
h von Null vers
hie-den. Diese Beiträge kann man als Streuprozesse interpretieren.Der Massenpol Die Spektralfunktion eines freien Teil
hen besteht auss
hlieÿli
h aus dem Mas-senpol - einer δ-Funktion bei q20 = m2
M + q2. Au
h das Pion besitzt im Vakuum einenMassenpol.Das Kontinuum Ist q20−q2 > (2m)2, so geht das Kontinuum der Spektralfunktion auf. Es rührtvon der Produktion von Quark-Antiquark-Zuständen her, die bei diesen Energien mögli
hwerden.



KAPITEL 3. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL IM MEDIUM 23In Abbilung 3.5 sind die Spektralfunktionen ρM von π- und σ-Meson als Funktion der Energie
q0 bei vers
hiedenen Temperaturen dargestellt. Man bea
hte die unters
hiedli
he Skalierung anden A
hsen. Der σ-Massenpeak ist aufgrund der Übersi
htli
hkeit in der Regel abges
hnitten. ImVakuum bespielsweise errei
ht das Maximum des Peaks 2.6 · 10−3 MeV−2 - das ist mehr als zweiGröÿenordnungn über dem Kontinuum des π-Mesons. Abbildung (a) zeigt die Spektralfunktion imVakuum. Im Vakuum ist die Spektralfunktion für raumartige Viererimpulse Null. Die Graphen(a) bis (d) enthalten den δ-Peak des s
harfen Pions. In Abbildung (e) und (f) ist mπ > 2m,das Pion ist nunmehr nur eine Resonanz. In Abbildung (f) erkennt man gut die asymptotis
heEntartung von π und σ für hohe Temperaturen.Bevor wir uns einer Anwendung der Spektralfunktion zuwenden, führen wir eine sinnvolle Kurz-s
hreibweise ein. ImD̃ := −4g2 ImJ

(1 − 2gReJ)2 + (2gImJ)2
(3.33)Somit können wir den Imaginärteil des Propagator s
hreiben alsImD = ImD̃ + aδ(ǫ±mπ) (3.34)mit a = 0 falls mπ > 2m. ImD̃ korrespondiert also zu den Teil
hen-Lo
h-Bran
h- und Kontinu-umsanteilen der Spektralfunktion, der Massenpol ist absepariert.3.3.3 Stetige FortsetzungMithilfe der Spektralfunktion ist es mögli
h, den nur für reelle Werte q0 de�nierten retardiertenPropagator oder den nur für Matsubarafrequenzen iωn de�nerten Matsubarapropagator stetigfür beliebige z ∈ C fortzusetzen.

D(z, ~q) =

∫ +∞

−∞

dǫ
2π

ρ(ǫ,q)

z − ǫ
(3.35)Dies ist die so genannte Lehmann-Darstellung eines Propagators. Wir beweisen diese Aussageüber den Cau
hys
hen Integralsatz für z /∈ R. Wir s
hreiben den Propagator D in der komplexenEbene als

D(z) =
1

2πi

∮

Cz

dωD(ω)

ω − z
(3.36)Hierbei ist Cz ein ges
hlossener Weg um z. Wir wissen, dass D auf der reellen A
hse einen Bran-
h
ut besitzt und auÿerhalb analytis
h ist und nehmen ferner an, dass gilt limz→∞D(z) = 0. DerIntegrand hat neben dem Bran
h
ut no
h einen Pol bei z = ω. Wir addieren nun einen zusätz-li
hen Weg C′, der keinen Beitrag hat, nämli
h einen Kreis mit einem sehr groÿen Dur
hmesser.Wir verformen C′ ein wenig in den analytis
hen Berei
hen, wie es in Abbildung 3.6 gezeigt ist.Nun können wir das Integral ums
hreiben.

D(z) =
1

2πi

∫ +∞

−∞
dωD(ω + iǫ) −D(ω − iǫ)

ω − z
=

∫ +∞

−∞

dω
2π

−2ImD(ω)

z − ω
(3.37)Wir erkennen sofort die Lehmann-Darstellung mit der Spektralfunktion ρ = −2ImD wieder. Fürden Matsubara-Meson-Propagator DM (iωn) erhalten wir als Beispiel den Ausdru
k

DM (iωn) =

∫ +∞

−∞

dǫ
2π

ρM (ǫ)

iωn − ǫ
. (3.38)Wir setzen nun die Ausdrü
ke ein, die wir oben für die mesonis
he Spektralfunktion erhaltenhaben. Eingesetzt erhält man für ImiI(mπ) = 0

D(z,q) = − 2mπsgn(ReiI(√m2
π + q2,q))

mπReiI(√m2
π + q2,q) + 1

2 (m2
π + q2)ReiI ′(√m2

π + q2,q)

1

z2 −m2
π

+

∫ +∞

−∞

dǫ
2π

−2ImD̃(ǫ)

z − ǫ
(3.39)
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helte Linie) als Funktion der Energie q0. Pauli-Villars-Parametersatz 2, |q| = 50 MeV, µ = 0.

C
,

Im ω

Reω

Cz

z

(a) Reω

Im ω

z

(b)
Im ω

Reω

z

(
)Abbildung 3.6: Verformung von Integrationswegen in der komplexen Zahlenebene, die von Glei-
hung (3.36) zur Glei
hung (3.37) führt.
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D(z,q) =

∫ +∞

−∞

dǫ
2π

−2ImD̃(ǫ)

z − ǫ
. (3.40)ReiI ′ bezei
hnet die Ableitung von ReiI na
h q0. Der zweite Summand in Glei
hung (3.39) ist (fürreelle ω = z) proportional zu (ω2 −q2 −m2

π)−1. Ein sol
her Ausdru
k für den Propagator ist unsni
ht unbekannt - wir erkennen hier die Polapproximation aus Glei
hung (2.30) wieder. Diese kön-nen wir also au
h aus der stetigen Fortsetzung des Propagators verstehen. Die Polapproximationist die Verna
hlässigung der Teil
hen-Lo
h-Bran
h- und Kontinuumsanteile. Die Kopplungskon-stante gπqq kann aus dem Vorfaktor des entspre
henden Summanden gewonnen werden, wie es inAbs
hnitt 2.3 bes
hrieben wurde.



Kapitel 4Thermodynamik vonNJL-Quarkmaterie4.1 EinführungNa
hdem das letzte Kapitel bereits das NJL-Modell im thermis
hen Glei
hgewi
ht behandelthat, werden wir uns in diesem Kapitel mit der Thermodynamik etwas intensiver auseinander-setzen. Dies wird uns erlauben, die bisherigen Erkenntnisse über die Gapglei
hung (2.13) unddie Konstituentenquarks besser zu verstehen. Auf natürli
he Weise erhalten wir Einbli
ke in dasQCD-Phasendiagramm. Ziel dieses Abs
hnitts ist es, Eigens
haften der von unserem Modell be-s
hriebenen Materie im Medium, also bei endli
her Temperatur und Di
hte, zu bere
hnen. Dazuverwenden wir, wie au
h [17℄ und [26℄, den Matsubara-Formalismus. Wir werden das thermody-namis
he Potential pro Volumen Ω und die Entropiedi
hte s bere
hnen.Die zentrale Gröÿe zur Bere
hnung thermis
her Observablen ist Z, die groÿkanonis
he Zustands-summe.
Z = Tr exp

(

−β
∫ d3x(H− µψγ0ψ)

) (4.1)Hierbei ist H die Hamiltondi
hte.
H = ψ(−γγγ · ∇∇∇ +m)ψ − g[(ψψ)2 + (ψiγ5~τψ)2] (4.2)Mit Hilfe der Zustandssumme lässt si
h der thermis
he Mittelwert eines Operators A bere
hnen.So ist die die Di
hte n beispielsweise

n = 〈ψγ0ψ〉 = 〈ψ†ψ〉. (4.3)Das groÿkanonis
he thermodynamis
he Potential pro Volumen Ω ist mit der groÿkanonis
henZustandssumme über die Glei
hung
Ω(T, µ) = −T

V
lnZ (4.4)verknüpft. Die Entropiedi
hte s ist

s = −∂Ω
∂T

. (4.5)
Ω und s sind die wesentli
hen Gröÿen des folgenden Kapitels. Da wir Z aufgrund der kompi-zierten Struktur von H na
h Glei
hung (4.2) ni
ht bere
hnen können, sind wir gezwungen, aufsystematis
he Näherungsmethoden zurü
kzugreifen.4.2 Mean-�eldIn diesem Abs
hnitt wird das NJL-Mean-�eld-Modell entwi
kelt. Es weist ni
ht nur eine emi-nente Verbindung zur bereits diskutierten Gapglei
hung (2.13) auf, sondern ist au
h besonders26



KAPITEL 4. THERMODYNAMIK VON NJL-QUARKMATERIE 27naheliegend. Es war bereits die Rede davon, dass das NJL-Modell historis
h sehr von der mikro-skopis
hen Theorie der Supraleitung inspiriert war. Das nun folgende Mean-Field-Modell weist sozahlrei
he Parallelen zur bekannten Mean-Field-BCS-Theorie in Festkörpern auf. Wir orientierenuns in der Herleitung an dem Zugang, der zum Beispiel au
h von [26℄, [31℄ und [32℄ bes
hrittenwird.4.2.1 HerleitungWir gehen vom Lagrangian des NJL-Modells na
h Glei
hung (2.1) aus. Wir spalten ψψ auf
ψψ = 〈ψψ〉 + δσ (4.6)in den Mittelwert 〈ψψ〉 (das Quarkkondensat), und die Fluktuationen δσ aus diesem Mittelwert.
δσ = ψψ − 〈ψψ〉 (4.7)Der Index σ deutet an, dass es si
h um das skalare Quarkkondensat handelt, daneben gibt esau
h no
h das pseudoskalare Quarkkondensat 〈ψiγ5~τψ〉, zu dem ebenfalls Fluktuationen
δπ = ψiγ5~τψ (4.8)gehören. Die Mean-Field-Appromimation erhält man, in dem man nun den biquadratis
hen Termdur
h Verna
hlässigung der Fluktuationen nähert.

⇒ (ψψ)2 = −〈ψψ〉2 + 2ψψ〈ψψ〉 + δ2σ (4.9)
≈ −〈ψψ〉2 + 2ψψ〈ψψ〉 (4.10)Somit erhält man den Mean-�eld-Lagrangian

Lmf = ψ(i∂/−m0)ψ + g[−〈ψψ〉2 + 2ψψ〈ψψ〉] (4.11)
= ψ(i∂/−m0 + 2g〈ψψ〉)ψ − g〈ψψ〉2. (4.12)Das Quark-Kondensat 〈ψψ〉ist ein no
h unbestimmter, reeller Parameter. Die volle Lagrange-di
hte L ist nun aufgespalten in einen Mean-�eld-Anteil Lmf und in einen Anteil Lfl, der vonFluktuationen herrührt.

L = Lmf + Lfl (4.13)
Lfl = g(δ2σ + δ2π) (4.14)Glei
hung (4.11) kann sofort interpretiert werden. Wir sehen eine Lagrangedi
hte freier Teil
hen,die einen zusätzli
hen skalaren Term bei ihrer Masse enthalten, und eine additive Konstante. Wirde�nieren die Quark-Selbstenergie in mean-�eld Σ als
Σ = −2g〈ψψ〉 (4.15)und die führen die Konstituentenquarkmasse m über die Glei
hung

m = m0 +Σ = m0 − 2g〈ψψ〉 (4.16)ein. Diese De�nition der Konstituentenquarkmasse ist äquivalent zu der der Gapglei
hung, wasim Folgenden no
h von Bedeutung sein wird.4.2.2 Das Groÿkanonis
he PotentialDas groÿkanonis
her Potential pro Volumen Ωmf in Mean-�eld enthält also das Potential einesfreien Gases mit Teil
hen der Masse m. Hinzu kommt ein Term dur
h die additive Konstante imMean-�eld-Lagrangian. Beide Beiträge gemeinsam ergeben
Ωmf (T, µ) =

(m−m0)
2

4g
− 2NcNf

∫ d3p

(2π)3

{

Ep

+ T ln

(

1 + exp

(

−Ep − µ

T

))

+ T ln

(

1 + exp

(

−Ep + µ

T

))

}

. (4.17)



KAPITEL 4. THERMODYNAMIK VON NJL-QUARKMATERIE 28Hier ist der erste Term (m − m0)/2g dur
h die konstante Vers
hiebung von Lmf um 〈ψψ〉2verursa
ht worden, das Integral dana
h ist der Beitrag dur
h freie Teil
hen.Der bis jetzt unbestimmte freie Parameter 〈ψψ〉 wird nun dur
h die Forderung der Minimierungdes Potentials determiniert. Im thermis
hen Glei
hgewi
ht ist das groÿkanonis
he Potential Ω mi-nimal bezügli
h 〈ψψ〉. Wie man an Glei
hung (4.16) sieht, kann man äquivalent dazu Ω bezügli
h
m minimieren.

∂Ωmf

∂m
(m) = 0 (4.18)Diese Extremalbedingung von Ωmf bezügli
h m ist äquivalent zur Gap-Glei
hung (2.17). Da-mit ist die Konsistenz zwis
hen m na
h der Gapglei
hung und m dur
h das thermodynamis
hePotential bewiesen.Regularisierung und VakuumbeitragDas Integral in Glei
hung (4.17) ist auf glei
he Weise regularisiert wie iI1, aufgrund der Korre-spondenz zur Gap-Glei
hung. Für die Pauli-Villars-Regularisierung existiert das Integral in dervorgestellten Form ni
ht, trotz der Regularisierung. Da das thermodynamis
he Potential jedo
hnur bis auf eine Konstante bestimmt ist, lässt si
h Ωmf in einen endli
hen Ausdru
k Ω′

mf über-führen.
Ω′

mf = Ωmf −Ωmf,vac <∞ (4.19)Nun benötigt man ein geeignetes Ωmf,vac, das s
hon in seiner Bezei
hnung nahelegen soll, dass essi
h um eine Art unendli
hen Vakuumsbeitrag handelt. Es liegt nahe, Ω′
mf über die Integrationder Gap-Glei
hung zu erhalten.

Ω′
mf =

∫ m

mvac

dm′ dΩmf

dm
(m′) (4.20)

=

∫ m

mvac

dm′
[

m′ −m0

2g
− 2NcNf

∫ d3p

(2π)3
m′

Ep

(1 − np − np)

] (4.21)Geht man diesen Weg, so erhält man ein endli
hes Ω′
mf . Die eingeführte Konstante Ωmf,vac istzwar unabhängig von m, jedo
h ni
ht unabhängig von T und µ. Um das Minimum des groÿkano-nis
hen Potentials bei festem T und µ zu bestimmen, ist diese Ei
hung zulässig. Um jedo
h dieEntropiedi
hte s zu bestimmen, muss ein Ωmf,vac gefunden werden, das von T und µ unabhängigist. Ein sol
herart geei
htes Potential ist

Ωmf (T, µ) =
(m−m0)

2

4g
− 2NcNf

∫ d3p

(2π)3

{

Ep − Ep

+ T ln

(

1 + exp

(

−Ep − µ

T

))

+ T ln

(

1 + exp

(

−Ep + µ

T

))

} (4.22)mit Ep =
√

m2
vac + p2. Das gesamte Integral in Glei
hung (4.22) ist Pauli-Villars-regularisiertna
h dem lei
ht variierten S
hema

f(m2,m2
vac) → f(m2,m2

vac)

− 2f(m2 + Λ2
q,m

2
vac + Λ2

q) + f(m2 + 2Λ2
q,m

2
vac + 2Λ2

q). (4.23)Dieses Vorgehen zur Bere
hnung von Ω′
mf entspri
ht der Wahl Ωmf,vac = Ωmf |T=0,µ=0 in Glei-
hung (4.19).Für die Regularisierung mit dem Dreier-Impuls-Cut-o� ergeben si
h derlei Problem gar ni
ht, da

Ωmf stets endli
h bleibt. Wir werden der Einfa
hheit halber zukünftig von der Notation Ω′
mfkeinen Gebrau
h mehr ma
hen, sondern stets von Ωmf spre
hen.4.2.3 PhasenübergängeZur Bestimmung der Konstituentenquarkmasse als Funktion der Temperatur und Di
hte wirdnun na
h dem Minimum von Ωmf gesu
ht. Die Funktion Ωmf (m) hat jedo
h ni
ht immer nur
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hen Punktes und in der Umgebung davon. Vonoben na
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h nun ein Phasendiagramm ausre
hnen. In dem Phasendia-gramm sind, ähnli
h wie im Phasendiagramm von Wasser, das man viellei
ht no
h aus seinenExperimentalphysikvorlesungen kennt, die Phasengrenzen, an denen die Übergänge statt�nden,als Linien eingezei
hnet. Für die Pauli-Villars-Parametersätze sind diese Phasendiagramme inAbbildung 4.2 zusammengefasst. Hier kommt es je na
h Parametersatz zu unters
hiedli
hen Er-gebnissen. Während die Pauli-Villars-Parametersätze 1 und 2 keinen Phasenübergang aufweisen,gibt es für die Parametersätze 3, 4 und 5 Linien Phasenübergänge erster Ordnung, die in einemkritis
hen Endpunkt enden. An diesem Endpunkt �ndet ein Phasenübergang zweiter Ordnungstatt. Diesen Unters
hied zwis
hen den Parametersätzen kann au
h s
hon Abbildung 3.2 entneh-men. Ma
ht m als Funktion von µ einen Sprung, so gibt exisitiert ein Phasenübergang ersterOrdnung, ist m(µ) dagegen stetig, so gibt es keinen sol
hen, und m ist eine stetige Funktion von
µ und T .



KAPITEL 4. THERMODYNAMIK VON NJL-QUARKMATERIE 314.2.4 ErgebnisseWir wollen nun die Konstituentenquarkmasse als Funktion von µ und T bestimmen. Dazu su
htman für ein festes µ und T na
h dem absoluten Minimum vonΩmf bezügli
hm und gewinnt so denParameterm, der bei diesem T , µ angenommen wird. Für zwei Parametersätze, nämli
h die Pauli-Villars-Parametersätze 2 und 5, ist je ein sol
her Graph in Abbildung 4.3 gezeigt. Man sieht, dassdie Konstituentenquarkmassem im Vakuum ihren gröÿten Wert annimmt und für groÿe T und µimmer weiter abfällt. Die im Vakuum spontan gebro
hene approximative Symmetrie restauriertsi
h so im Medium. Wie bereits diskutiert, weist der Parametersatz 5 einen Phasenübergang ersterOrdnung auf. In Abbildung (b) ist dieser Phasenübergang an der Unstetigkeitsstelle zu erkennen.Am Phasenübergang existieren zwei vers
hiedene Grenzwerte für die Konstituentenquarkmasse,je na
h dem, von wel
her Seite man si
h der Trennlinie nähert. Der Unters
hied zwis
hen diesenGrenzwerten ist bei T = 0 am gröÿten und wird immer kleiner, bis si
h die beiden Grenzwerteam kritis
hen Endpunkt tre�en. An diesem Punkt, wie es si
h viellei
ht erahnen lässt, ist mzwar stetig, besitzt jedo
h eine senkre
hte Steigung. Dieses Verhalten des Ordnungsparametersist gerade das Charakteristikum für einen Phasenübergang zweiter Ordnung.Auf die Darstellung weiterer Parameter und Regularisierungen wurde verzi
htet. Die beiden we-sentli
hen Verhaltensmuster sind hier vorgestellt; der gröÿte Unters
hied besteht bei anderenSätzen in der Skalierung der drei A
hsen. Parametersatz 5 besitzt in Mean-�eld unphysikalis
hgroÿe Konstituentenquarkmassen und viel zu groÿe typis
he Skalen in T und µ. Trotzdem wurdeer gewählt, weil er über den ausgeprägtesten Phasenübergang (verglei
he Abbildung 4.2) verfügt.4.2.5 CrossoverlinienJenseits des kritis
hen Endpunktes gibt es einen Crossover zwis
hen den beiden Phasen. Es liegtnun nahe, die phasentrennende Linie über den kritis
hen Endpunkt hinaus zu extrapolieren,um ein Maÿ für den We
hsel der Phasen angeben zu können. Eine sol
he Crossoverlinie ist einkonstruiertes Objekt, und so verwundert es ni
ht, dass sie ni
ht auf einfa
he und eindeutigeWeise de�niert werden kann. Es gibt vers
hiedene Ansätze, deren Motivation und Problematiknun diskutiert werden soll.Maximaler GradientDer Ordnungsparameter m kann als Funktion von T und µ aufgefasst werden. Bewegt man si
hnun in einer vorgegebenen Ri
htung, so kann der Crossover als gröÿte Änderung von m de�niertwerden. Anders gesagt, bilden wir
∇T,µm(T, µ) =

(

∂Tm
∂µm

)

. (4.24)Hier wird au
h das gröÿte Problem dieser populären Crossoverkonvention o�enbar: Da R2 keineOrdnungsrelation besitzt, ist die De�nition eines Maximums ni
ht eindeutig. Mögli
h sind zumBeispiel Crossoverlinien über Maxima der Funktion
max(~γ · ∇m) (4.25)für einen re
ht beliebigen Weg ~γ ⊂ R2 in der T, µ-Ebene.Der Mott-ÜbergangWir geben uns mit der bes
hriebenen Crossoverlinie ni
ht zufrieden und su
hen na
h einer neu-en. Neben der Phasentrennlinie gibt es eine weitere, trennende Linie in Phasendiagramm: DieLinie des Mott-Übergangs. Der Mott-Übergang trennt zwei Gebiete des Phasendiagramms, zweiMengen U1,2 ⊆ R2

+.
U1 = {(T, µ) : mπ(q = 0)(T,µ) < 2m} U2 = {(T, µ) : mπ(q = 0)(T,µ) > 2m} (4.26)
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(b) Pauli-Villars Parametersatz 2Abbildung 4.3: Die Hartree-Quarkmasse m, an der die Funktion Ω(m) ihr absolutes Minimumannimmt, als Funktion von Temperatur T und 
hemis
hem Potential µ für zwei Parametersätze.Man bea
hte die Sprungstelle in Abbildung (b), die auf einen Phasenübergang erster Ordnunghinweist.
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hgezogene Linie) und dem kritis
hen Endpunkt (Punkt) ist au
h die Linie desMott-Übergangs (gepunktete Linie) eingezei
hnet.Anders gesagt: Wird das Pion s
hwerer als die doppelte Konstituentenquarkmasse, �ndet derMott-Übergang statt. Jenseits des Übergangs ist es dem Pion energetis
h erlaubt, in zwei Kon-stituentenquarks zu zerfallen.Diese Linie im Phasendiagramm kann nun eine Crossoverlinie de�nieren. Diese De�nition derCrossoverlinie hat den Vorteil, dass sie eindeutig ist. Des weiteren fällt sie im 
hiralen Limesmit der Phasengrenze zusammen. Sie nimmt auÿerdem explizit Bezug auf die Eigens
haften derMesonen, die ja in dieser Arbeit von groÿer Bedeutung sind. Es ist zu erwarten, dass in der Nähedes Mottübergangs die 1/Nc-Korrekturen, die ja dur
h Mesonen zu stande kommen, ihr Verhaltenändern.Leider hat au
h der Mott-Übergang einen Na
hteil: Die Linie wei
ht auÿerhalb des 
hiralen Limesvon der Phasengrenze ab, insbesondere geht sie ni
ht dur
h den kritis
hen Endpunkt. Sie istalso ni
ht als Extrapolation über den kritis
hen Endpunkt hinaus zu sehen, sondern eher alsCharakterisierung der mesonis
hen Eigens
haften. Do
h au
h diese werden si
h ni
ht sprunghaftändern. Zum einen bleibt das π-Meson au
h na
h dem Mott-Übergang als Resonanz erhalten. Zumanderen liegt es an der Wahl, die Masse im Ruhesystems des Pions mπ(|q| = 0) als Referenz zunutzen - die Mesonmasse sinkt mit steigendem Dreierimpuls. In der Dreierimpulsregularisierungfür Mesonen wäre also no
h das Verhalten von mπ(q = ΛM ) von Wi
htigkeit.Für die beiden Parametersätze, für die bereits die Hartree-Quarkmasse aufgetragen wurde (Pauli-Villars 2 und 5), sind in Abbildung 4.4 die Mott-Linien und die bei Satz 5 auftretende Phasen-grenze gezeigt.4.2.6 Der kritis
he EndpunktAm kritis
hen Endpunkt endet die Linie des Phasenübergangs erster Ordnung. Bei einem Pha-senübergang erster Ordnung ist der Ordnungsparameter, die Konstituentenquarkmasse, unstetig.



KAPITEL 4. THERMODYNAMIK VON NJL-QUARKMATERIE 34

 0

 0.0005

 0.001

 0.0015

 0.002

 0.0025

 0.003

 0.0035

 0.004

 0  10  20  30  40  50

PSfrag repla
ements
q0 [MeV℄ρ

σ
(q

0
)

[MeV−2 ℄
Re [MeV ℄ -0.004

-0.0035

-0.003

-0.0025

-0.002

-0.0015

-0.001

-0.0005

 0

-60 -40 -20  0  20  40  60

PSfrag repla
ements
q0 [MeV℄[MeV ℄ ReD σ(q 0

)

[MeV−2 ℄
Abbildung 4.5: Links: Der Raumartige Berei
h der σ-Spektralfunktion ρσ als Funktion der Energie
q0. Re
hts: Der Realteil des Propagators in der Umgebung von q0 = 0. Die unters
hiedli
hen Kur-ven gehören zu vers
hiedenen Temperaturen T in der Nähe des kritis
hen Enpunktes (Tkrit, µkrit)bei festem µkrit ≈ µ = 436 MeV. Dur
hgezogene Linie: Tkrit > T = 110 MeV, gestri
helte Linie:
Tkrit ≈ T = 120 MeV, gepunktete Linie: Tkrit < T = 130 MeV. Pauli-Villars-Parametersatz 5,
q = 50 MeV.Am kritis
hen Endpunkt verläuft die Konstituentenquarkmasse stetig, aber die Ableitung diver-giert. Später, im Crossoverberei
h, sind Masse und Ableitung stetig. Der Phasenübergang ist amkritis
hen Endpunkt also von zweiter Ordnung.Das σ-Meson ist im 
hiralen Limes am Phasenübergang zweiter Ordnung masselos. Diese Masse istim Sinn der De�nition in Abs
hnitt 3.3 über den Vorzei
henwe
hsel des Realteils des retardierten
σ-Propagators Dσ beziehungsweise dessen Inversen de�niert.

1 − 2gJσ(q0 = mσ,q = 0) = 0 (4.27)Bei endli
her Stromquarkmassen, wenn die 
hirale Symmetrie nur no
h approximative Gültigkeitbesitzt, ergibt si
h eine von Null vers
hiedene σ-Masse am kritis
hen Endpunkt. Dieses Verhaltender Masse verwundert, da am kritis
hen Punkt immer erwartet würde, dass das σ-Meson einevers
hwindende Masse bekommt [33℄. Hier unters
heidet si
h das NJL-Modell au
h von demVerhalten des σ-Mesons im linearen Sigma-Modell, das diese Eigens
haft zeigt [34℄.Die Spuren dieses Phänomens �ndet man im NJL-Modell im raumartigen Berei
h der Spektral-funktion (siehe au
h [35℄). Die Spektralfunktion bildet in der Nähe der Null einen Peak aus, dieAbleitung der Spektralfunktion na
h der Energie divergiert. Dieses Verhalten kann man au
h imRealteil des Propagators erahnen: In der Nähe des kritis
hen Endpunkts bildet si
h an der StelleNull tatsä
hli
h eine Art Massenpeak heraus. Dies ist ledigli
h im Sinne des Auftretens einesdeutli
hen Maximums zu verstehen, da si
h der Peak im raumartigen Berei
h be�ndet. Diesebeiden Verhaltensweisen sind in Abbildung 4.5 gezeigt.4.3 Entropiedi
hte in Mean-FieldDie Entropiedi
hte ist dur
h die Glei
hung
smf = −∂Ωmf

∂T
(4.28)mit dem thermodynamis
hen Potential verknüpft.Führt man die Ableitung aus, so erhält man

smf = 2NcNf

∫ d3p

(2π)3

{

ln(1 + e−β(E−µ)) + β(E − µ)nF (E − µ)

+ ln(1 + e−β(E+µ)) + β(E + µ)nF (E + µ)
} (4.29)
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Abbildung 4.7: Vers
hiedene Entropiedi
hten s na
h als Funktion der Temperatur T . smf na
hGlei
hung (4.29) (dur
hgezogene Linie), smf mit ni
htregularisiertem Mediumanteil (gestri
helteLinie) und sfree na
h Glei
hung (4.31) (gepunktete Linie). Die beiden Graphen unters
heidensi
h nur dur
h die Art der Auftragung - die T -A
hse ist links logarithmis
h aufgeteilt, um das
T 3-Verhalten der freien Entropiedi
hte sfree zu verdeutli
hen. Pauli-Villars-Parametersatz 5 im
hiralen Limes.wobei die glei
hen Regularisierungsvors
hriften wie in Glei
hung (4.22) zu bea
hten sind.Am Beispiel der Pauli-Villars-Parametersätze 2 und 5 (deren Konstituentenquarkmasse ja bereitsdiskutiert wurde) ist in Abbildung 4.6 smf als Funktion von T und µ gezeigt. Wir sehen, dass dieEntropiedi
hte im Vakuum den Wert null annimmt und für endli
he Temperatur gröÿer als nullist. Au
h in diesem Plot ist bei Parametersatz 5 in Abbildung (b) der Phasenübergang erkennbar.Regulatore�ekte bei Pauli-Villars-RegularisierungDie so ermittelte Entropiedi
hte smf hat eine überras
hende Temperaturabhängigkeit. Zwar gilt
limT→0 smf = 0, aber für festes 
hemis
hes Potential µ nimmt smf bei einer bestimmten Tempe-ratur ein Maximum an und fällt dana
h ab. S
hon in Abbildung 4.6 ist ein Abkni
ken erahnbar.Um dieses Verhalten besser beurteilen zu können, untersu
hen wir den Spezialfall eines freienGases masseloser Quarks. Wir würden erwarten, dass s für hohe Temperaturen ein ähnli
henVerhalten wie freie Quarks kleiner Masse zeigen würde.Der Dru
k masseloser Quarks bei 
hemis
hem Potential µ = 0 ist

pfree(T ) = −Ωfree =
7

8
f
π2

90
T 4 (4.30)wobei f = 4NcNf = 24 die Anzahl der Freiheitsgrade ist. Die Entropiedi
hte ist somit

sfree(T ) =
84π2

90
T 3. (4.31)Das beoba
htete Abkni
ken der Entropiedi
hte smf bei hohen Temperaturen (und niedrigenQuarkmassen m) in den NJL-Re
hnungen steht ni
ht im Einklang mit dem T 3-Verhalten. Eshandelt si
h hier um ein Artefakt des Regularisierungsverfahrens. Als Verglei
h wird die Entropiein Glei
hung (4.29) auf eine andere Art regularisiert: Anstatt Regulatoren für alle Terme zu addie-ren und zu subtrahieren, regularisiert man nur den Vakuumanteil ∝ E−1

p und lässt die ohnehinendli
hen Mediumanteile ohne Regulatoren. Ein sol
hes Verfahren wurde bereits im Abs
hnitt3.1.2 über die Regularisierung im Medium kurz angerissen. Das Temperaturverhalten dieser dreiEntropiedi
hten ist in Abbildung 4.7 gezeigt. Wie man sieht, liefert ein sol
hes Verfahren tat-sä
hli
h für hohe Temperaturen ein T 3-Gesetz analog zu Glei
hung (4.31) und stimmt für kleineTemperaturen mit smf überein.4.4 Korrekturen in O(1/Nc)In diesem Abs
hnitt wollen wir Korrekturen zum Mean-�eld-Potential Ωmf bere
hnen. Das Zielsoll ledigli
h sein, eine Korrektur für die Entropiedi
hte zu bere
hnen und ni
ht den Korrekturterm
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hen Potentials Ω einzubeziehen. Obwohl wir damit bereitsdie vollständige Konsistenz verloren haben, werden wir uns au
h hier an dem Entwi
klungss
hemain 1/Nc orientieren.4.4.1 HerleitungDer Mean-�eld Lagrangian Lmf , der zur Herleitung des groÿkanonis
hen Potentials Ωmf amAnfang dieses Kapitels benutzt wurde, unters
heidet si
h um den Fluktuationsterm
Lfl = g[δ2σ + δ2π] (4.32)vom gesamten Lagrangian L des NJL-Modells. Aus diesem Term bere
hnen wir nun formal denzugehörigen Beitrag zum thermodynamis
hen Potential Ωfl mit Hilfe der Methode der Kopp-lungskonstantenintegration (siehe zum Beispiel [31℄).

Ωfl =

∫ 1

0

dG

G

∫ d3q

(2π)3
T

2

∑

iωq

Tr (ΣG

fl(iωq,q)GG (iωq,q)
) (4.33)Hierbei ist G die modi�zierte Kopplungskonstante, die nun eine Integrationsvariable gewordenist. GG ist der volle Quarkpropagator und ΣG

fl die Quark-Selbstenergie dur
h Lfl bei dieserKopplungskonstanten.Diesen Beitrag entwi
keln wir nun na
h dem Entwi
klungss
hema na
h Ordnungen O(1/Nc). DerHartree-Beitrag, diagrammatis
h (4.34)ausgedrü
kt, entspri
ht der Ordnung O(1). Wir benötigen so als nä
hsthöheren Term Ωfl in derOrdnung O(1/Nc). Diese Beiträge entspre
hen dem Fo
k-Term und der Ringsumme.
+ + + . . . (4.35)Diese Aufsummation von Polarisationsloops Π weist deutli
he Ähnli
hkeiten mit der Bes
hrei-bung von RPA-Mesonen auf. Der Ringsummenbeitrag lässt si
h s
hreiben als
Ωfl =

∑

M∈{σ,πa}
ΩM . (4.36)Die Korrektur zum thermodynamis
hen Potential ΩM ist na
h Ausintegration der modi�ziertenKopplungskonstanten G

ΩM =

∫ d3q

(2π)3
T

2

∑

ωq

ln(1 − 2gΠM (iωq,q)). (4.37)Wir können diesen Anteil des thermodynamis
hen Potentials als Beitrag dur
h die Mesonen πund σ deuten.4.4.2 Die Mesonbeiträge zum thermodynamis
hen Potential ΩMIm Prinzip lässt si
h Glei
hung (4.37) direkt numeris
h bere
hnen. Jedo
h lässt si
h dur
h einigeUmformungen no
h ein eleganteres Ergebnis erzielen. Auÿerdem weist das numeris
he Ausführender Matsubara-Summe bei der von uns bevorzugten Pauli-Villars-Regularisierung einige S
hwie-rigkeiten auf, die bei einfa
hen Dreierimpuls-Cut-o�s oder dem pNJL-Modell ni
ht auftreten. Sierühren von der S
hwierigkeit der Abs
hätzung des asymptotis
hen Verhaltens äuÿerer Parameterbei im Unendli
hen nur s
hwa
h abfallenden Integranden her.
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(a) (b) (
)Abbildung 4.8: Konturverformung zu Glei
hung (4.39)Wir s
hreiben den Ausdru
k (4.37) um in ein Konturintegral in der komplexen Ebene.

ΩM =

∫ d3q

(2π)3
1

2

∮

C

dz
2πi

nB(z) ln(1 − 2gΠM (z,q)) (4.38)Hierbei ist nB(x) = (exp(x/T ) − 1)−1 die Bose-Verteilungsfunktion.Nun verformen wir die Kontur C analog zu Abbildung 4.8, so dass man
ΩM =

∫ d3q

(2π)3
1

2

∫ +∞

−∞

dω
2πi

nB(ω) (ln(1 − 2gΠM(ω + iǫ,q)) − ln(1 − 2gΠM (ω − iǫ,q))) (4.39)erhält. Unter Ausnutzung von nB(−ω) = −1 − nB(ω) und der Symmetrie des Realteils von Πlässt si
h ΩM s
hreiben als
ΩM =

1

2

∫ d3q

(2π)3

∫ ∞

0

dω
2πi

(1 + 2nB(ω)) ln
1 − 2gΠM (ω + iǫ,q)

1 − 2gΠM (ω − iǫ,q)
(4.40)StreuphasenWir wollen nun den Integranden mit Streuphasen bes
hreiben. In der Dyson-Lehmann-Jost-Darstellung ist die Streumatrix S

S(ω,q) =
1 − 2gΠM (ω − iǫ,q)

1 − 2gΠM (ω + iǫ,q)
= e2iφM (ω,q) (4.41)mit der Streuphase φM . Diese Streuphase kann au
h mit dem Propagator DM verknüpft werden

DM (ω,q) = |DM (ω,q)|eiφM (ω,q) (4.42)und besitzt die für unsere Zwe
ke relevante Darstellung
φM (ω,q) =

1

2i
ln

1 − 2gΠM (ω − iǫ,q)

1 − 2gΠM (ω + iǫ,q)
. (4.43)Man bea
hte, dass wegen

1

2i
ln

z

z∗
=

1

2i
ln

|z|e+iφz

|z|e−iφz
=

1

2i
ln e2iφz = φz + nπ (4.44)mit n ∈ Z für beliebige z ∈ C die Phase φM ni
ht eindeutig de�niert ist.Wir bekommen somit den mesonis
hen Beitrag zum thermodynamis
hen Potential als Funktionder Streuphase.

ΩM = −1

2

∫ d3q

(2π)3

∫ ∞

0

dω
π

(1 + 2nB(ω))φM (4.45)In Abbildung 4.9 sind exemplaris
h Propgatoren D in der komplexen Zahlenebene dargestellt.Die Darstellung ist ein wenig ungewöhnli
h, aber für die Zwe
ke dieser Verans
hauli
hung sehrnützli
h. Gezeigt ist der WegR+ ∋ ω 7→ DM (ω) ∈ C, also die Kurve {DM (z) ∈ C : z ∈ R
+
0 }. Jededieser komplexen Zahlen kann nun dur
h einen Winkel und einen Radius ausgedrü
kt werden.Der Winkel ist na
h Glei
hung (4.42)genau die Streuphase φM .
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Abbildung 4.9: π- und σ-Propagatoren als mit ω parametrisierte Wege in der komplexen Zahlene-bene. Mit Kreisen sind die Punkte DM (ω = 0) markiert, mit Kreuzen die Punkte DM (ω = 2m).Die Kurven starten also in der Halbebene negativer Realteile und laufen dann weiter gegen denUhrzeigersinn, um si
h für ω → ∞ dem Wert 2g anzunähern. Links: T = 0, µ = 0; re
hts: T = 200MeV , µ = 10 MeV; Pauli-Villars-Parametersatz 1.Zerlegung von ΩMWie au
h bei Ωmf können wir den divergierenden Ausdru
k dur
h Abziehen des Vakuumbeitragsauf einen endli
hen Wert Ω′
M bringen.

Ω′
M = ΩM −ΩM,vac (4.46)Wir werden im Folgenden diesen umgeei
hten Ausdru
k ebenfalls mit ΩM bezei
hnen, also keineexplizite Unters
heidung zwis
hen ΩM und Ω′

M ma
hen. Wir zerlegen ΩM nun in zwei Summan-den, die si
h s
hon in Glei
hung (4.45) ankündigen und bei deren Benennung wir [36℄ folgen.
ΩM = ΩNSR +Ωqfl (4.47)

ΩNSR = −
∫ d3q

(2π)3

∫ ∞

0

dω
π
nB(ω)φM (4.48)

Ωqfl = −1

2

∫ d3q

(2π)3

∫ ∞

0

dω
π
φM (4.49)(4.50)

ΩNSR ist der so genannte Nozière-S
hmitt-Rink-Beitrag [37℄, der erstmals von Nozière undS
hmitt-Rink im ni
htrelativistis
hen Fall hergeleitet wurde. Ωqfl wird als Beitrag dur
h Quan-ten�uktuationen interpretiert.Neben dieser Zerlegung in zwei Summanden kann ist no
h eine weitere Auspaltung von ΩMinteressant. Diese wird uns den Zusammenhang mit ΩM,free, dem groÿkanonis
hen Potentialeines freien Mesongases zeigen. Im ω-Integral kann man eine partielle Integration dur
h führen.
ΩM =

∫ d3q

(2π)3

∫ +∞

−∞

dω
π

(ω

2
+ T ln(1 − e−βω)

) ∂φM

∂ω
(4.51)Nun fällt eine Besonderheit auf. Hat 1 − 2gΠM einen Dur
hgang dur
h den Punkt z = 0 + i0auf der reellen A
hse, so springt der Winkel von −π na
h 0. Einen sol
hen Nulldur
hgang gibtes ni
ht immer - er tritt beim einem s
harfen Pion bei ω2 = m2

M + q2 auf. In einem sol
hen Fallkann man die Streuphase in der Umgebung des Pols s
hreiben als
φπ(ω) = −πθ(m2

π + q2 − ω2) (4.52)und entspre
hend die Ableitung na
h ω als
∂φπ

∂ω
(ω) = πsgn(ω)δ(|ω| −

√

m2
π + q2). (4.53)
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hreiben dieses Verhalten für das Pion wieder allgemein für ein Meson M und setzen dieErgebnisse in ΩM ein.
ΩM =

∫ d3q

(2π)3

(

∫ |q|

0

+

∫ ∞

√
2m2+q2

) dω
π

(ω

2
+ T ln(1 − e−βω)

) ∂φM

∂ω

+

∫ d3q

(2π)3

∫

√
2m2+q2

|q|

dω
π

(ω

2
+ T ln(1 − e−βω)

)

πδ(|ω| −
√

m2
π + q2) (4.54)Den zweiten Term nennen wir Ωpol, da er von der Polstelle im Propagator D herrührt. Die sozerlegten Terme werden nun in den folgenden Abs
hnitten einzeln diskutiert.4.4.3 Polbeitrag ΩpolDie δ-Funktion erlaubt es uns, die ω-Integration sofort analytis
h auszuführen.

Ωpol =

∫ d3q

(2π)3
θ(2m−mM (q))

[

√

m2
M + q2 + T ln(1 − exp(−β

√

m2
M + q2))

] (4.55)Der Polanteil bes
hreibt also den Beitrag eines freien Mesonengases zum thermodynamis
henPotential. Da dies der Verna
hässgung von Kontinuums- und Teil
hen-Lo
h-Bran
h entspri
ht,erwarten wir, dass Ωpol für kleine Temperaturen T und 
hemis
he Potentiale µ am besten mitdem vollen ΩM übereinstimmt.Den Beitrag Ωpol gibt es nur, wenn die Masse des MesonsM kleiner als die doppelte Konstituen-tenmasse ist, also nur, wenn das Meson einen s
harfen Massenpeak besitzt. Dies ist in der Formel(4.55) dur
h die θ-Funktion berü
ksi
htig. Diese Situation tritt auss
hlieÿli
h bei π-Mesonen auf,
σ-Mesonen können also überhaupt ni
ht dur
h eine sol
he Polapproximation bes
hrieben werden(wie wir ja au
h ihre Masse nur in einem weiteren Sinne de�nieren konnten).An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die q-Abhängigkeit der Mesonmasse M von ent-s
heidender Bedeutung ist. Es gibt sehr wohl Situationen im Medium, in denen Mesonen erstunterhalb eines bestimmten Impulses qs instabil sind (mM (q < qs) > 2m) und oberhalb stabilwerden (mM (q > qs) < 2m). Daraus kann man au
h folgern, dass der Polbeitrag der π-Mesonenni
ht sprunghaft bei einer Mott-Temperatur vers
hwindet, sondern stetig null wird.Au
h Ωpol kann man wieder in zwei Summanden aufteilen.

Ωpol = Ωpol,NSR +Ωpol,qfl

Ωpol,NSR =

∫ d3q

(2π)3
θ(2m−mM (q))T ln(1 − exp(−β

√

m2
M + q2)) (4.56)

Ωpol,qfl =

∫ d3q

(2π)3
θ(2m−mM (q))

√

m2
M + q2 (4.57)Diese Aufteilung erlaubt es uns, direkt den Polanteil der vollen Potentiale ΩNSR und Ωqfl dur
hVerglei
h zu analysieren.In Abbildung 4.10 ist das Verhalten von Ωpol als Funktion von T bei einem konstanten 
hemis
henPotential von µ = 10 MeV gezeigt. Hier sieht man, dass in der Tat am Mott-Übergang einAbkni
ken der Kurve zu beoba
hten ist. Ab der Temperatur, bei der mπ(|q| = ΛM ) > 2mist, vers
hwindet der Beitrag Ωpol vollständig. Au
h ist zu erkennen, dass der Nozières-S
hmitt-Rink-Beitrag eine deutli
h stärkere Temperaturabhängigkeit als der Quanten�uktuationsbeitragbesitzt. Man bedenke hierbei, dass der Absolutwert aufgrund der Wahlfreiheit einer Konstantenvollkommen unerhebli
h ist.4.4.4 Nozière-S
hmitt-Rink ΩNSRDer Integrand der ω-Integration des NSR-Beitrags enthält die Bose-Verteilungsfunktion nB(ω),die einen Pol erster Ordnung bei ω = 0 besitzt. Man bea
hte, dass notwendiger Weise

φ(0) = 0 (4.58)
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Abbildung 4.10: Polanteil zum mesonis
hen Anteil des thermodynamis
hen Potentials als Funkti-on der Temperatur T bei 
hemis
hem Potential µ = 10 MeV. Dur
hgezogene Linie: Ωpol,NSR, ge-stri
helte Linie:Ωpol,qfl, gepunktete Linie:Ωpol = Ωpol,NSR+Ωpol,qfl. Pauli-Villars-Parametersatz5. Aus Gründen der Übersi
htli
hkeit wurde darauf verzi
htet, den Vakuumanteil von Ωpol,qfl ab-zuziehen.gelten muss, damit das Integral existiert. Dies steht im Widerspru
h zur übli
hen Konvention derStreuphase na
h dem Levinson-Theorem, das

φ(0) = Anzahl der gebunden Zustände · π = π (4.59)vorhersagt. Wir erinnern uns aber daran, dass φ nur bis auf ein additives Vielfa
hes von πfestgelegt ist. Wir de�nieren also einfa
h φ so, dass die Bedingung (4.58) erfüllt ist. So erhältman zwar ein ungewöhnli
hes Ultraviolettverhalten der Streuphase, do
h ist dur
h die Bose-Verteilungsfunktion die Konvergenz des Integrals gesi
hert.4.4.5 Quanten�uktuationen ΩqflDa das Integral in der Form, wie es in Glei
hung 4.50 angegeben wurde, ni
ht existiert, ziehenwir den unendli
hen Vakuumbeitrag ab.
Ωqfl =

∫ d3q

(2π)3

∫ ∞

0

dω
2π

△φ(ω) (4.60)Hierbei ist die sogenannte Phasenvers
hiebung im Medium
△φ(ω) = φT,µ(ω) − φT=0,µ=0(ω). (4.61)der Unters
hied der Streuphase zwis
hen Vakuum und Medium.Man kann si
h davon überzeugen, dass das Ultraviolettverhalten von △φ

△φ(π)(q0,q) → 1

π
NcNfgΛ

4
q6
(

m2
vac −m2

) 1

(q20 − q2)2
(4.62)

△φ(σ)(q0,q) → 1

π
NcNfgΛ

4
q2
(

(m2
vac −m2

) 1

(q20 − q2)2
(4.63)tatsä
hli
h das Integral konvergieren lässt.



Kapitel 5S
herviskosität5.1 Was ist die S
herviskosität?Die S
herviskosität, übli
herweise mit dem Symbol η bezei
hnet, ist ein Parameter der relativi-stis
hen Hydrodynamik. Wir werden zunä
hst einige Grundlagen erläutern, um die Bedeutungdieser Gröÿe zu erklären. Eine ausführli
here Darstellung bietet zum Beispiel [38℄.Relativistis
he Hydrodynamik bes
hreibt auf sehr allgemeine Weise Fluide dur
h Glei
hungen,die dur
h die Erhaltunggröÿen eines Systems und weitere nötige Annahmen gewonnen werden.Die zu bes
hreibenden Gröÿen sind der Energie-Impuls-Tensor T µν des Systems sowie erhalteneverallgemeinerte Ladungen Jµ. Diese Ladungen können elektris
h sein, aber au
h Baryonenzahlen,Seltsamkeit und andere Ladungen sind von dieser Bes
hreibung ni
ht ausgenommen. Die Anzahlder unbekannten Gröÿen ist damit 14.
T µν → 10 (5.1)
Jµ → 4 (5.2)Für diese Unbekannten wollen wir nun versu
hen, Bedingungen zu �nden, um das System hydo-dynamis
h erfassen zu können. Die Erhaltungssätze des Systems

∂µT
µν = 0 (5.3)

∂µJ
µ = 0 (5.4)liefern jedo
h ledigli
h fünf Glei
hungen. An dieser Stelle setzt das Prinzip der relativistis
henHydrodynamik ein. Wir füllen diese fehlenden Informationen, in dem wir weitere Annahmen überdas System tre�en.Wir fordern zunä
hst, dass si
h das System nur s
hwa
h ändert. Das wird es uns erlauben, ∂µ alskleine Gröÿe und damit als Grundlage einer Entwi
klung zu behandeln. Man kann den Ausgangs-punkt dieser Entwi
klung als den statis
hen und isotropen Fall verstehen. Wir werden zunä
hstnur die führende Ordnung betra
hten.Als zweite Annahme bes
hreiben wir das System lokal an jeder Koordinate x dur
h einen Vierer-vektor uµ(x). Per Konvention normieren wir ihn dur
h die Bedinung uµu

µ = 1. Die Gröÿen Jµund T µν drü
ken wir nun dur
h uµ aus.
T µν = (ǫ+ p)uµuν − gµνp (5.5)
Jµ = uµn (5.6)Die hier neu eingeführten Parameter o�enbaren ihre Bedeutung, wenn man die Glei
hungen imlokalen Ruhesystem u = (1,000)T betra
htet.

n = J0 Eigenladungsdichte (5.7)
ǫ = T 00 Eigenenergiedichte (5.8)
p = T ii Druck (5.9)42



KAPITEL 5. SCHERVISKOSITÄT 43Als drittes nehmen wir an, dass si
h das System lokal im thermis
hen Glei
hgewi
ht be�ndet.Dies geht mit der Existenz einer Zustandsglei
hung einher, einer Glei
hung, die es erlaubt, denDru
k p als eine Funktion von Ladungsdi
hte n und Energiedi
hte ǫ auszudrü
ken.Somit haben wir unser System dur
h die se
hs Gröÿen uµ, ǫ und p bes
hrieben, die nun dur
hse
hs Glei
hungen, nämli
h die fünf Erhaltungssätze und die Zustandsglei
hung, bestimmmbargeworden sind. Diese erste Ordnung in der Entwi
klung entspri
ht einer idealen Flüssigkeit. Eineideale Flüssigkeit besitzt keine innere Reibung oder Viskosität, keine Energiedissipation und keineEntropieänderung.Um sol
he E�ekte mit einzubeziehen, ist eine Entwi
klung bis zum nä
hsthöheren Term notwen-dig. Das führt, zunä
hst einmal rein formal, zu Zusatztermen νµ und πµν in den Ausdrü
ken für
Jµ und T µν .

T µν = (ǫ+ p)uµuν − gµνp+ πµν (5.10)
Jµ = uµn+ νµ (5.11)Diese Zusatzterme können nun dur
h physikalis
h interpretierbare Gröÿen ausgedrü
kt werden.

πµν = η
(

∂µuν + ∂νuµ − uνuλ∂
λuν − uνuλ∂

λuµ
)

+

(

ζ − 2

3
η

)

(gµν − uµuν) ∂λu
λ (5.12)

νµ = κ

(

nT

ǫ+ p

)2

(∂µ − uµuν∂ν)
µ

T
(5.13)Hier bezei
hnet T die Temperatur und µ das 
hemis
he Potential. Die auftretenden Materialkon-stanten

η S
herviskosität
ζ Bulk-Viskosität
κ thermis
he Leitfähigkeitbes
hreiben die Korrekturen, die si
h dur
h ein s
hwa
hes lokales Ni
htglei
hgewi
ht ergeben. Indieser Näherung, der viskosen Hydrodynamik, beinhaltet die Glei
hungen Dissipationse�ekte undEntropiezunahme.5.2 HerleitungWir werden in dieser Arbeit auss
hlieÿli
h die Bes
hreibung von Viskositäten über die Kubo-Formel benutzen. Neben diesem Weg ist es au
h mögli
h, die S
herviskosität von Quarkmaterieüber statistis
he Glei
hungen herzuleiten (siehe zum Beispiel [39℄). Die Kubo-Formel resultiertaus dem Fluktuations-Dissipations-Theorem und bildet au
h eine Grundlage zur Bere
hnung derelektris
hen Leitfähigkeit (siehe zum Beispiel [40℄). Wir folgen in dieser Herleitung [16℄. Na
h derKubo-Formel ist die S
herviskosität η gegeben dur
h

η(ω) = β

∫ ∞

0

dteiωtdr (Txy(r, t), Txy(0, 0)) . (5.14)Hierbei ist Txy der Energie-Impuls-Tensor, der im NJL-Modell gegeben ist dur
h
Txy =

i

2

(

ψγ2∂1ψ − ∂1ψγ2ψ
)

. (5.15)Der Korrelator (·, ·) ist de�niert als
(A,B) = T

∫ β

0

dλ〈eλHAe−λHB〉, (5.16)wobei H der Hamilton-Operator und 〈·〉 der thermis
he Mittelwert ist. Wir setzen dies ein underhalten
η = − lim

ω→0

d

dω
ImΠR(ω) (5.17)
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Abbildung 5.1: Diagramm für die Korrelationsfunktion Πmit der der retardierten Korreltationsfunktion
ΠR(ω) = Π(iωe → ω + iδ), (5.18)die dur
h stetige Fortsetzung aus der Matsubara-Korreltationsfunktion

Π(iωe) = −
∫ β

0

dτe−iωeτ

∫ dr〈Tτ (Txy(r, τ)Txy(0, 0))〉 (5.19)erhalten werden kann. Tτ ist der Zeitordnungsoperator des Imaginärzeitformalismus, iωe ist einebosonis
he Matsubarafrequenz, deren Index e suggeriert, dass sie die externe, dur
h den Looplaufende Impulskomponente ist.Wir setzen den Ausdru
k für den Energie-Impuls-Tensor (5.15) ein und erhalten das wi
htigeZwis
henergebnis
Π(iωe) = T

∑

ωp

∫ dp
(2π)3

Tr [pxγ
2G(p, iωp + iωe)pxγ

2G(p, iωp)
]

. (5.20)Hierbei ist G(p, iωp) der volle Quark-Propagator (im Gegensatz zum Hartree-Propagator S).Diese Glei
hung bildet die Basis der weiteren Untersu
hungen. Sie lässt si
h diagrammatis
hinterpretieren, wie es in Abbildung 5.1 gezeigt ist.Um nun die S
herviskosität η zu bere
hnen, muss das Diagramm 5.1 bere
hnet werden. Da esni
ht mögli
h ist, dies auf exakte Weise zu tun, da der volle Quarkpropagator unbekannt ist, mussdieses Diagramm genähert werden. Wie wir no
h sehen werden, ist der Versu
h, die o�ensi
htli
heNäherung
G(p, ωp) = ≈ = S(p, ωp) (5.21)dur
hzuführen, ni
ht sehr fru
httragend. Da wir ohnehin ein wenig Aufwand treiben müssen, istes angebra
ht, diese Tatsa
he hier ni
ht weiter zu beleu
hten, sondern sie im Zuge der folgendenS
hritte zu erläutern. Wir werden in den folgenden Abs
hnitten systematis
h Näherungen fürGlei
hung (5.20) entwi
keln.Wir führen zur Verbesserung der Übersi
htli
hkeit der na
hfolgenden Re
hens
hritte einige Ab-kürzungen ein

Π(ωe) =

∫ d3p

(2π)3
S (5.22)

S = T
∑

ωp

P (ωp + ωe, ωp) (5.23)
P (ω1, ω2) = Tr [pxγ

2G(p, ω1)pxγ
2G(p, ω2)

] (5.24)die uns in den nä
hsten S
hritten in dieser oder ähnli
her Weise wieder begegnen werden.
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klung in O(1/Nc)Die Idee dieser Näherung ist die Entwi
klung in O(1/Nc). Man kann si
h unter dieser Nähe-rungsmethode Korrekturen dur
h Mesonen vorstellen, die eben au
h die Eigens
haften von NJL-Quarkmaterie beein�ussen.
= +

+ + + + +

+O(1/N1
c ) (5.25)Dabei entspri
ht der erste Beitrag, der RPA-Loop, der führenden OrdnungN1

c , die weiteren Termegehören zur nä
hsthöheren Ordnung N0
c .5.3.1 Führende Ordnung: RPAWir betra
hten den Beitrag in erster Ordnung, den RPA-Loop. Wir stellen die zugehörige Kor-relationsfunktion Π(0) auf diagrammatis
he Weise dar.
Π(0) = (5.26)Dieser Term hat eine ähnli
he Form wie die exakte Lösung (5.20). Wir wollen diesen Term daher,wie es au
h in [16℄ getan wird, in einer etwas allgemeineren Form herleiten. Wir bauen aufGlei
hung (5.20) auf und werden au
h weiterhin den Propagator G und ni
ht S nennen.Wir wollen zunä
hst die Matsubara-Summe ausführen. Formal lässt si
h die Summe als Kontur-integral ums
hreiben

S = −
∮

C

dz
2πi

nF (z)Tr [pxγ
2G(p, z)pxγ

2G(p, z + iωe)
]

. (5.27)Die übli
he Te
hnik verlangt eine Fortsetzung der Matsubara-Propagatoren in die komplexe Ebe-ne hinein. Wir benutzen dazu die Lehmann-Darstellung der Propagatoren (siehe zum BeispielGlei
hung (3.35)), um uns klarzuma
hen, dass es zwei Bran
h
uts in der komplexen Ebene gibt:einen bei Imz = 0 und einen bei Imz = ωe. Wir können den Integrationsweg C gemäss Abbildung5.2 verformen. Wir parametriesieren die umgeformten Wege in der Form ǫ± iδ und ǫ− iωe ± iδ(ǫ ∈ R, δ in�nitesimal ) und erhalten auf diese Weise
S = −

∫ +∞
−∞

dǫ
2πi

{

nF (ǫ− iδ)Tr [pxγ
2G(ǫ− iδ)pxγ

2G(ǫ+ iωe − iδ)
]

− nF (ǫ+ iδ)Tr [pxγ
2G(ǫ+ iδ)pxγ

2G(ǫ+ iωe + iδ)
]

+ nF (ǫ− iωe − iδ)Tr [pxγ
2G(ǫ− iωe − iδ)pxγ

2G(ǫ− iδ)
]

− nF (ǫ− iωe + iδ)Tr [pxγ
2G(ǫ− iωe + iδ)pxγ

2G(ǫ+ iδ)
]

} (5.28)Nutzt man aus, dass
nF (ǫ) = nF (ǫ+ 2πinT ) = nF (ǫ± iδ), (5.29)
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(a) (b) (
)Abbildung 5.2: Umformung des Integrationswegs C von Glei
hung (5.27) na
h Glei
hung (5.28).so erhält man

S =

∫ +∞

−∞

dǫ
2π
nF (ǫ)Tr [pxγ

2(−2ImG(ǫ))pxγ
2G(ǫ+ iωe) + pxγ

2G(ǫ− iωe)pxγ
2(−2ImG(ǫ))

]

.(5.30)Wir erinnern uns, dass −2ImG(ǫ) = ρG(ǫ) die De�nition für die Spektralfunktion ist, ordnen dieSpur um und erhalten die Glei
hung
S =

∫ +∞

−∞

dǫ
2π
nF (ǫ)Tr [pxγ

2(ρG(ǫ))pxγ
2(G(ǫ+ iωe) +G(ǫ− iωe))

]

. (5.31)Um nun die retardierte Form zu erhalten, führen wir die stetige Fortsetzung iωe → ω+ iδ dur
h.
S =

∫ +∞

−∞

dǫ
2π
nF (ǫ)Tr [pxγ

2(ρG(ǫ))pxγ
2(G(ǫ+ ω + iδ) +G(ǫ− ω − iδ))

]

. (5.32)Nehmen wir davon den Imaginärteil, so erhalten wir das ents
heidende Zwis
henergebebnisImS =

∫ +∞

−∞

dǫ
2π

1

2
(nF (ǫ+ ω) − nF (ǫ))Tr[ρ(ǫ+ ω)pxγ

2ρ(ǫ)pxγ
2]. (5.33)Wir erinnern uns, dass die Viskosität η mit S verknüpft war dur
h

η = − lim
ω→0

ddω ∫ d3p

(2π)3
ImS (5.34)In unserer Näherung ist aber ρ(ǫ) ∝ δ(ǫ ±m), und so ist ρ(ǫ + ω)ρ(ǫ) = 0. Somit vers
hwindetder Term in führender Ordnung.

η(0) = 0 (5.35)Bemerkung zu GrenzübergängenDas letzte Ergebnis ist eine Frage der Reihenfolge der beiden Grenzübergänge, die zur Bere
hnungvon η dur
hgeführt werden. Neben dem Grenzübergang
η = − lim

ω→0

ddω ImΠ (5.36)gibt es nämli
h no
h den Grenzübergang der δ-Funktion, den man si
h
δ(x) = lim

Γ→0
d(x) (5.37)vorstellen kann, mit einer geeigneten Verteilung d(x) mit endli
her Breite Γ . Eine sol
he Vertei-lung kann zum Beispiel du
h eine Breit-Wigner-Verteilung realisiert werden [16℄. Es gilt

η(0) = − lim
ω→0

lim
Γ→0

ddω ImΠ = 0 (5.38)
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η(0) = − lim

Γ→0
lim
ω→0

ddω ImΠ = ∞. (5.39)Wel
he Reihenfolge der Grenzübergänge vorzunehmen ist, s
heint s
hon an Glei
hung (5.17) ab-gelesen werden zu können, nämli
h (5.38). Jedo
h hängt das Vorgehen au
h von der Fragestellungab. Somit ist es wenig sinnvoll, mit einem einfa
hen Hartree-Quarkloop die S
herviskosität bere
h-nen zu wollen, weil dahinter die Interpretation eines freien Quarkgases als Grenzfall eines reellenQuarkgases ste
kt. Dieser Grenzübergang enspri
ht Glei
hung (5.39). Dagegen ist der Beitragals rein mathematis
h notwendiger Summand in einer Entwi
klung so implementiert, dass derGrenzübergang dur
h Glei
hung (5.38) entspri
ht.5.3.2 Nä
hsthöhere Ordnung: (a)Der Beitrag
Π(a)(iωe) = (5.40)wird den ents
heidenden Beitrag für die Bere
hnungen dieses Abs
hnitts liefern.

Π(a)(iωe) = T
∑

ωp

∫ dp
(2π)3

P (ωp + ωe, ωp) (5.41)mit
P (ω1, ω2) =

1

2
DM (ω1,p)Γ△γ2MM ′(ω1,p,−ω2,−p)DM ′

(ω2,p)Γ△γ2M ′M (−ω1,−p, ω2,p).(5.42)Die Notation orientiert si
h an verglei
hbaren Gröÿen vorangegangener Abs
hnitte. Hierbei ist
Γ△γ2MM (p1, p2) =

p
2

1
p

M
Γ

M
Γ

px
γ 2

p
21

p (5.43)
= i

∫ d4k

(2π)4
Tr [kxγ

2S(k + p1 + p2)ΓMS(k + p1)ΓMS(k)
]

+ ex. (5.44)das Quark-Dreie
k, in wel
hem beide Umlaufsinne der Quarks berü
ksi
htig sind. Dies ges
hiehtdur
h das Vertaus
hen von p1 und p2, in der Glei
hung mit ex. bezei
hnet. Es gibt zu P Beiträgedur
h die Propagatoren Dπa und Dσ. Aufgrund der Struktur von Γ△ gibt es keine Mis
hungenvon Mesonen, d.h. M = M ′ ∈ {σ, πa}. Der Vorfaktor 1/2 entsteht dur
h die Berü
ksi
htigungdes Symmetriefaktors bei der von uns gewählten De�nition des Quarkdreie
ks Γ△.Wie bei der Bere
hnung des RPA-Beitrags in Abs
hnitt 5.3.1 wollen wir die Matsubarasummeges
hi
kt dur
h ein Konturintegral ausdrü
ken. Wollen wir eine ähnli
he Strategie verfolgen, wiesie sonst übli
h ist (nämli
h der Einführung einer Boseverteilungsfunktion und einem Integrati-onsweg um deren Pole), so stoÿen wir auf ein Problem: Zwei der Pole liegen auf dem Bran
h
ut.Dieses Problem umgehen wir, indem wir diese beiden Polstellen ni
ht vom Integrationsweg umlau-fen lassen und sie als Matsubarabeiträge einfa
h separat dazuaddieren. Diese Aufspaltung ist inden folgenden Glei
hungen formal dargelegt, eine Verans
hauli
hung des Integrationsweges bietetAbbildung 5.3.
S = T

∑

ωp

P (ωp + ωe, ωp) (5.45)
= T (P (iωe, 0) + P (0,−iωe)) −

∮ dz
2πi

nB(z)P (z + iωe, z) (5.46)
= S1(ωe) + S2(ωe) (5.47)
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(a) (b)Abbildung 5.3: Umformung des Integrationswegs von S2. Man bea
hte, dass der Integrationswegni
ht um die auf den Bran
h
uts be�ndli
hen Pole herumgeht.Während S1 in der hiesigen Form stehen bleiben kann, ist die Untersu
hung von S2 interessant.Diese Form ist analog zur Re
hnung in [16℄ und [40℄ , und als Ergebnis erhält manImS2 =
1

2

∫ +∞

−∞

dǫ
2π

[nB(ǫ) − nB(ǫ+ ω)]

× [P (ǫ+ iδ, ǫ+ ω + iδ) − P (ǫ+ iδ, ǫ+ ω − iδ)

+ P (ǫ− iδ, ǫ+ ω − iδ) − P (ǫ− iδ, ǫ+ ω + iδ)] (5.48)Eine weitere Umformung ist wenig sinnvoll, da die Struktur von P zu kompliziert ist, um einee
hte Vereinfa
hung zuzulassen. Wir wenden uns daher den nä
hsten Beiträgen zu.5.3.3 Nä
hsthöhere Ordnung: (b), (
)Die Beiträge (b) und (
) lassen si
h auf eine ähnli
he Form bringen, und au
h im weiteren Verlaufwird si
h ihre Behandlung auf sinnvolle Weise gemeinsam dur
hführen lassen. Die Loop-Beiträgesind
Π(b)(iωe) = (5.49)

=

∫ dp
(2π)3

T
∑

iωp

Γ2γ2MMγ2((−iωp,−p), (iωp,p), (−iωe,0))DM (iωp,p) (5.50)und
Π(c)(iωe) = (5.51)
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=

∫ dp
(2π)3

T
∑

iωp

Γ2γ2Mγ2M ((−iωp,−p), (−iωe,0), (iωp,p))DM (iωp,p). (5.52)Die Quarkviere
ke Γ2γ2Mγ2M und Γ2γ2MMγ2 sind analog zu den Quarkdreie
ken Γ△ de�niert.
Γ2γ2MMγ2(p1, p2, p3) =

ΓM ΓM

2γ
xp

2γ
xp

1
p

2
p

3
p

1
p

3
p

2
p (5.53)

= i

∫ d4k

(2π)4
Tr [kxγ

2S(k)ΓMS(k + p1)ΓMS(k + p1 + p2)kxγ
2S(k + p1 + p2 + p3)

] (5.54)
Γ2γ2Mγ2M (p1, p2, p3) =

ΓM

2γ
xp

1
p

2
p

3
p

1
p

3
p

2
p

ΓM

2γ
xp (5.55)

= i

∫ d4k

(2π)4
Tr [kxγ

2S(k)ΓMS(k + p1)kxγ
2S(k + p1 + p2)ΓMS(k + p1 + p2 + p3)

] (5.56)Au
h hier lieÿe si
h die Matsubarasumme in eine Integration verwandeln. Au
h könnte manBeitrag (b) als Quark-Selbstenergie ausdrü
ken. Da all dies jedo
h ni
ht benötigt wird, gehen wirzum letzten und einfa
hsten Term der Entwi
klung über.5.3.4 Nä
hsthöhere Ordnung: (d)In diesem Abs
hnitt wird gezeigt, dass der Loop-Beitrag
Π(d) = (5.57)

=

∫ dp
(2π)3

T
∑

iωp

Tr [pxγ
2SΣ(a)

(iωp + iωe,p)pxγ
2S(iωp,p)

] (5.58)vers
hwindet. SΣ(a) ist ein um die skalare Selbstenergie Σ(a) korrigierter Quarkpropagator. Σ(a)ist einer der beiden O(1/Nc)-Korrekturterme zur Quark-Selbstenergie.
Σ(a) = (5.59)Der so modi�zierte Propagator hat die Form

SΣ(a)

(p) = S(p)Σ(a)(p)S(p). (5.60)Zu dem Propagator SΣ(a) gehört selbstverständli
h au
h eine Quark-Spektralfunktion ρ(a)(p).Der Ausdru
k lässt si
h analog zu (5.33) umformen, und man erhältImS =

∫ +∞

−∞

dǫ
2π

1

2
(nF (ǫ+ ω) − nF (ǫ))Tr[ρ(a)(ǫ+ ω)γ2ρ(ǫ)γ2]. (5.61)
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hten ρ(a)(p) zu bere
hnen, muÿ der Imaginärteil der Propagatoren gebil-det werden.ImS(a) = ImSReΣ(a)ReS + ReSImΣ(a)ReS + ReSReΣ(a)ImS + ImSImΣ(a)ImS (5.62)Alle Terme, die ein ImS enthalten, vers
hwinden wie in Glei
hung (5.33). Der einzig interessanteTerm ist ReSImΣ(a)ReS. Was wir also benötigen, ist der Imaginärteil von Σ(a).Wir s
hreiben Σ(a) na
h der De�nition in Glei
hung (5.59):
Σ(a) = D(σ)(0,0)

∑

M

T
∑

ωp

∫ d3p

(2π)3
Γ△MMσ(p,−p)D(M)(p) (5.63)

= D(σ)(0,0)
∑

M

∫ d3p

(2π)3
X. (5.64)Nun s
hreiben wir die Matsubarasumme um und erhalten mit einer einfa
hen Konturumformungein wi
htiges Ergebnis.

X = −
∮

C

dz
2πi

nF (z)Γ△MMσ(z,p)D(M)(z,p) (5.65)
= −

∫ +∞

−∞

dǫ
2πi

nF (ǫ)Γ△MMσ(ǫ+ iδ,p)D(M)(ǫ+ iδ,p)

+

∫ +∞

−∞

dǫ
2πi

nF (ǫ)Γ△MMσ(ǫ− iδ,p)D(M)(ǫ− iδ,p) (5.66)
= −

∫ +∞

−∞

dǫ
2π
nF (ǫ)Im(Γ△MMσ(ǫ− iδ,p)D(M)(ǫ− iδ,p)

) (5.67)
∈ RDa ImDM (0,p) = 0, ist au
h ImΣ(a) = 0 und somit au
h

η(d) = 0. (5.68)5.3.5 ProblematikWas zu tun bleibt, ist die Ergebnisse (5.48), (5.50) und (5.52) weiter zu vereinfa
hen und aus-zuwerten. Die gröÿte te
hnis
he S
hwierigkeit besteht darin, die retardierten Quarkdreie
ke undQuarkviere
ke, deren Imaginärteile und deren Ableitungen na
h dem äuÿeren Impuls zu bere
h-nen. Selbst wenn dies dur
hgeführt wäre, bliebe ein sehr anisotropes Hauptwertintegral übrig. Derfolgende Abs
hnitt stellt eine Näherungsmethoden vor, die gerade bei sol
hen e�ektiven Meson-Verti
es diskutiert wurde.5.4 Quadratis
her Statis
her LimesWir ma
hen nun eine weitere Näherung. Die Quarkdreie
ke Γ△ und die Quarkviere
ke Γ2 nähernwir dur
h eine Entwi
klung in Potenzen des externen Impulses p bis zur ersten ni
htvers
hwinden-den Ordnung. Die erste ni
htvers
hwindende Ordnung von Γ△ ist proportional zu p2, wir nennendiesen genäherten Meson-Meson-Vertex Γ qsl
△ für quadratis
her statis
her Limes.Diagrammatis
h können wir diese neuen Objekte ebenfalls darstellen.

→ (5.69)
→ (5.70)
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(a) (b) (
)Abbildung 5.4: Der Integrationsweg von Glei
hung (5.74) und seine Umformung hin zu Glei
hung(5.75). Man bea
hte, dass der auf dem Bran
h
ut liegende Pol separat behandelt wird.Hierbei suggeriert die Form des Vertex die Verbindung zu dem auf einen Punkt zusammengezo-genen Dreie
k bzw. Viere
k.Nur diese erste von Null vers
hiedene Ordnung zu berü
ksi
htigen s
heint eine sehr drastis
heNäherung zu sein, ist do
h das Verhalten für groÿe p deutli
h vers
hieden. Da wir jedo
h das Inte-gral über den Mesonen-Impuls p mit einem Dreierimpuls-Cut-o� regularisieren werden (analog zu[17℄), ist diese Nährung gar ni
ht so willkürli
h. Problematis
h ist eher, dass die Genauigkeit vonder Temperatur abhängt: Streng genommen ist es eine Entwi
klung na
h dem dimensionslosenVektor pµ/m, und die Masse ist im entspre
henden Berei
h des Phasendiagramms eine relativstark variierende Gröÿe (siehe au
h Abs
hnitt 2.2.2).Der so erhaltene Vetex Γ qsl

△ wird im Anhang C hergeleitet und hat die Form
−iΓ qsl

△ = const. · ipxpy. (5.71)Er ist insbesondere unabhängig von p0, hat eine triviale p-Abhängigkeit und ist rein reell.Für die Verti
es Γ qsl
2 ergibt si
h

−iΓ qsl
2

= const. · ip2
xp

2
y. (5.72)Au
h dieser Vertex ist unabhängig von p0, hat die triviale p-Abhängigkeit und ist reell. Das wirduns als Eigens
haft s
hon genügen, um daraus weitrei
hende Konsequenzen ziehen zu können.5.4.1 Die Beiträge (b) und (
) im statis
hen LimesWir s
hreiben Π(b),(c),qsl in der gemeinsamen Form

Π
(b),(c),qsl

M =

∫ dp
(2π)3

Γ
(b),(c),qsl
2 T

∑

ωp

DM (iωp,p). (5.73)Das Symbol Γ (b),(c),qsl
2 bezei
hnet die Quark-Viere
ke von Π(b),(c), wie sie in den Glei
hungen(5.53) und (5.55) eingeführt wurden, im quadratis
hen Limes. Wir führen die Matsubara-Summewieder einmal auf ein Konturintegral zurü
k und vergessen ni
ht, auf den auf dem Bran
h
utbe�ndli
hen Pol a
ht zu geben. Der Integrationsweg und seine Verformung ist in Abbildung 5.4gezeigt.
Π

(b),(c),qsl

M =

∫ d3p

(2π)3
Γ

(b),(c),qsl
2

(

TD(0,p) +

∮ dz
2πi

nB(z)DM (z,p)

) (5.74)
=

∫ d3p

(2π)3
Γ

(b),(c),qsl
2

(

TD(0,p) +

∫ +∞

−∞

dǫ
2πi

nB(ǫ)(DM (ǫ+ iδ,p)−DM (ǫ− iδ,p)

) (5.75)
=

∫ d3p

(2π)3
Γ

(b),(c),qsl
2

(

TD(0,p) +

∫ +∞

−∞

dǫ
π
nB(ǫ)ImDM (ǫ,p)

)

∈ R (5.76)
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M = 0 und somit sind
η(b)qsl = η(c)qsl = 0. (5.77)Übrig bleibt also nur Term (a).5.4.2 Der einzige ni
htvers
hwindende Beitrag: (a)Wir benutzen die Erkenntnisse zu Γ qsl

△ gemeinsam mit (5.47) und (5.48), um S1 und S2 auszu-re
hnen. ImSqsl
1 = T (Γ qsl

△ )2D(0)D(ω) (5.78)ImSqsl
2 = (Γ qsl

△ )2
∫ +∞

−∞

dǫ
2π

[nB(ǫ+ ω) − nB(ǫ)] [ImD(ǫ)ImD(ǫ+ ω)] (5.79)Bildet man nun die Ableitung na
h ω für den Grenzfall ω → 0, so erhält man Quadrate von Spek-tralfunktionen. Hier ist eine kleine Besonderheit zu bea
hten, denn im Falle stabiler π-Mesonenergibt si
h eine ähnli
he Situation wie im Teil 5.3.1: der Imaginärteil enthält zwar eine δ-Funktion,da diese jedo
h immer um ein Stü
k ω > 0 auseinanderliegen, ergibt das Produkt der beiden kei-nen Beitrag. Da ω beliebig klein wird, kann die δ-Funktion au
h ni
ht auf dem Kontinuum oderdem Teil
hen-Lo
h-Bran
h liegen. Der Imaginärteil ohne eine δ-Funktion wurde aber in (3.33) alsImD̃ bezei
hnet.
lim
ω→0

d

dω
ImSqsl

1 = T (Γ qsl
△ )2D(0)ImD′(0) (5.80)

lim
ω→0

d

dω
ImSqsl

2 = (Γ qsl
△ )2

∫ +∞

−∞

dǫ
2π
n′

B(ǫ)ImD̃2(ǫ) (5.81)Man bea
hte, dass der Integrand in (5.81) symmetris
h ist und si
h für ǫ→ 0 stetig verhält. Wirerhalten also für den Beitrag eines Mesonloops zur Viskosität den Ausdru
k
η(M),qsl = −

∫ d3p

(2π)3
(Γ qsl

△ )2

×
(

TD(0,p)ImD′(0,p) +

∫ +∞

−∞

dǫ
2π
n′

B(ǫ)(ImD̃(ǫ,p))2
) (5.82)und für die gesamte S
herviskosität im statis
hen Limes

ηqsl = η(σ)qsl +
∑

a

η(πa)qsl (5.83)dur
h die Beiträge der einzelnen Mesonen.5.5 Numeris
he Ergebnisse im statis
hen LimesIn diesem Abs
hnitt wollen wir nun die Formel (5.82) numeris
h auswerten. Die vers
hiedenenTeile beleu
hten vers
hiedene, aus unters
hiedli
hen Gründen interessante Berei
he des QCD-Phasendiagramms.5.5.1 Ergebnisse bei niedriger Di
hteEiner der Anreize, si
h mit dem Thema der S
herviskosität von Kernmaterie zu bes
häftigen,waren Experimente am RHIC. Selbstverständli
h muss man einige Vorsi
ht walten lassen, wennman S
hwerionenkollisionen mit Gröÿen des thermis
hen Glei
hgewi
htes bes
hreibt. Aber nimmtman einmal letzteres an, so entspre
hen die Experimente Zuständen bei nur s
hwa
h von nullvers
hiedenem 
hemis
hen Potential µ. Wir nehmen im Folgenden das re
ht kleine 
hemis
hePotential µ = 10 MeV an.
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Abbildung 5.5: S
herviskosität η in O(1/Nc) im statis
hen Limes als Funktion der Temperatur Tbei 
hemis
hem Potential µ = 10 MeV. Pauli-Villars-Parametersatz 5.Für dieses 
hemis
he Potential lässt si
h nun numeris
h die S
herviskosität η als Funktion derTemperatur T bere
hnen. Das Ergebnis einer sol
hen Re
hnung ist in Abbildung 5.5 gezeigt.Benutzt wurde hier der Pauli-Villars-Parametersatz 5. Man erkennt ein langsames Anwa
hsender Viskosität bis zu einem klaren Maximum in der Umgebung des Mott-Übergangs. DiesesVerhalten kann direkt aus Glei
hung (5.82) verstanden werden. Die Bose-Verteilungsfunktionwird mit steigender Temperatur breiter, glei
hzeitig wä
hst der Teil
hen-Lo
h-Zweig, wenn mansi
h aus dem Vakuum entfernt. Das Kontinuum wird ebenfalls stärker, wenn si
h der Massenpolgegen 2m vers
hiebt. Na
h dem Mott-Übergang werden die Spektralfunktionsbeiträge kleiner.Man erkennt ebenfalls die asymptotis
he Entartung von π und σ.5.5.2 Am kritis
hen PunktDie Untersu
hung der S
herviskosität na
h Glei
hung (5.82) am kritis
hen Endpunkt des QCD-Phasendiagramms verspri
ht interessante Ergebnisse. In Abs
hnitt 4.2.6 wurde dikutiert, dassdas σ-Meson am kritis
hen Punkt ein interessantes Verhalten aufweist. In der Spektralfunktion
ρσ(ω) bildet si
h ein Pol bei ω = 0 heraus, wenn man si
h auf den kritis
hen Punkt zubewegt.Dies ist nun interessant, da ηqsl die Terme Dσ(0,p), ImD′

σ(0,p) und nB(ǫ)ImDσ(ǫ,p) enthält, dieallesamt sehr sensitiv auf das Verhalten des Propagators und der zugehörigen Spektralfunktionan der Stelle null sind.In Abbildung 5.6 ist das Verhalten von η in der Nähe des kritis
hen Punktes gezeigt. Dabei ist
µ = 430 knapp unterhalb von µkrit ≈ 436 MeV gewählt, während T im Crossovergebiet variiertwird. Wir haben uns für den Pauli-Villars-Parametersatz 5 ents
hieden, um das Verhalten von ηzu untersu
hen. In der Tat sieht man eine deutli
he Dominanz des σ-Anteils an der Viskosität.Somit haben wir ein weiteres Merkmal des kritis
hen Endpunktes des QCD-Phasendiagrammsgefunden.
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Abbildung 5.6: S
herviskosität η in O(1/Nc) im statis
hen Limes als Funktion der Temperatur Tbei 
hemis
hem Potential µkrit & µ = 430 MeV in der Nähe des kritis
hen Punktes. Pauli-Villars-Parametersatz 5.
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Abbildung 5.7: Verhältnis von S
herviskosität zu Entropiedi
hte η/s in O(1/Nc) im statis
henLimes als Funktion der Temperatur T bei 
hemis
hen Potential µ = 10 MeV. Pauli-Villars-Parametersatz 5.5.6 η/s und die KSS-GrenzeWir verlassen nun den vorangegangenen, sehr te
hnis
hen Abs
hnitt und kommen zu einer neuen,interessanten Gröÿe.Im Jahre 2005 ma
hten P.K. Kovtun, D.T. Son und A. O. Starinets [41℄ eine Vorhersage, die si
hauf das Verhältnis von S
herviskosität η und Entropiedi
hte s bezieht. Sie stellten die Behauptungauf, dass dieses Verhältnis stets über dem seit dem als KSS-Grenze bekannten Wert
η

s
≥ 1

4π
(5.84)liegt. Sie benutzten zum Beweis die AdS/CFT-Dualität der Stringtheorie [42, 43℄. Eine gewisseKlasse von Quantenfeldtheorien bei endli
her Temperatur hat eine Dualität zu s
hwarzen Branen,den höherdimensionalen Verallgemeinerungen von s
hwarzen Lö
hern. Diese Dualität kann zurBere
hnung von Korrelationsfunktionen benutzt werden [44, 45, 41℄. So lassen si
h hydrodyna-mis
he Eigens
haften dur
h die Betra
htung sol
her Brane bere
hnen [46℄. Die Aussage ist sehrallgemein, so dass die Berei
he, in dem die KSS-Grenze gültig ist, viele vers
hiedene Systeme um-fasst. Ebenso wurde na
h der Mögli
hkeit, Gegenbeispiele zu konstruieren, gesu
ht [47℄. Währendbei alltägli
hen Flüssigkeiten wie Wasser oder au
h �üssigem Helium die KSS-Grenze von η/sum Gröÿenordnungen übertro�en wird, s
heint das Quark-Gluon-Plasma ein Kandidat für dasasymptotis
he Errei
hen der KSS-Grenze zu sein [48℄.Wir können nun mit den vorliegenden Re
hnungen versu
hen, dieses Verhältnis zu überprüfen.Dazu verwenden wir die Mean-�eld-Entropiedi
hte s und die S
herviskosität na
h der vorliegendenBere
hnung. In Abbildung 5.7 ist das Verhalten für den Pauli-Villars-Parametersatz 5 gezeigt.Aufgetragen sind die Beiträge π und σ sowie deren Summe als Funktion der Temperatur. DasVerhältnis errei
ht in der Nähe des Mott-Übergangs ein Maximum und fällt dana
h stark ab. DieKSS-Grenze wird dabei unters
hritten. Dies kann vers
hiedene Gründe haben. Zum einen ist kann
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hungen der Re
hnung, dem statis
hen Limes, zurü
kzuführen sein. Anderseitskönnen Regulatore�ekte der Grund für die Unters
hreitung sein. Man sollte au
h ni
ht vergessen,dass au
h die Gültigkeit der KSS-Grenze ni
ht als bewiesen angesehen werden kann.5.7 Ausbli
k: Weitere Näherungsmethoden5.7.1 Quarkpropagatoren mit endli
her BreiteEs wurde bereits diskutiert, dass der Konstituentenquarkloop keinen Beitrag zur S
herviskositätliefert, da der Peak der Hartree-Quark-Spektralfunktion keine Breite besitzt. Nun kann mannatürli
h Methoden verwenden, die dem Propagator S′ eine Breite zuordnen.Dies kann zum einen ges
hehen, in dem man phänomenologis
h eine Quark-Spektralfunktionvorgibt, deren Parameter man motiviert. Statt eines δ-Peaks kann eine andere normierte Vertei-lung benutzt werden. Eine derartige Re
hnung kann mit der aus der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnungbekannten Breit-Wigner-Verteilung d
d(x) =

1

2π

Γ

(x−m)2 + Γ 2/4
(5.85)getan werden. Bea
htet werden müssen au
h no
h die Eigens
haften der Spektralfunktion (wiesie si
h zum Beispiel in Abs
hnitt 3.3.2 �nden). Eine sol
he Re
hnung wurde bereits dur
hgeführt[16℄. Die Problematik eines sol
hen Vorgehens liegt natürli
h in der S
hwierigkeit, den äuÿerenParameter Γ zu wählen und seine Temperaturabhängigkeit zu bestimmen.Eine weit konsistenteres Vorgehen ist die Verwendung von 1/Nc-Korrekturen zur Quark-Selbst-energie Σ.

Σ(p) = Σ(a) +Σ(b)(p) (5.86)
= + (5.87)Den Korrekturterm Σ(a) kennen wir bereits aus Abs
hnitt 5.3.4, aber au
h Σ(b) tau
ht in Ab-s
hnitt 5.3.3 im Term Πb auf. Der korrigierte Quarkpropagator SΣ kann nun dur
h die Selbst-energiebeiträge ausgedrü
kt werden.

SΣ = S(p)Σ(a)S(p) + S(p)Σ(b)(p)S(p) (5.88)Wie s
hon gesehen wurde, ist Σ(a) reell und konstant und verändert somit zwar die Konstituenten-quarkmasse, gibt ihm jedo
h keine endli
he Breite. Σ(b) dagegen kann die Quark-Sektralfunktionverändern. Dies ges
hieht jedo
h ni
ht im statis
hen Limes. So muÿ entweder volle Impulsab-hängigkeit von Meson-Verti
es berü
ksi
htigt werden oder zu einer anderen Näherung gegri�enwerden.5.7.2 Andere Vertex-NäherungenDer statis
he Limes ist ni
ht die einzige Näherung, die bei Meson-Vertizes vollzogen werdenkann. Eine andere Mögli
hkeit, die Impulsabhängigkeit von Quarkdreie
ken oder Quarkviere
kenzu approximieren, ist ein Verfahren des Typs
|k + q| = max(|k|, |q|). (5.89)Hier wird also die Summe zweier Vektoren dur
h den gröÿeren Vektor genähert. Daraus folgtsofort, dass das Skalarprodukt k · q vers
hwindet, denn mit dieser Näherung gilt automatis
h

k · q =
1

4

(

(k + q)2 − (k − q)2
)

=
1

4

(

max 2(|k|, |q|) − max 2(|k|, | − q|)
)

= 0. (5.90)Ein sol
her Ansatz wurde ebenfalls s
hon in einer Bere
hnung der S
herviskosität benutzt [49℄.



Kapitel 6Zusammenfassung und Ausbli
kWir untersu
hten das Nambu-Jona-Lasinio-Modell im Vakuum sowie im Medium als Funkti-on der Temperatur T und des 
hemis
hen Potentials µ. Dabei verwendeten wir zunä
hst dieStandard- beziehungsweise Mean-�eld-Approximationen Hartree+RPA. Wir legten ein besonde-res Gewi
ht auf die Untersu
hung der Mesonen π und σ und leiteten deren Spektralfunktionenher. Die Verwendung der Pauli-Villars-Regularisierung ermögli
hte es uns, interessante Aspekteder Spektralfunktion wie au
h Erweiterungen des Modells über die Standard-ApproximationenHartree+RPA hinaus vornehmen zu können. Der Rahmen dieser Erweiterung wurde von derEntwi
klung in 1/Nc vorgegeben. Mit Hilfe des groÿkanonis
hen Potentials diskutierten wir dasMean-�eld-Phasendiagramm des Modells und konnten das Verhalten vers
hiedener Parametersät-ze miteinander verglei
hen. Zusätzli
h bere
hneten wir die Entropiedi
hte in diesem Näherungs-s
hritt. Dabei wurden die Vor- und Na
hteile der vers
hiedenen übli
hen Regularisierungss
he-mata und deren Varianten diskutiert. Wir konnten auÿerdem Eigens
haften des σ-Mesons amkritis
hen Endpunkt des Phasendiagramms untersu
hen. Wir benutzten dazu die Pauli-Villars-Regularisierung und fanden das erwartete Verhalten im Teil
hen-Lo
h-Bran
h der Spektralfunk-tion, wie es s
hon in anderen Regularisierungss
hemata auftrat. Wir bere
hneten die Beiträgezum thermodynamis
hen Potential dur
h mesonis
he Fluktuationen in nä
hsthöherer Ordnungin 1/Nc. S
hlieÿli
h haben wir erstmals die S
herviskosität des NJL-Modells in führender ni
ht-vers
hwindender Ordnung in der Entwi
klung O(1/Nc) hergeleitet. Wir haben diesen Transport-koe�zienten numeris
h im statis
hen Limes bere
hnet. Die Ergebnisse wurden für Parameterähnli
h der der Experimente am RHIC diskutiert. Wir erhielten als Ergebnis, dass die S
her-viskosität im Rahmen der Entwi
klung für groÿe Temperaturen klein wird. Dies werteten wirals Hinweis, dass das Quark-Gluon-Plasma Verhaltensweisen eines nur s
hwa
h viskosen Fluidszeigt. Die KSS-Grenze, die als eine universelle Grenze für die Viskosität eines hydrodynamis
henSystems vorges
hlagen wurde, erlaubte es uns, einzus
hätzen, in wie weit dieses Verhalten demeiner idealen Flüssigkeit entspri
ht. Die Ergebnisse legten die gute Übereinstimmung mit einemsol
hen idealisierten Fluid nahe, au
h wenn aufgrund der Näherungen ein quantitativer S
hlussni
ht mögli
h war. Wir untersu
hten weiterhin das Verhalten der S
herviskosität am kritis
henEndpunkt des Phasendiagramms. Wir beoba
hten dabei, dass der σ-Beitrag zur Viskosität in derNähe des kritis
hen Endpunktes sehr groÿ wird und haben damit ein weiteres Charakteristikumdieses Punktes gefunden.Die Re
hnungen dieser Arbeit zeigen bereits, dass die S
herviskosität im NJL-Modell dur
h eineBere
hnung in nä
hsthöherer Ordnung in 1/Nc ein interessantes Verhalten aufweist. Da es nö-tig war, für einen ersten Einbli
k in dieses Gebiet weitere Näherungen dur
hzuführen, kann dieUntersu
hung dieses hydrodynamis
hen Parameters no
h ni
ht als abges
hlossen gelten. Die na-türli
he Fortsetzung besteht darin, die einzelnen Nährungen zu hinterfragen und zu s
hrittweiseauf sie zu verzi
hten.Eine erste Erweiterung der hier vorgestellten Re
hnungen zur S
herviskosität kann im Verlas-sen des statis
hen Limes bestehen. Neben der ni
ht-bosonisierten Behandlung der O(1/Nc)-Entwi
klung sind aber au
h andere Näherungen für die Vertizes denkbar. Do
h das groÿe Zielwäre die Bere
hnung in einer O(1/Nc)-Entwi
klung bis zur benötigten Ordnung N0
c ohne weitereVereinfa
hungen. Dieses geht weiter als die bloÿe Berü
ksi
htung weiterer Terme im Ausdru
kfür die Viskosität. Es beinhaltet au
h die konsistente Berü
ksi
htigung von mesonis
hen Kor-57



KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 58rekturen in der Minimierung des thermodynamis
hen Potentials. Dies führt zu Korrekturen zurQuark-Selbstenergie und Modi�kationen der Propagatoren der Mesonen. Die Grundlage zu die-sen Erweiterungen wurden mit der Bere
hnung der mesonis
hen Beiträge ΩM in dieser Arbeitgelegt. Eine Berü
ksi
htigung dieser Beiträge verspri
ht au
h interessante Askpekte in anderenFragestellungen des NJL-Modells, bei denen thermodynamis
he Potentiale eine Rolle spielen.



Anhang AElementare Integrale im VakuumA.1 Die Gapglei
hung: iI1Das hier zu vereinfa
hende Integral iI1 genügt der Glei
hung
iI1 = i

∫ d4k

(2π)4
1

k2 −m2 + iǫ
(A.1)mit ǫ > 0 in�tesimal und dem Quadrat des Viererimpuls k2 = k2

0 −k2. Wir de�nieren die Energie
E2

k = m2 + k2 und führen eine Partialbru
hzerlegung dur
h.
iI1 = i

∫ dk0

2π

∫ d3k

(2π)3
1

2Ek

(

1

k0 −
√

E2
k − iǫ

− 1

k0 +
√

E2
k − iǫ

) (A.2)Da ǫ eine in�nitesimale Grösse ist, können wir diesen Ausdru
k ums
hreiben.
iI1 = i

∫ dk0

2π

∫ d3k

(2π)3
1

2Ek

(

1

k0 − Ek + iǫ
− 1

k0 + Ek − iǫ

) (A.3)Wir wollen nun die k0-Integration analytis
h dur
hführen. Dies ist re
ht einfa
h mit Hilfe desResiduensatzes zu realisieren. Wir denken uns den Integranden als Funktion von k0 in die kom-plexe Zahlenebene fortgesetzt. Er besitzt zwei Pole, in Abbildung A.1(a) dargestellt. Wir addierenein weiteres Stü
k Integrationsweg (siehe Abbildung A.1(b)), das die Kurve s
hliesst und keinenBeitrag liefert, und erhalten so eine ges
hlossene Kurve, die einen Pol enthält. Wir wenden nunden Residuensatz an und erhalten das Endergebnis.
iI1 =

∫ d3k

(2π)3
1

2Ek

(A.4)Hierbei konnten wir stetig die Fortsetzung von ǫ na
h Null dur
hführen. iI1 enthält keine in�ni-tesimale Gröÿe mehr.A.2 Mesonen: iIIn diesem Abs
hnitt behandeln wir das Integral
iI(q) =

∫ d4k

(2π)4
1

[k2 −m2 + iǫ][(k + q)2 −m2 + iǫ]
. (A.5)Wieder ist ǫ > 0 in�nitesimal. Mit Unformungen, die analog zu denen im vorangegangenenAbs
hnitt A.1 sind, gelangen wir zu dem Ausdru
k

iI(q) =

∫ d3k

(2π)3

∫ dk0

2π

{

1

4EkEkq

(

1

k0 − Ek + iǫ
− 1

k0 + Ek − iǫ

)

×

×
(

1

k0 + q0 − Ekq + iǫ
− 1

k0 + q0 + Ekq − iǫ

)

}

. (A.6)59
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(a) (b)Abbildung A.1: Umformung von Interationswegen in der komplexen k0-Ebene ausgehend vonGlei
hung (A.3).

(a) (b)Abbildung A.2: Umformung von Interationswegen in der komplexen k0-Ebene ausgehend vonGlei
hung (A.6).Hierbei ist E2
kq = m2 + (k + q)2. Um die k0-Integration analytis
h auszuführen, betra
hten wirden Integranden in der komplexen Zahlenebene. Es besitzt dieses Mal vier Pole, zwei in deroberen Halbebene und zwei in der unteren Halbebene. Diese Struktur ist in Abbildung A.2(a)dargestellt. Dem auf der reellen A
hse verlaufenden Integrationsweg fügen wir einen beitragslosenHalbkreisbogen mit k0 im positiven Imaginärteil hinzu und s
hlieÿen ihn so (siehe AbbildungA.2(b)). Mit dem Residuensatz erhalten wir

iI(q) =

∫ d3k

(2π)3
1

4EkEkq

1

q20 − s2E
(Ek + Ekq). (A.7)Die neu eingeführte Variable sE = Ek+Ekq bezei
hnet die Summe der beiden Energien. Wir setzenTranslationsinvarianz in k voraus und können so im zweiten Summanden dur
h Substitution

k′ = k+ q und ans
hlieÿendes Umbenennen und Zusammenfassen der Integrale das Endergebnis
iI(q) =

∫ d3k

(2π)3
1

2Ek

1

q20 − s2E
(A.8)erhalten. Hierbei sei angemerkt, dass die Translationsinvarianz bei einer Cut-o�-Regularisierung(siehe Abs
hnitt 2.6) ni
ht allgemein gegeben ist, sondern nur für q = 0 erfüllt ist.



Anhang BElementare Integrale im MediumB.1 Die Gapglei
hung: iI1Im Medium erhalten wir das elementare Integral
iI1 = −

∫ d3k

(2π)3
T
∑

iωk

1

(iωk + µ)2 − k2 −m2
. (B.1)Hierbei ist T die Temperatur und µ das 
hemis
he Potential. Die Summe läuft über alle fermio-nis
hen Matsubarafrequenzen

iωk = (2n+ 1)πiT , n ∈ Z. (B.2)Wir können wie im Vakuum die Energie E2
k = m2 + k2 de�nieren.

iI1 = −
∫ d3k

(2π)3
T
∑

iωk

1

(iωk + µ)2 − E2
k

. (B.3)Haben wir im Vakuum ein Integral über k0 gehabt, dass si
h analytis
h auswerten lieÿ, haben wirnun eine Summe. Die übli
he Te
hnik, mit der sol
herlei Matsubarafrequenzen bere
hnet werden,s
hreibt die Summe formal in ein Integral in der komplexen Ebene um.
iI1 =

∫ d3k

(2π)3

∮

C

dz
2πi

nF (z)
1

(z + µ)2 − E2
k

. (B.4)Hierbei bezei
hnet C eine Kurve, die aus Ringen in der komplexen Ebene um die fermioni-s
hen Matsubarafrequenzen besteht. Das andere neu eingeführte Symbol bezei
hnet die Fermi-Verteilungsfunktion nF (x) = (exp(x/T ) + 1)−1. Diesen S
hritt ma
ht man si
h am Besten rü
k-wärts, das heiÿt von Glei
hung (B.4) na
h Glei
hung (B.3), klar. Der Integrand von Glei
hung(B.4) hat in der Komplexen Ebene zwei Pole bei z = ±Ek − µ dur
h den Nenner des letztenTerms und zusätzli
h unendli
h viele Pole bei den fermionis
hen Matsubarafrequenzen dur
h dieFermi-Verteilungsfunktion nF . Diese Pole und der Integrationsweg C sind in Abbildung B.1(a)verans
hauli
ht. Wendet man nun den Residuensatz auf dieses Integral um die Pole der Fermi-Verteilungsfunktion an, gelangt man zu Glei
hung (B.3). Ein Vorteil ergibt si
h nun, weil derIntegrationsweg au
h zu einem Weg C′, abgebildet in Abbildung B.1(b), umgeformt werden kann.Nun ums
hlieÿt der Integrationsweg ledigli
h die zwei Pole bei ±Ek − µ. Davon lässt si
h dasResiduum lei
ht ausre
hnen. Man erhält
iI1 =

∫ d3k

(2π)3
dz
2πi

(nF (−Ek − µ) − nF (Ek − µ)). (B.5)Nun nutzt man die Eigens
haft der Fermi-Verteilungsfunktion
nF (−x) = 1 − nF (x) (B.6)61
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(a) Weg C (b) Zwis
hens
hritt (
) Weg C′Abbildung B.1: Umformung von Interationswegen in der komplexen k0-Ebene ausgehend vonGlei
hung (A.3).aus und kommt so zum Endergebnis
iI1 =

∫ d3k

(2π)3
dz
2πi

(1 − nF (Ek − µ) − nF (Ek + µ)). (B.7)Oft werden die beiden Fermi-Verteilungsfunktionen in Glei
hung (B.7) mit nF (Ex −µ) = nk und
nF (Ek + µ) = nk bezei
hnet, da sie als die Korrekturen dur
h die Quarks und Antiquarks desMediums interpretiert werden können. Man sieht au
h sofort die Verbindung zu iI1 im Vakuumund kann so das Integral in einen Vakuum- und einen Mediumanteil aufspalten.B.2 Mesonen: iIWir wenden uns dem Integral iI im Medium zu.

iI(iωq,q) = −
∫ d3k

(2π)3
T
∑

iωk

1

[(iωk + µ) − k2 −m2][(iωk + iωq + µ) − (k + q)2 −m2]
(B.8)Hierbei läuft iωk analog zu der Re
hnung in B.1 wieder über alle fermionis
hen Matsubarafre-quenzen. Degegen ist iωq als Summe zweier fermionis
her Matsubarafrequenzen eine bosonis
heMatsubarafrequenz der Form

iωq = 2nπiT , n ∈ Z. (B.9)Wir führen analog zu A.2 die Energien Ek und Ekq ein, E2
k = k2 +m2, E2

kq = (k+q)2 +m2 undkönnen so iI ein Stü
k kompakter s
hreiben.
iI(iωq,q) = −

∫ d3k

(2π)3
T
∑

iωk

1

[(iωk + µ) − E2
k][(iωk + iωq + µ) − E2

kq ]
(B.10)Wieder s
hreiben wir die Matsubarasumme in ein Konturintegral um.

iI(iωq,q) = −
∫ d3k

(2π)3

∮

C

dz
2πi

nF (z)
1

[(z + µ) − E2
k ][(z + iωq + µ) − E2

kq ]
(B.11)Der Integrationsweg C verläuft um die fermionis
hen Matsubarafrequenzen herum. Um diesesWegintegral vereinfa
hen zu können, betra
hten wir den Integranden in der komplexen Zahlene-bene von z. Neben den Polen dur
h die Fermi-Verteilungsfunktion bei z = (2n+ 1)πinT , n ∈ Z,gibt es no
h vier weitere Pole bei z = ±Ek−µ und z = ±Ekq −µ− iωq. Die Pole sowie der Weg Csind im Abbildung B.2(a) gezeigt. Über den Zwis
hens
hritt in Abbildung B.2(b) formen wir Cin C′ um, wel
her in Bild B.2(
) gezeigt wird. Nun werden ledigli
h vier Pole von C′ ums
hlossen.Dieses Integral kann man mit Hilfe des Residuensatzes analytis
h ausre
hnen.
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(a) Weg C (b) Zwis
hens
hritt (
) Weg C′Abbildung B.2: Umformung von Interationswegen in der komplexen z-Ebene ausgehend von Glei-
hung (B.11). Die Pole sind bei ±Ek −mu, ±Ekq − iωq − µ und iωk. iωq ist eine bosonis
he, iωksind fermionis
he Matsubarafrequenzen.
iI(iωq,q) = −

∫ d3k

(2π)3
T
∑

iωk

1

4EkEkq

×
{

nF (Ek − µ)

iωq − dE

− nF (Ekq − µ)

iωq + dE

− nF (Ek − µ)

iωq + sE

+
nF (−Ekq − µ)

iωq + sE

−nF (Ek − µ)

iωq − sE

+
nF (Ekq − µ)

iωq − sE

+
nF (−Ek − µ)

iωq + dE

− nF (−Ekq − µ)

iωq + dE

} (B.12)Hierbei ist sE = Ekq +Ek die Summe der beiden Energien und dE = Ekq −Ek die Di�erenz derbeiden Energien. Ausgenutzt wurde, dass nF (x+ iωB) = nF (x) für alle bosonis
hen Matsubara-frequenzen iωB gilt. Dur
h ges
hi
ktes Aufteilen in Einzelsummanden, Substitution k′ = k + qund Rekombination kann man die Energien Ekq aus den Fermi-Verteilungsfunktionen eliminieren.
iI(iωq,q) = −

∫ d3k

(2π)3
T
∑

iωk

1

4EkEkq

{

nF (Ek − µ)

(

1

iωq − dE

− 1

iωq + dE

− 1

iωq + sE

+
1

iωq − sE

)

+nF (−Ek − µ)

(

1

iωq + sE

− 1

iωq − sE

+
1

iωq + dE

− 1

iωq − dE

)

} (B.13)Benutzt man nun wieder den Tri
k nF (−x) = 1−nF (x), so vers
hwinden einige Summanden undübrig bleibt
iI(iωq,q) =

∫ d3k

(2π)3

(

1

Ek

− nk + nk

2EkEkq

sE

)

1

(iωq)2 − s2E
− nk + nk

2EkEkq

dE

1

(iωq)2 − d2
E

. (B.14)Wie bereits in Abs
hnitt B.1 de�niert, ist nk = nF (Ek−µ) und nk = nF (Ek+µ). Dieser Ausdru
kist für imaginäre Matsubarafrequenzen iωq de�niert. Um ihn für reelle Energien q0 zu bere
hnen,muss nun die stetige Fortsetzung iωq → q0 + iǫ bere
hnet werden. Den Realteil erhält man sofort,in dem ǫ = 0 gesetzt wird und so das Integral in ein Hauptwertintegral übergeführt wird.ReiI(q0,q) =

∫ d3k

(2π)3

(

1

Ek

− nk + nk

2EkEkq

sE

)

1

q20 − s2E
− nk + nk

2EkEkq

dE

1

q20 − d2
E

. (B.15)Um den Imaginärteil zu erhalten, muss ein wenig mehr Aufwand betrieben werden, was im fol-genden Abs
hnitt getan wird.



ANHANG B. ELEMENTARE INTEGRALE IM MEDIUM 64B.3 Der Imaginärteil von iIIn diesem Abs
hnitt wird der Imaginärteil des Integrals iI hergeleitet. Dies ges
hieht dur
h dieErsetzung iωq → q0 + iǫ in Formel (B.14). Dur
h diese Ersetzung wird man den Ausdru
k vonImiI erhalten, der für den retardiertenMesonpropagator benötigt wird. Der avan
ierte Propagatorwürde über eine analoge Re
hnung iωq → q0−iǫ bere
hnet - einfa
her ist es jedo
h, das retardierteErgebnis komplex zu konjugieren, was zum glei
hen Ergebnis führt. Mit Hilfe der Identität
lim
ǫ→0

Im 1

x+ iǫ
= −πδ(x) (B.16)gelangt man so zuImiI(q0,q) = −

∫

d3k

(2π)3

{

π

2sE

(

1

Ek

− nk + n̄k

2EkqEk

sE

)

(δ(q0 − sE) − δ(q0 + sE))

− π

2dE

nk + n̄k

2EkqEk

dE (δ(q0 − dE) − δ(q0 + dE))

} (B.17)Wir s
hreiben das Integral in Kugelkoordinaten. Das Koordinatensystem von k wählen wir derart,dass q in die kz Ri
htung zeigt. Wir ents
hlieÿen uns dazu, die δ-Funktion bei der θ-Integrationzu berü
ksi
htigen. Diese Integration lässt si
h sofort ausführen. Wir müssen im Folgenden immerUnters
heidungen tre�en, ob q20 − q2 raumartig oder zeitartig ist.Falls q2 = q20 − q2 > 0:ImiI(q0,q) = − 1

8π

∫ ∞

m

dEk

√

E2
k −m2

|k| · |q| θ(q2 − 4m2)×

×
{

θ(q0 − Ek)(q0 − Ek)

(

1

q0
− nk + nk

2(q0 − Ek)

)

χ[
q0
2 ±

√
△](Ek)

− θ(−q0 − Ek)(−q0 − Ek)

(

1

−q0
− nk + nk

2(−q0 − Ek)

)

χ[− q0
2 ±√△](Ek)

+ θ(q0 + Ek)(q0 + Ek)

(

− nk + nk

2(q0 + Ek)

)

χ[− q0
2 ±

√
△](Ek)

− θ(−q0 + Ek)(−q0 + Ek)

(

− nk + nk

2(−q0 + Ek)

)

χ[
q0
2 ±

√
△](Ek)

} (B.18)Falls q2 = q20 − q2 < 0:ImiI(q0,q) = − 1

8π

∫ ∞

m

dEk

√

E2
k −m2

|k| · |q| θ(−q2)×

×
{

θ(q0 − Ek)(q0 − Ek)

(

1

q0
− nk + nk

2(q0 − Ek)

)

(

1 − χ[
q0
2 ±√△](Ek)

)

− θ(−q0 − Ek)(−q0 − Ek)

(

1

−q0
− nk + nk

2(−q0 − Ek)

)

(

1 − χ[− q0
2 ±

√
△](Ek)

)

+ θ(q0 + Ek)(q0 + Ek)

(

− nk + nk

2(q0 + Ek)

)

(

1 − χ[− q0
2 ±

√
△](Ek)

)

− θ(−q0 + Ek)(−q0 + Ek)

(

− nk + nk

2(−q0 + Ek)

)

(

1 − χ[
q0
2 ±

√
△](Ek)

)

} (B.19)Das neu eingeführte Symbol √△ ist auf folgende Weise de�niert.
√

△ =
|q|
2

√

q2 − 4m2

q2
(B.20)
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harakteristis
hen Funktionen χ s
hränken nun das Ek-Integra-tionsintervall weiter ein.Falls q2 = q20 − q2 > 0:ImiI(q0,q) = − 1

8π
θ(q20 − q2 − 4m2)

1

|q|

×
{

θ(q0)

∫

[
q0
2 ±

√
△]

dEk

(

1 − Ek

q0
− 1

2
(nk + nk)

)

+ θ(−q0)
∫

[− q0
2 ±

√
△]

dEk

(

1 +
Ek

q0
− 1

2
(nk + nk)

)

} (B.21)Falls q2 = q20 − q2 < 0:ImiI(q0,q) =
1

16π|q|

∫ ∞

− q0
2 +

√
△
dEk(nk + nk) − 1

16π|q|

∫ ∞

q0
2 +

√
△
dEk(nk + nk) (B.22)Diese Ausdrü
ke lassen si
h no
h ein Stü
k weiter vereinfa
hen. Als Endergebnis erhält manIntegrale über endli
he Raumberei
he.Falls q20 − q2 > 0 (zeitartiger Impuls)ImiI(q0,q) =

1

16π
θ(q20 − q2 − 4m2)sgn(q0)

×
(

−
√

1 − 4m2

q20 − q2
+

1

|q|

∫ | q0
2 |+

√
△

| q0
2 |−

√
△

dEk(nk + n̄k)

)

, (B.23)Falls q20 − q2 < 0 (raumartiger Impuls)ImiI(q0,q) =
1

16π|q|sgn(q0)

∫

√
△+| q0

2 |

√
△−| q0

2 |
dEk(nk + n̄k) (B.24)Das verbliebene Integral lässt si
h sogar mit Hilfe der Stammfunktion

∫ dx 1

exp( x
T

) + 1
= −T ln

(

1 + exp(− x

T
)
) (B.25)analytis
h lösen.



Anhang CDas Quark-Dreie
kWir wollen hier −iΓ (π)
△ bere
hnen, wobei wir letztendli
h daran interessiert sind, eine Näherungfür kleine einlaufende Impulse zu ma
hen. So werden wir den externen Impuls iωe gänzli
h ver-na
hlässigen.

−iΓ (π,σ)
△ =

∫ d4k

(2π)4
Tr (kxγ

2S(k)Γπa,σS(k + p)Γπb,σS(k)
)

+ ex. (C.1)Der Zusatz +ex bedeutet, dass beide Umlaufri
hungen berü
ksi
htigt werden. Dies wird dur
hden Übergang p→ −p realisiert. Na
h Auswertung der Spur erhalten wir
−iΓ (π)

△ = −4NcNfδab

{∫ d4k

(2π)4

(

kxky

[k2 −m2]2
− kxpy

[k2 −m2][(k + p)2 −m2]

)

−p2

∫ d4k

(2π)4
kxky

[k2 −m2]2[(k + p)2 −m2]

}

+ ex. (C.2)
−iΓ (σ)

△ = −4NcNf

{∫ d4k

(2π)4

(

kxky

[k2 −m2]2
− kxpy

[k2 −m2][(k + p)2 −m2]

)

−(p2 − 4m2)

∫ d4k

(2π)4
kxky

[k2 −m2]2[(k + p)2 −m2]

}

+ ex. (C.3)Die ersten beiden Summanden sind glei
h, beim dritten ist der Vorfaktor lei
ht vers
hieden.Der Integrand des ersten Termes ist antisymmetris
h und fällt somit weg. Es bleiben die beidenanderen, die nun ζ1,2 genannt seien.
ζ1 =

∫ d4k

(2π)4
pykx

[k2 −m2][(k + p)2 −m2]
(C.4)

= −1

2
pxpy

∫ d4k

(2π)4
1

[(k − p
2 )2 −m2][(k + p

2 )2 −m2]
(C.5)

ζ2 =

∫ d4k

(2π)4
kxky

[k2 −m2]2[(k + p)2 −m2]
(C.6)

=

∫ 1

0

2(1 − x)dx∫ d4l

(2π)4
(lx − xpx)(ly − xpy)

[l2 −m2 + p2x(1 − x)]3
(C.7)

= pxpy

∫ 1

0

2(1 − x)dx∫ d4l

(2π)4
1

[l2 −m2 + p2x(1 − x)]3
(C.8)Nun wird eine Taylorentwi
klung von ζ1 und ζ2 na
h p bis zur ersten ni
htvers
hwindendenOrdnung dur
hgeführt. Das ist hier die quadratis
he. Da eine ähnli
he Entwi
klung von [17℄ mit66
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her Limes versehen wird, nennen wir diese Vereinfa
hung den quadratis
henstatis
hen Limes (abgekürzt qsl). Dabei ist der Vorfaktor p2 bzw. p2 − 4m2 vor ζ2 ni
ht zuvergessen.
ζqsl
1 = −1

2
pxpy

∫ d4k

(2π)4
1

[k2 −m2]2
(C.9)

ζqsl
2 =

1

6
pxpy

∫ d4k

(2π)4
1

[k2 −m2]3
(C.10)Der Austaus
hterm führt zu einem Faktor zwei. Damit ist au
h s
hon das Endergebnis errei
ht.

−iΓ (π)qsl

△ = −4NcNfδabpxpy

∫ d4k

(2π)4
1

[k2 −m2]2
(C.11)

−iΓ (σ)qsl

△ = −4NcNfpxpy

(∫ d4k

(2π)4
1

[k2 −m2]2
− 4

3
m2

∫ d4k

(2π)4
1

[k2 −m2]3

) (C.12)
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