
Bestimmung von αk und β

I Eigenschaften:

i) HD hermitesch ⇒ αk , β hermitesch

ii) αk 2
= β2 = 1 ⇒ Eigenwerte = ±1

iii) trαk = trβ = 0

z.B.: trαk β2=1
= tr[αkββ]

zykl. Vert.
= tr[βαkβ]

{αk ,β}=0
= − tr[αkββ] = −trαk

⇒ trαk = 0

iv) Da die verschiedenen αk untereinander und mit β antikommutieren,
müssen sie linear unabhängig sein.

⇒ Suche vier linear unabhängige hermitesche Matrizen mit Spur null.

I Allgemein: N2 − 1 lin. unabh. hermitesche N × N-Matrizen mit Spur null.

I Spur = Summe der Eigenwerte ⇒ N gerade
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I N = 2 ⇒ nur N2 − 1 = 3 solche Matrizen

,

z.B. Pauli-Matrizen: σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
I kleinst mögliche Dimension: N = 4

I spezielle Wahl (,,Standarddarstellung”, ,,Dirac-Darstellung”):

αk =
(

0 σk

σk 0

)
, β =

(
11 0
0 −11

)
(in 2× 2 Blockschreibweise)

I Es gibt unendlich viele andere mögliche Darstellungen.

I Observable sind aber von der Wahl der Darstellung unabhängig.
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I HD =
(~c

i α
k∂k + βmc2

)
, αk , β: 4× 4-Matrizen

Þ Wellenfunktion ψ =


ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 ,,Dirac-Spinor”

I kein Vierervektor!

I Zahl der Komponenten hängt zwar von der Raumzeitdimension ab,
ist aber nicht unbedingt identisch:

D Raumzeitdimensionen

Þ D linear unabh. spurlose hermitesche N × N-Matrizen

Þ N2 − 1 ≥ D

Beispiel: D = 3 Þ N = 2, z.B. αk , β: Pauli-Matrizen
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Kontinuitätsgleichung

I hermitesch adjungierter Spinor: ψ† =
(
ψ∗1 ,ψ∗2 ,ψ∗3 ,ψ∗4

)
I Kurzschreibweise: ~α · ~∇ ≡ αk∂k

Þ Dirac-Gleichung: i~ ∂∂t ψ =
(~c

i ~α · ~∇ + βmc2
)
ψ

∣∣∣ 1
i~ψ
† ×

I hermitesch adjungierte Gleichung:

−i~ ∂∂t ψ
† =

(
− ~c

i (~∇ψ†) · ~α+ mc2ψ† β
)

∣∣∣ × − 1
i~ψ

⇒ ψ† ∂∂t ψ +
(
∂
∂t ψ

†) ψ = −cψ† ~α · ~∇ψ − c(~∇ψ†) · ~αψ

⇔ ∂
∂t

(
ψ†ψ

)
= −~∇ ·

(
cψ† ~αψ

)
Þ Kontinuitätsgleichung:

∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j = 0 mit ρ = ψ†ψ,

~j = c ψ† ~αψ
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(
∂
∂t ψ

†) ψ = −cψ† ~α · ~∇ψ − c(~∇ψ†) · ~αψ

⇔ ∂
∂t

(
ψ†ψ

)
= −~∇ ·

(
cψ† ~αψ

)
Þ Kontinuitätsgleichung:

∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j = 0 mit ρ = ψ†ψ,

~j = c ψ† ~αψ
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Wahrscheinlichkeitsinterpretation

I Wahrscheinlichkeitsdichte:

ρ = ψ†ψ = |ψ1|2 + |ψ2|2 + |ψ3|2 + |ψ4|2 ≥ 0 X

I Wahrscheinlichkeitsstromdichte: ~j = c ψ† ~αψ

Interpretation:

~v = d~x
dt = 1

i~
[
~x , H

]
(Heisenberg-Bild)

ausgewertet für H = HD:

vk = 1
i~
[
xk , ~c

i α
l∂l + βmc2

]
= −cαl

[
xk , ∂l

]︸ ︷︷ ︸
=−δk

l

= cαk

⇒ ~v = c~α

⇒ ~j = ψ† ~v ψ (vgl. klassische Punktladung:~j = ρ~v )
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2.6 Dirac-Gleichung in kovarianter Form

I Dirac-Gleichung: i~ ∂∂t ψ =
(~c

i ~α · ~∇ + βmc2
)
ψ

⇔
(

i
c
∂
∂t + iαk∂k − mc

~ β
)
ψ = 0 | β×

⇔
(
iβ∂0 + iβαk∂k − mc

~
)
ψ = 0

I Def.: γ0 ≡ β , γk ≡ βαk ,,γ-Matrizen”

⇒
(
iγ0∂0 + iγk∂k − mc

~
)
ψ = 0

⇔
(

iγµ∂µ −
mc
~

)
ψ = 0 Dirac-Gleichung in kovarianter Form

(Die genauen Transformationseigenschaften werden wir noch untersuchen.)

I ,,Feynman-Slash”: /a ≡ γµaµ für beliebige Vierervektoren (aµ)

⇒
(

i /∂ − mc
~

)
ψ = 0
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Eigenschaften der γ-Matrizen

I Erinnerung: γ0 = β, γk = βαk

αk † = αk , β† = β, {αk ,αl} = 2δkl , {αk ,β} = 0, β2 = 1

I Hermitezität:

⇒ γ0† = β† = β = γ0 hermitesch

γk † =
(
βαk

)†
= αk †β† = αkβ = −βαk = −γk anti-hermitesch

I Antivertauschungsrelationen: {γµ, γν} = 2gµν

I explizite Form in der Dirac-Darstellung:

γ0 = β =
(

11 0
0 −11

)
γk = βαk =

(
11 0
0 −11

)(
0 σk

σk 0

)
=
(

0 σk

−σk 0

)
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Kontinuitätsgleichung

Dirac-Gleichung:
(
iγµ∂µ − mc

~
)
ψ = 0

⇒ 0 = −i∂µ ψ†γµ† − ψ† mc
~ ≡ ψ†

(
−iγµ†

←
∂ µ − mc

~

) ∣∣∣ × γ0

⇒ ψ†
(
−iγµ†γ0

←
∂ µ − mc

~ γ
0

)
= 0

γµ†γ0 =

{
γ0†γ0 = γ0γ0

γk †γ0 = −γkγ0 = γ0γk

}
= γ0γµ

⇒ ψ†γ0

(
−iγµ

←
∂ µ − mc

~

)
= 0

Def.: ψ ≡ ψ†γ0 ,,adjungierter Spinor”

⇒ ψ

(
−iγµ

←
∂ µ −

mc
~

)
= 0 adjungierte Dirac-Gleichung
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⇒ ψ
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←
∂ µ −

mc
~
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I Dirac-Gleichung:
(
iγµ∂µ − mc

~
)
ψ = 0

I adjungierte Gleichung: ψ
(
− iγµ

←
∂ µ − mc

~
)

= 0

⇒ 0 = ψ
(
iγµ∂µ − mc

~
)
ψ − ψ

(
− iγµ

←
∂ µ − mc

~
)
ψ = iψγµ

(
∂µ +

←
∂ µ
)
ψ

= i∂µ
(
ψγµψ

)
Þ Kontinuitätsgleichung in kovarianter Form: ∂µjµ(x) = 0

mit dem erhaltenen Viererstrom jµ(x) ∝ ψ(x)γµψ(x)

⇒ ρ = 1
c j0 = ψγ0ψ = ψ†γ0γ0ψ = ψ†ψ X

jk = cψγkψ = cψ†γ0γ0αkψ = cψ†αkψ X
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2.7 Lösungen der freien Dirac-Gleichung

1. Lösungen mit verschwindendem Impuls (,,ruhende Teilchen”):

I ~pψ = ~
i
~∇ψ = 0

Þ Dirac-Gleichung in nicht-kovarianter Form:

i~ ∂∂t ψ(t) = βmc2 ψ(t) = mc2

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

ψ(t)

I linear unabhängige Lösungen:

ψ(1)(t) =

 1
0
0
0

 e−
i
~ mc2t , ψ(2)(t) =

 0
1
0
0

 e−
i
~ mc2t ,

ψ(3)(t) =

 0
0
1
0

 e+ i
~ mc2t , ψ(4)(t) =

 0
0
0
1

 e+ i
~ mc2t
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ψ(1) =

 1
0
0
0

 e− i
~ mc2 t , ψ(2) =

 0
1
0
0

 e− i
~ mc2 t , ψ(3) =

 0
0
1
0

 e+ i
~ mc2 t , ψ(4) =

 0
0
0
1

 e+ i
~ mc2 t

I Energieeigenwerte:

E ψ = i~ ∂∂t ψ

⇒ E =
{

+mc2 für ψ(1,2)

−mc2 für ψ(3,4)

⇒ Das Problem negativer Energien existiert auch für die Dirac-Gleichung!

(Aber Dirac hat einen genialen Ausweg gefunden→ später ... )
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2. Allgemeiner Fall (beliebige Impulse):

I freie Dirac-Gleichung:
(
i /∂ − mc

~
)
ψ = 0

I freie Teilchen ⇒ Viererimpuls = Erhaltungsgröße

Þ Ansatz: ebene Wellen

i) positive Energien

Ansatz: ψ(x) = ψ(+)
p (x) ≡

(
ϕ(p)

χ(p)

)
e−

i
~ p·x , E ≡ p0 > 0,

ϕ =
(
ϕ1

ϕ2

)
, χ =

(
χ1

χ2

)

i∂/ e−
i
~ p·x = iγµ∂µe−

i
~ pνxν

= iγµ
(
− i

~pν δνµ
)

e−
i
~ p·x = 1

~ p/ e−
i
~ p·x

⇒ 0 =
(
i /∂ − mc

~
)
ψ(+)

p (x) = 1
~
(
/p −mc

)
ψ(+)

p (x)
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⇒
(
/p −mc

)(ϕ(p)

χ(p)

)
= 0

/p = γµpµ = γ0 E
c − ~γ · ~p =

( E
c −~σ · ~p

~σ · ~p −E
c

)
⇒

(
/p −mc

)(ϕ(~p)

χ(p)

)
=
( E

c −mc −~σ · ~p
~σ · ~p −E

c −mc

)(
ϕ(p)

χ(p)

)
= 0

Þ Gleichungssystem:

(E −mc2)ϕ(p) − ~σ · ~pc χ(p) = 0

~σ · ~pc ϕ(p) − (E + mc2)χ(p) = 0 ⇒ χ(p) = ~σ·~pc
E+mc2 ϕ(p)
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I Produkt zweier Pauli-Matrizen: σkσl = δkl + iεklmσm

⇒ ~σ · ~a~σ · ~b = ak bl σkσl = ~a · ~b + i
(
~a× ~b

)
· ~σ

⇒ (~σ · ~p)2 = ~p 2

⇒ 0 !=
(

E −mc2 − ~p 2c2

E+mc2

)
ϕ(p) = 1

E+mc2

(
E2 −m2c4 − ~p 2c2

)
ϕ(p)

automatisch erfüllt, wenn E2 = m2c4 + ~p 2c2 gilt

Þ zwei linear unabhängige Lösungen:

ϕ↑ = N
(

1

0

)
, ϕ↓ = N

(
0

1

)
, N = Normierungsfaktor

I zugehörige ,,untere” Komponenten des Dirac-Spinors: χ(p) = ~σ·~pc
E+mc2 ϕ(p)

(nichtrelativistisch unterdrückt Þ ,,kleine Komponenten”)
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