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i) ak°=32=1 = Eigenwerte = +1
i) traX =trB=0
zykl._Vert.

2 K g1
2B.: trak "= ek Bp] fod B0

= traf=0

tr[Bak 3] —tr[aBp] = —traX

iv) Da die verschiedenen o untereinander und mit 3 antikommutieren,
mussen sie linear unabhangig sein.

= Suche vier linear unabhangige hermitesche Matrizen mit Spur null.
» Aligemein: N? — 1 lin. unabh. hermitesche N x N-Matrizen mit Spur null.

» Spur = Summe der Eigenwerte = N gerade
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» N=2 = nur N> — 1 = 3 solche Matrizen,
. . 0 1 0 —i 1 0
_ . 1 _ 2 _ 3 _
z.B. Pauli-Matrizen: o' = (1 0) , 0° = < ; 0) , 0° = <0 1 )
» kleinst mogliche Dimension: N =4

» spezielle Wahl (,,Standarddarstellung”, ,Dirac-Darstellung”):

0 of 1l 0
kK _ _ . . .
af = < o 0 > B = ( 0 —1 > (in 2 x 2 Blockschreibweise)

» Es gibt unendlich viele andere mdégliche Darstellungen.

» Observable sind aber von der Wahl der Darstellung unabhéngig.

16.11.2020 | Michael Buballa | 2



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

> Hp = (% ok + Bmc?), oF, B: 4 x 4-Matrizen

— Wellenfunktion ¢ = »Dirac-Spinor”

16.11.2020 | Michael Buballa | 3



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

> Hp = (% ok + Bmc?), oF, B: 4 x 4-Matrizen

— Wellenfunktion ¢ = »Dirac-Spinor”

» kein Vierervektor!

16.11.2020 | Michael Buballa | 3



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

> Hp = (% ok + Bmc?), oF, B: 4 x 4-Matrizen

V1
V2
V3
V4

— Wellenfunktion ¢ = »Dirac-Spinor”

» kein Vierervektor!
» Zahl der Komponenten hangt zwar von der Raumzeitdimension ab,
ist aber nicht unbedingt identisch:
D Raumzeitdimensionen
— D linear unabh. spurlose hermitesche N x N-Matrizen
- N2-1>D

16.11.2020 | Michael Buballa | 3



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

> Hp = (% ok + Bmc?), oF, B: 4 x 4-Matrizen

V1
V2
V3
V4
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» kein Vierervektor!
» Zahl der Komponenten hangt zwar von der Raumzeitdimension ab,
ist aber nicht unbedingt identisch:
D Raumzeitdimensionen
— D linear unabh. spurlose hermitesche N x N-Matrizen
- N2-1>D

Beispiel: D=3 — N=2, z.B. af, p: Pauli-Matrizen
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» hermitesch adjungierter Spinor: ot = (¢7,v3, 93, ¢})
» Kurzschreibweise: @ -V = X8y

— Dirac-Gleichung: ih2 vy = (1€ &-V + Bmc?) ) |kl x
» hermitesch adjungierte Gleichung:

—ihZpt = (= ke (Vpt)- @+ mc2pt B) ‘ x =Ly

= T2y + (29l y = —cyt@ Vi —c(Vyh) - @y

& & (W) = ~V - (vt ay)
- Kontinits . | 0p = = , o
ontinuitatsgleichung: T +V.-j= mit p = YTy,
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V=% - L[%H] (Heisenberg-Bild)

ausgewertet fur H = Hp:

vk = LXK B olg + Bmc?] = —ca! [X*,0)] = caX
——
-5t
= V = ca
= =ty (vgl. klassische Punktladung: j = pV)
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v

Erinnerung: % =3, +* = BaX
off = ok, BT =5, {ak o'} =259 {o¥p}=0, B2 =1
Hermitezitat:

v

= %" -8t = B=4° hermitesch
AT 2 (ﬁak)T = o Bt = akB = —Bak = —4k anti-hermitesch

Antivertauschungsrelationen:  {y#,4*} = 2g*

v

v

explizite Form in der Dirac-Darstellung:

#er-(309)
1 0 0 of 0 o
7k=BO‘k=<0—11><ako>=(—ak o>
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i TO<_ mec .0
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-
= 0= =g, iyt —yi e = yi (—iw“*%—?) \ x
—
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0,0
0 _ YYo= 7Y _ A0
7“7_{7“0_ kA0 Ok}_,y,yu
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. H <_
= 0= —id iyt —pl g2 = (—w*”c%—"#) | <

—
= 1/)1‘ (_ifY/tT,yoau — ”};nyo> =0
of .0 0.0

’Y“T’YO - Y=Y - ,YO,YM

D

+—
= iy (—iv“au—"%c) =0
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) v -0

adjungierte Dirac-Gleichung
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» Dirac-Gleichung: (i'yl‘@# — %) "

— —
» adjungierte Gleichung: o (—iv*9, — %) = 0
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|
o

_ <
» adjungierte Gleichung: o (—iv*9, — %) = 0

0 = (i 0= )y~ B~ 0, — )

iy (9, + 0,)
10, (Py+)

— Kontinuitatsgleichung in kovarianter Form: | 9,j*(x) = 0

mit dem erhaltenen Viererstrom — j#(x) oc 1b(x)y 1 (x)
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o

» Dirac-Gleichung: ("0, — 52) ¢ =

» adjungierte Gleichung: ¢ ( — iy 8H — %) =0

_ — _ =

= 0= ("0 = F) = (=" 0y — FE)Y = Py (0 + 0,0
10y, (yHab)

— Kontinuitatsgleichung in kovarianter Form: | d,j*(x) = 0

mit dem erhaltenen Viererstrom | j#(x) = cE(x)y‘%/;(x)‘
P =% = T % = gy v
ey Y = cypiy®y%aky = cplaky v

1
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1. Lésungen mit verschwindendem Impuls (,,ruhende Teilchen”):
> Py = 2Vy =0
— Dirac-Gleichung in nicht-kovarianter Form:

ihgy w(t) = Bmc® ¥(t)
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1. Lésungen mit verschwindendem Impuls (,,ruhende Teilchen”):
> Py = 2Vy =0
— Dirac-Gleichung in nicht-kovarianter Form:

ihg () = Bmc2y(t) = mc?

coco -~
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|
N
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2.7 Lésungen der freien Dirac-Gleichung

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
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1. Lésungen mit verschwindendem Impuls (,,ruhende Teilchen”):
> By = 2V = 0
— Dirac-Gleichung in nicht-kovarianter Form: 10 o0 o0
) 01 0 O
Ih% P(t) = ,@mCZ’(/J(t) = mc? 0 0 -1 0 ()
0 0 —1
» linear unabhangige Lésungen:
1 0
L) = g ef%mczf, WA() = (1) efémgt,
0 0
0 0
w(S)(t) — (1) e+7"imczt, w(4)(t) _ g e+%m02t
0 1
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e—rilmczt’ @ = e—%mczt, W = e+%mczt, @ = et met

¢<1> -

[=Ne N
=N Y]
= NeNe)]
- o oo

» Energieeigenwerte:

Ev=ihZy
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1 0 0 0
i 2 i 2 i 2 i 2
P = 8 P (1) e mmt @) = (1) et nm @) - 8 et met
0 0 0 1

» Energieeigenwerte:

+mc?  fur 12

.y
Ev=irgy = E-= { —mc? fur @Y
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1 0 0 0
i 2 i 2 i 2 i 2
P = 8 P (1) e mmt @) = (1) et nm @) - 8 et met
0 0 0 1

» Energieeigenwerte:

9 +mc?  fur (2
Ev=irgy = E-= { —mc? fur @Y

= Das Problem negativer Energien existiert auch fir die Dirac-Gleichung!
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1 0 0 0
i 2 i 2 i 2 i 2
o = 8 e~ Hmt @ = (1) e~ Hmt W = (1) et hmt @ = 8 ot Eme’t
0 0 0 1

» Energieeigenwerte:

5 +mc?  fur 12
Eg=indey = E = { Tt e

= Das Problem negativer Energien existiert auch fir die Dirac-Gleichung!

(Aber Dirac hat einen genialen Ausweg gefunden — spéter ...)
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2. Allgemeiner Fall (beliebige Impulse):

» freie Dirac-Gleichung: (i — 22)¢ =0

» freie Teilchen = Viererimpuls = Erhaltungsgréi3e
— Ansatz: ebene Wellen

i) positive Energien

Ansatz: (x) = 1/1,(.-;+)(X) - <90(p)

e~ P, E=p">0,
x(p)> P

P () ()
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2. Allgemeiner Fall (beliebige Impulse):

» freie Dirac-Gleichung: (i — 22)¢ =0

» freie Teilchen = Viererimpuls = Erhaltungsgréi3e
— Ansatz: ebene Wellen

i) positive Energien

Ansatz: ¥(x) = P (x) = <¢(p;> e~ P, E=p">0,

x(p
o= (2) = (2)

iPe=TPX = ,‘,yu(i)ue—%pux” - i (~Lp, 57) e iPX 1 g e hpx
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2. Allgemeiner Fall (beliebige Impulse):

» freie Dirac-Gleichung: (i — 22)¢ =0

» freie Teilchen = Viererimpuls = Erhaltungsgréi3e
— Ansatz: ebene Wellen

i) positive Energien

Ansatz: ¥(x) = P (x) = <¢(p;> e~ P, E=p">0,

x(p
o = (#’1 ) x = (X1 )
w2 )’ T \xe
iPe=TPX = ,‘,yu(i)ue—%pux” - i (~Lp, 57) e iPX 1 g e hpx

= 0= (i =5) v () = 5 (p—me) v’ ()
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- ( —mc) (@(5)) _ <§—mc —&ﬁ >(<P(P)> -0
x(p) dp —-S-mec )\ xp
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P=7“p,u=70%7'75= <5_»05 fll_—;p>
w(ﬁ)) (E—mc -7-p >(<P(P)>
_ = C“ - = O
= (p=mo) (x(p) 78 —E-me )\ xp

— Gleichungssystem:
(E —mc?) p(p) —&-pcx(p) = 0
d-pce(p) — (E+mc®) x(p) = 0
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P=7“p,u=70%7'75= <5_»05 fll_—;p>
w(ﬁ)) (E—mc -7-p >(<P(P)>
_ = C“ - = O
= (p=mo) (x(p) 78 —E-me )\ xp

— Gleichungssystem:
(E—mc®) p(p) —d-pcx(p) = O
d-pce(p) — (E+mc®) x(p) = 0
Grenzfall B — 0:  (E — mc?) ¢(E,0) = (E + mc?)x(E,0) = 0
= E=mc x=0 V
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w(ﬁ)) (E—mc -7-p >(<P(P)>
_ = C“ - = O
= (p=mo) (x(p) 78 —E-me )\ xp

— Gleichungssystem:
(E —mc?) p(p) — & -pex(p) = 0
G-Pecpp) —(E+mcA)x(p) = 0 = x(p) = 225 o(p)

S =2 2
= (E—mcz— (‘é+’?n0°2)<p(p) =0
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» Produkt zweier Pauli-Matrizen: oo’ = 6% + ie

= #.3G-b = & boko! = §~b+i(axb).5

klm m
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» Produkt zweier Pauli-Matrizen: oo’ = 6% + ie

= #.3G-b = & boko! = §~b+i(axb).5

kim om

= (@-P?=p°

=~ 0= (E —me? - < ) PP) = Eomz (E* — mPc’ — B2¢?) ¢(p)

E+mc?

automatisch erfiillt, wenn E2 = m?c* + p2c? gilt
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= #.3G-b = & boko! = §~b+i(axb).5

kim om

= (@-P?=p°

=~ 0= (E —me? - < ) PP) = Eomz (E* — mPc’ — B2¢?) ¢(p)

E+mc?
automatisch erfiillt, wenn E2 = m?c* + p2c? gilt

— zwei linear unabhangige Lésungen:

1 0
or =N (0) . o =N (1 ) N = Normierungsfaktor
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» Produkt zweier Pauli-Matrizen: g/ = 6% + jekimgm

= #.3G-b = & boko! = §~b+i<é'><b)~6

= (@-P?=p°

! 522 .
=02 (E-md— 22 ) p(p) = g (B2 = mPc* — B2%) p(p)
automatisch erfiillt, wenn E2 = m?c* + p2c? gilt

— zwei linear unabhangige Lésungen:

1 0
or =N (0) . o =N (1 ) N = Normierungsfaktor

» zugehdrige ,,untere” Komponenten des Dirac-Spinors: x(p) = E‘i'mﬁiz p(p)
(nichtrelativistisch unterdrickt — ,kleine Komponenten”)
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