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)

» Losungen positiver Energie mit 5= 0: 1 = ug(B = 0) e~ 7™Mt

» kleine nichtverschwindende Impulse: p2 < m?c?
ot

= E-—mé~ % < me@ — Ansatz: ¥(t,7) = e 7™t ( (
X ]

o 3

» ©, x: zweikomponentige Spinoren, die im Vergleich zu e~ 7met
nur langsam mit der Zeit variieren:

inZo| < |mc?g|, |ihgx| < |me? x|

23.11.2020 | Michael Buballa | 1



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

o(t,7)

t7) = — Lmc®t
viLn=e X(t,7)

2 i o8 ;
G0 mcp + ihg8 _imt
= /h@ = > s e n

mcx + ihgf

23.11.2020 | Michael Buballa | 2



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

_ Lmc? SD(LF)
v =e t(xmﬂ)

2 i o8 ;
G0 mcp + ihg8 _imt
= /h@ = > s e n
mcx + ihgf

-3

= (kea-V+pBme)y

23.11.2020 | Michael Buballa | 2




TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT
O (so(’ﬂ)
x(t,7)
2, . 100 _
N ihg _ mc <p+/h§t o Lme?t
t mc?x + ih X
- 0 &V mec® 0
= (Beq@-V+pBme?)y = |Le - + , || ¥
c-V 0 0 —mc

23.11.2020 | Michael Buballa | 2



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT
O (so(’ﬂ)
x(t,7)
2, , inde _
N ihg _ mc <p+/h§t o Lme?t
t mczx+i717>t<
: he = O 2 h
= (Eea.-V+pBme?)y = |L2e + > || ¥

23.11.2020 | Michael Buballa | 2



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT
O (so(’ﬂ)
x(t,7)
2, , inde _
N ihg _ mc <p+/h§t o Lme?t
t mczx+i717>t<
: he = O 2 h
= (Eea.-V+pBme?)y = |L2e + > || ¥

(3
=
&
S
I
-5
Qy
<Lt
=

23.11.2020 | Michael Buballa | 2



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT
O (so(’ﬂ)
x(t,7)
2, , inde _
N ihg _ mc <p+/h§t o Lme?t
t mczx+i717>t<
: he = O 2 h
= (Eea.-V+pBme?)y = |L2e + > || ¥

0 —mc

—

Vy

I
-
®
3
I
~g
Qi

) I lind: x| <|mc® x|
ih9X = Ieg. Vo —2me2y =

~ o2
ot i X~ 3imc9 V(p

23.11.2020 | Michael Buballa | 2



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT
O (so(’ﬂ)
x(t,7)
2, 4 in2e _
N ihg _ mc <p+/h§t o Lme?t
t mczx+i717>t<
= ("eq -V +pmc®)y = |1e 0 ¥
i i - 0 —mc2
_ mc?p + i 3( o bmet
—mc?y + 70 -V
B0 _ hez e ~ 1 (7.9
= Ihgp =70 VX = %~ —g5(7- )90

|ifi 8 x|<|mc® x|
=

2O I I
Ih—X=ETU Vo —2me?x XQ[’T},;L‘O”VQO

23.11.2020 | Michael Buballa | 2



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

23.11.2020 | Michael Buballa | 3



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

5
[
2

hj(a ) 6)%

T 2m

-, — = -,

» Erinnerung: (¢-38)(G-b)=a-b+i(@x b)-

ST

23.11.2020 | Michael Buballa | 3



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

00 R = &\2
» Erinnerung: (3-8)(G-b)=4a-b+i(@x b)-&
0 R -
.hi ~ 2
- | at? 2mv v

» Schrddinger-ahnliche Gleichung fir den zweikomponentigen Spinor ¢
(— Pauli-Spinor, Spin 1, s.u.)

23.11.2020 | Michael Buballa | 3



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

00 R = &\2
» Erinnerung: (3-8)(G-b)=4a-b+i(@x b)-&
0 R -
.hi ~ 2
- | at? 2mv v

» Schrddinger-ahnliche Gleichung fir den zweikomponentigen Spinor ¢
(— Pauli-Spinor, Spin 1, s.u.)

)

i

» ebene Wellen: ¢ «x e #(Ent=P7)  E =

‘Bl

n
3

23.11.2020 | Michael Buballa | 3



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

i 2
ih%e ~ L

» Erinnerung:

(¢- V)%

(@-3) @ b) =

=

at”

h2

62
m@

» Schrédinger-ahnliche Gleichung fir den zweikomponentigen Spinor ¢

(— Pauli-Spinor, Spln 5, S.U.)

» ebene Wellen:

= X~

2:mc

%0 xX e h(Enr ﬁ?)’

G-V

Q
Sy

N

m

C

12

Enr =

oL

)

n
3

23.11.2020 | Michael Buballa | 3



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

00 R = &\2
» Erinnerung: (3-8)(G-b)=4a-b+i(@x b)-&
0 R -
.hi ~ 2
- | at? 2mv v

» Schrddinger-ahnliche Gleichung fir den zweikomponentigen Spinor ¢
(— Pauli-Spinor, Spin 1, s.u.)

» ebene Wellen: ¢ x e~ 7!

= XzzimcU.VQO:?c(p

23.11.2020 | Michael Buballa | 3



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

200 R > &\2
» Erinnerung: (3-8)(G-b)=4a-b+i(@x b)-&
0 R -
.hi ~ 2
- | at? 2mv v

» Schrddinger-ahnliche Gleichung fir den zweikomponentigen Spinor ¢
(— Pauli-Spinor, Spin 1, s.u.)

L(Evt—PF B?
» ebene Wellen: ¢ o e nlEwt=PT) - F = Lo

1Bl < mo
h =

= XR g0 -Vo=35Ep Ix| < l¢l

— sinnvoller nichtrelativistischer Grenzfall. v
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» nicht-relativistische Naherung + schwache elekir. Felder: |B|c, g < mc?

— Ansatz wie zuvor: ¢ = <@> e~ Fmet
X

2m

= ih%gp: {—i5~(§—%ﬁ)6~(6—%ﬁ)+q¢}gp

Ubung | ., O - iq =2 hg _ =
s
- rTad 2m(V hc) v
Pauli-Gleichung fir nichtrelativist. Spin-%-TeiIchen im elktromagnetischen Feld

(B=V x A)
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» Vereinfachungen:
» homogenes Magnetfeld: B = const.
(wahlezB. A= 1B x 7)

» schwaches Magnetfeld:  vernachlassige B2-Terme

Goung %62f2;:w<Z+2§)'1§+Q¢}90

mit L=Fxp=Fx2V Bahndrehimpuls

S= g& Spin
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» Erinnerung an die nichtrelativistische QM:
1 0

= h h

g = Sz=20'3=2<0 1)

S2=2(21+02+08) =321 = s(s+1)h21 mits=1

S-=

NSt

» gemeinsame Eigenzustinde von S2 und S,:

1
|S=12,m5=+;>ELpTE<O> = SZL,OT= %(,DT

0
|s=1§,ms=—1§)z<p¢5 (1> = SZLpJ,:—%(pJ,
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> Wir hatten:  ih2 o = [— g2 (L+2S> B+ qu} 0
— magnetische Wechselwirkungsenergie:
Emagn = — 58 (L+28) B = —ji- B
» magnetisches Moment: [ = figann + fispin
> [Bahn = %CZ
> fspin = 28 = ;2.gS, g=2 ,gyromagnetisches Verhaltnis”

— 2mc

» experimentell: g.- =2- (1,001 159652 180 73(28))

/l\
QED-Strahlungskorrekturen

o =2-2,79 nicht punktférmig (kein ,Dirac-Teilchen”)
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Wir wollen zeigen, dass die Dirac-Gleichung, (iv*8, — 5¢) 1(x) = 0,
unter Lorentz-Transformationen x’* = A#_ x¥ forminvariant ist,
also im ,gestrichenen” Koordinatensystem Form

(0], = ) W' x) =0 (@) = 58)

annimmt.
» Bemerkungen:

» Die y-Matrizen sollen nicht transformiert werden.

Insbesondere sind sie nicht die Komponenten eines Vierervektors.

» Es ist damit zu rechnen, dass sich der Spinor nicht wie ein Skalarfeld
verhalt (vgl. Klein-Gordon: ®¢’(x’) = ®(x)), sondern nicht-trivial
transformiert:

(X)) = S(N)p(x), S(A): Matrix im Dirac-Spinor-Raum
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0 = ("8, — ™) 1(x) Ou =0\, P(x) = SN (X)
it N, — ) STHAW (X)) | SIA) x

(
(
= (SN, S (N) — 5€) ¢/ (x)
(is(
- (i

ISINA”, S (N) O], — T2 ) &' (')

vy — %) W' (x) = S(/\)/\”M’Y“Sq(/\) ="

& | STHNYS(A) = A 4

» Die rechte Seite sieht aus wie Transformation eines Vierervektors.
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» Allgemein gilt (vgl. Abschnitt 2.2): Alf‘/\"ﬂ =0%
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N, =g", +Aw”,, Aw”,,: infinitesimal

» Allgemein gilt (vgl. Abschnitt 2.2): Alf‘/\"ﬂ =0%
= 9% = (9% + Aw,?) (g"B + Aw“ﬂ) =% + Dw s + Awy” + O(AW?)
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23.11.2020 | Michael Buballa | 11



Explizite Konstruktion von S(A)

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

» infinitesimale eigentliche orthochrone Lorentz-Transformation:
N, =g", +Aw”,, Aw”,,: infinitesimal
» Allgemein gilt (vgl. Abschnitt 2.2): Alf‘/\"ﬂ =0%
= g% = (9% + Aw,?) (g"B + Aw“ﬂ) =% + Dw s + Awy” + O(Aw?)
= Awg+ Awﬁo‘ =0 & Aw+AwP*=0
= (AwP) ist eine antisymmetrische 4 x 4-Matrix
— 6 unabhangige Komponenten: Aw®', Aw®, Aw®, Aw?, Aw™, Aw'

= 6 Generatoren der Lorentz-Gruppe:
» 3 Boosts in x-, y- und z-Richtung
» 3 Drehungen um die x-, y- und z-Achse
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» Ansatz: S(A)=1+7, 7 =infinitesimale 4 x 4-Matrix
= ST N =1-71 (= S7'S=1+0(r?) V)
Avel v
» ST1y¥S=A Pl

= (1—7)v"1+71) = (g”u + Aw”u) yH
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» Ansatz: S(A)=1+7, 7 =infinitesimale 4 x 4-Matrix
= ST N =1-71 (= S7'S=1+0(r?) V)
> SIS = A
= (M—1n"(M+7) = (9", +Aw”,) "

& AT = A+ AW e (v, 7] = Aw” A
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» Ansatz: S(A)=1+7, 7 =infinitesimale 4 x 4-Matrix
= SN =1-71 (= S7'S=1+0(12) V)
> SIS = A
= (M—1n"(M+7) = (9", +Aw”,) "
S A HYIT =Ty = Y+ Aw"/ﬂ“ & ['y”, 7'] = Aw"//y“

» Losung: T = —ﬁAw”‘ﬂ Oag Mt oag = é[’ya,wa]
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» Ansatz: S(A)=1+7, 7 =infinitesimale 4 x 4-Matrix
= ST N =1-71 (= S7'S=1+0(r?) V)

> SIS = A

= (M—1n"(M+7) = (9", +Aw”,) "
& AT = A+ AW e (v, 7] = Aw” A
» Losung: T=—1Aw o5 Mt oap = L [Va, V8]

Beweis: explizites Auswerten von [v”, 7] = $Aw* [, [ya, 78]
unter Verwendung von
> {Va, 8} =200 © V8Va = Va8 +20as
» Aw*Pg,p =0, da (Aw™?) antisymmetrisch ist.
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» infinitesimale Transformationen:

SI\", = g+ Awh,)) =1 — iAwO‘B Gas
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» infinitesimale Transformationen:

SI\", = g+ Awh,)) =1 — iAwO‘B Gas

» endliche Transformationen:
Hintereinanderschalten unendlich vieler infinitesimaler Transformationen
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