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» Ziel: Lésen der Schrédinger-Gleichung
buwhvwwv E (D) = 5K g(7)

& (V24 K2)gg(7) = 4 V(P) G ()
mit der Randbedingung

r—oo

Up(P) =X e+ (0, 9) & = KT+ F(K',K) &

» Green'sche Funktion: (V?+k?)Gy(r, 1) = 63(F — )

(2

Definition von G)
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» Ziel: Lésen der Schrédinger-Gleichung
(- W+vwm3 Ex (1) = 5= (1)

& (V24 K2)gg(7) = 4 V(P) G ()
mit der Randbedingung

r—oo

Ve TF e 4 f0,0) & = X + 1K' k) &
» Green'sche Funktion: (V?+ k?)Gy(r, 1) = 8%(F — r’) (= Definition von Gy)

— allgemeine Lésung der Schrédinger-Gleichung (formal):

oiln) + [ &P GulEF) T V) Ut

o(P) = % = e*7:  Ldsung der homogenen Dgl. (V2+ k) pp(r) =0
mit der korrekten Randbedingung
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» Definition: (V2 + k?) Gk(F, 7’) = 63(F — ')

» Integraldarstellung der 6-Funktion: 63(F — 7') = fdaq gldF=7")

= (V24 KE) G, ) = [ @977 (K2~ 62) 6@ * [k @777

(@m)®
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» Definition: (V2 +k2)Gy(7, ") = 6(F — ")

» Fourier-Transformation: Gk(7,7') = G(Fr —r') = fdaq eld™=7") G(q)

— FUhre infintesimalen imaginaren Term ein, um den Pol zu umschiffen:

A (G i
G (q) = Ke—g2tie
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£)2 2 &g G (T o oy o
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» Vorgehensweise:

Erweitere den Integrationsweg auf eine geschlossene Kontur C in der
komplexen Ebene,

iqs

(oo} .
4+ iqs g
F;£ () = J da T = gdq o
— 00

und verwende den Residuensatz.
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» Vorgehensweise:

Erweitere den Integrationsweg auf eine geschlossene Kontur C in der
komplexen Ebene,

iqs

(oo} .
4+ iqs q:
F(s) = J da PogiE = (jjdq o mal
— 00

und verwende den Residuensatz.
» Anforderung an C:

» C muss die reelle Achse enthalten.
» Der Rest darf nicht zum Integral beitragen.
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» Vorgehensweise:

Erweitere den Integrationsweg auf eine geschlossene Kontur C in der
komplexen Ebene,

iqs

(oo} .
+ iqs g
F(s)= [ dq PogiE = équ o mal
— 00

und verwende den Residuensatz.
» Anforderung an C:

» C muss die reelle Achse enthalten.
» Der Rest darf nicht zum Integral beitragen.

» €% verschwindet in der oberen komplexen Halbebene exponentiell mit |g|

= F(s)= § dg =%  (Halbkreis im Unendlichen tragt nicht bei)
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(£)y7 7 _ 1 1 d igs 1 _ 1
= G = Gre o as idqe (q—kq:ie’ q+kiia'>

» relevant fir den Residuensatz: Pole in der oberen Halbebene
» G): Polbeiq=k+ic/,  Residuum: e*s
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(£)y7 7 _ 1 1 d igs 1 _ 1
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. G§(+): Pol bei g = k + i¢’, Residuum: e*s
. GE(—): Pol bei g = —k +ic’, Residuum: —e s

07.12.2020 | Michael Buballa | 5



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

11 ot
> —gtie T FoRTE — Pkt € = 2ke

- -t o __1(f_ 1 1
= (g—kFic)qrkxie) — ~ 2k (q—kzpis/ q+k:|:ie’)

(£)y7 7 _ 1 1 d igs _ 1
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» relevant fir den Residuensatz: Pole in der oberen Halbebene
. G§(+): Pol bei g = k + i¢’, Residuum: e*s
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(£)y7 7 _ 1 1 d igs _ 1
= G = Gre o as que (q KFie’ q+kiia'>

» relevant fir den Residuensatz: Pole in der oberen Halbebene
. G§(+): Pol bei g = k + i¢’, Residuum: e*s
. GE(—): Pol bei g = —k +ic’, Residuum: —e s
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r2
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> o E—— = > = I 2
> F—7 =/ F=T2=VF2—2F F +7'2=r\/1 -2 +
r>r F PN
> r—t-r'=r—*t-r’
= G(:I:)(F F/) r>r 4 eER ipF 1 eEW ik K' = Kk}
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> () = 5T+ [P Ge(F, T) V(F!) dp(F)
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>r—soo = r>r

> PP = (F—F)2=VF2—2F F 47 2= /1200 4 22

’

r=r 7 = P

s r—+-r'=r—F-r’
= G(:I:)(F 7) > 1 et pikiF _ 1 eEN FikF K' = k}
k \s ax r © =" r © ’ =Kkr

» GI): auslaufende Kugelwellen = richtige Asymptotik

Gk
> GE( : einlaufende Kugelwellen — falsche Asymptotik

> () = 5T+ [P Ge(F, T) V(F!) dp(F)
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> [F—F'|=/(F— =VP2—2F T/ +F'2=r\/1 -2 2
r>r’ F s =
— r—f.r'=r—F-r’
(£) = =/ r>r 1 i/kr ikt 7 _ 1 i/kr :Flkl =/ e — s
= G(rnr) — —-%—e =—;-%—e ; k' =kt

» G: auslaufende Kugelwellen — richtige Asymptotik

> GE( : einlaufende Kugelwellen — falsche Asymptotik

o 2 o . .
> | = 574 25 [ P GPET) V) vl
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> UM = &5 B [ GYE T V) G(P)

- ikr k! . —
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» Bisher:

Schrédinger-Gleichung noch nicht geldst, sondern nur die
Differenzialgleichung in eine Integralgleichung tberflhrt:

V(D) = €7+ 2 [ &P GIFT) VIF) $p(F)
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» Bisher:

Schrédinger-Gleichung noch nicht geldst, sondern nur die
Differenzialgleichung in eine Integralgleichung tberflhrt:

VplP) = €% + B8 [ r GO T V) v(F)

» Vorteile:
» Randbedingungen bereits eingearbeitet
» gunstigerer Startpunkt fir numerische oder approximative Lésungen:

Far schwache Potenziale ist das Integral nur eine kleine Korrektur zur
einlaufenden Welle. — iterative Losung
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> Setze U(7) =2 V(7)

= Yp(F) = €57+ [ dPr GOFF) UF') p(F)
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= Yp(F) = €57+ [ dPr GOFF) UF') p(F)

= R [P GE ) U [T
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> Setze U(7) =2 V(7)
= Yp(F) = €57+ [ dPr GOFF) UF') p(F)
= R [P GE ) U [T
+ [ o G F) U (P

ik-7

e
+ [ GO P U R
+ f a3 f a3r’ fo)(F, F’) U(F') G}ﬁ(?’, F”) U(F") N

+ ...
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— Born’sche Reihe:

o S} i 2
¢R(;’) - kT 4 Z f d3r' Kli/)(;', F/) ekt
j=1
mit

K77 = GO P U

KT = [ GO T U KO(F", 7'
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— Born’sche Reihe:

o S} i 2
¢R(;’) - kT 4 Z f d3r' Kli/)(;', F/) ekt
j=1
mit

K77 = GO P U

> Streuamplitude: f(k’,k) = —z= [ d®r e~ k"7 Y(F) Vp(F")

07.12.2020 | Michael Buballa | 10



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

— Born’sche Reihe:

K77 = GO P U

» Streuamplitude: f(k',k) = —7= [d® e "7 UF") yp(F)
= KR = == { [ o e R T Uy &R

+f d3r f a3r” e—i;'?' U(FI) G(+)(Fl, F//) U(F//)eil}"?//

)

ES
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» Born’sche Reihe flr die Streuamplitude:

f(kl, R‘) — _ﬁ{ derl e—iE/-F/ U(F/) eik~?'
+f d3r f a3r” e—i;'?' U(F/) G§(+)(Fl, F//) U(F//)eik‘r/

» Interpretation:

Einfachstreuung + Zweifachstr. + Dreifachstr. + ...
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K K) ~ FOK' K = — & [ e T U(F’) ek
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» Berlicksichtige nur den ersten Term:

2/

K K) ~ FOK' K = — & [ e T U(F’) ek

—gt [P e T ()
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» Berlicksichtige nur den ersten Term:

f(R/, /_(') ~ f(1)(E/, E) _ 7ﬁ f aBr efii(",?/ U’ eil_é?/

= | V(q)=[d®re @ V() Fouriertransformierte des Potenzials

G=k'—k »Impulsibertrag”

07.12.2020 | Michael Buballa | 12



(Erste) Born’sche Néaherung TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

» Berlicksichtige nur den ersten Term:

(k' K) ~ fO(K’, K)

2/

1 k7! — ik,
- der/e ik"-r U(r/)elkr

= gl [ & e KR V()

= | (@) =[d®" e @7 V(F')  Fouriertransformierte des Potenzials

G=k'—k »Impulsibertrag”

» Zentralpotenzial: V()= V(r) = V(g) = V(q)
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» Berlicksichtige nur den ersten Term:

2/

f(R/, /_(') ~ f(1)(E/, E) _ 7ﬁ f aBr e*il_(".F’ U’ eil_ér

= | (@) =[d®" e @7 V(F')  Fouriertransformierte des Potenzials

G=k'—k »Impulsibertrag”

» Zentralpotenzial: V()= V(r) = V(g) = V(q)

— - -, - - - = k'=k .20
G2 =(K' —K2=K?2+k2—2K"-Kk"“Z*2k2(1 — cos 6) = 4Kk?sin? &

g=2ksin? — Ok’ k) = £"(0) hangt nurvon k und ¢ ab
(gilt auch far die hheren Ordnungen).
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> f(k' K) ~ fO(K' K) + FO(Kk',K)
> Ak k) = —- (%

4

) de fd3 —ik'F! V(r') G§(+)(F’, Py V(F") eil?-?"
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> f(k' K) ~ fO(K' K) + FO(Kk',K)
> f(2)(/_('/’/_<') _ 47r ( ) de fds —ik’T’ V(7' G;ﬁ(?’,?”) V(F") eil?-?”

)1 2y _ [Pk LK (7 =F") 1
> GO = [ e PRI
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> f(k' K) ~ fO(K' K) + FO(Kk',K)
> f(2)(/_('/’/_<') _ 47r ( ) de fds —ik’T’ V(7' G;ﬁ(?’,?”) V(F") eil?-?”

- =1

)1 2y _ [Pk LK (7 =F") 1
> GO = [ e PRI

= f(2)(E/’E) S (7;;) fd3k” (fd3r e~ iK' V(F’) eil?”‘F’) 1

k2—k'"2+je
% (der e—lk . V(F‘//) eik~?”)
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) + f@(k’, K)
> f(z)(k’,k) = 47r ( ) fd3 [Br" —ik'-F’ V(F') GE(J')(F’,?”) V(7" k7"
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v
=
>~1
=
-
=1
1

)+ FA(K’ k)

> f(z)(k’,k) = 47r ( ) fd3 [Br" —ik'-F’ V(F') GE(J')(F’,?”) V(7" k7"

dr e—i;’?' V(F/) eil;"/'?’) 1

K2—K'"2+ic

2 31 o~ = — - = -
=~ () JES5 VK K" g VK" = K)

k2—k''24je

dakl/ ~ 4’// 7 —

271'}7,2 f k )E E”+IE V(k k)
; _ K%K? 1 _ hRK''?
mit E = B und E” = B
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3 !
Qe B . M d°k ! _ ! 1 e I
K k) = 5 /(27r)3 Vik' — K"y ———— V(k" — K)

. _ h2k2 " _ hzkuz
mit E‘W und E =5
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o d3k// o . 1 o .
k' Ky = — L / VK —K") ———— V(K" — K
(k" k) 2rh? | (2m)3 ( ) E—E'"+ie ( )
mit E= 2K und £ =L
ng;; — P.A. gilt E” # E: virtueller Zwischenzustand (,,off shell”)

» Energienenner: ﬁ (vgl. 2. Ordnung Stérungstheorie)

— Zwischenzustande mit E” ~ E tragen am starksten bei.

07.12.2020 | Michael Buballa | 14



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

3 !
@k’ K = — K d°k "'//‘('/7/‘(’// 1 \7/?”7/?
1 R) = 5t [ G VR =R g VR =R

: _ hPK? 1 _ h2k'"?
mit E‘Tu und E =5

ng;; — P.A. gilt E” # E: virtueller Zwischenzustand (,,off shell”)

» Energienenner: (vgl. 2. Ordnung Stérungstheorie)

1
E—E' +ie
— Zwischenzustande mit E” ~ E tragen am starksten bei.

» Ausfihrung des Intergrals mit Hilfe des Residuensatzes:
Letztendlich tragen doch nur Zustande mit kK’ = k < E” = E bei.
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» n-te Ordnung:

f(K' K) =

_ K
2mh2

J

d*k

ko1 T

@np

X

V(En_1 - En—z) E_E:_2+is

' L 1
(@2n)? (k" — kn—1) E—E,_q+ic

1

E—E;+ie

V(ki — k)
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