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» Partialwellenzerlegung

» basiert auf der Entwicklung der Wellenfunktion nach
Drehimpulseigenzustédnden

» besonders gut geeignet bei kleinen Energien

> klassisches Bild: A Potenzial mit Reichweite R

>

R

StoBparameterb | L _ » P
SO SN S = j_ .-. SN A SO et e i ‘. ., . >

» Nur Teilchen mit b < R werden gestreut.

= Nur Drehimpulse |¢| < R|p| tragen zum Wirkungsquerschnitt bei.
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— Ldsungen der Schrédinger-Gl.mit definiertem Bahndrehimpuls:
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W o? g(f + 1)h2
EW + (I’) + 72/11"2
—_——

Veﬁ(r)

» Radialgleichung: (— )Ue(f) = Euy(r)
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» Definiere:  U(r) = 2 V(r), k%=2£E (wie gehabt)

(d2 0 +1)

drz utn) - r2

+ k2> u(r) = 0
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a? 00 +1
= (erU(r) (r: )+k2>u5(r)=0

1. Nicht-wechselwirkender Fall: V =0

:><g722_ (e51) kz) )(r) = 0

linear unabhangige Lésungen:

> Fy(kr) = Kr ji(kr), Jje(x) = sphérische Besselfunktionen
» Gy(kr) = kr ng(kr), ne(x) = spharische Neumannfunktionen
2B, jo(x) = =, no(x) = — <%,
j1( )_ S|n2X _ CO)?X, n1(X) - CC))(SZX _ SIHTX
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» Bessel: Jo(x = 0) o xt, Jo(x = 00) —
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> Neumann: ng(x — 0) & o,  Ng(x — oo) — — 212

X

— Die Neumannfunktionen divergieren am Ursprung
und sind nicht als Lésungen des freien Problems (V = 0) zulassig.
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X

» Bessel: Jo(x = 0) o xt, Jo(x = 00) —

1

> Neumann: ng(x — 0) & o,  Ng(x — oo) — — 212

X

— Die Neumannfunktionen divergieren am Ursprung
und sind nicht als Lésungen des freien Problems (V = 0) zulassig:

» Normierbarkeit:

oo oo dr r? j3kr)
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0 0

[ dr r? nkr)?
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» Sonderfall £ = 0:
Sei  ug(r) = Go(kr) = kr ny(kr) = — cos(kr)
I6st die freie Radialgleichung (g—:z + kz)uo(r) =0 v

Gesamtwellenfunktion:

1 cos(kr)

Yoo(F) = LY (0, ¢) = =2 = Y/~
Verhalten am Ursprung:  tgo(F — 0) = —ﬁ%

Erinnerung Elektrostatik: A% = —47 53(7)
— 1)go(7) 16st die freie Schrédinger-Gleichung tberall auBer am Ursprung!

— Losungen der freien Schrédinger-Gleichung (V = 0):

u0(r) = NFu(kr) = N kr jo(kr) == N sin(kr — eg)
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2. raumlich lokalisiertes Potenzial:

=0 (oder vernachlassigbar) fir r > R

V(r)
#0 flrkleine r
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2. raumlich lokalisiertes Potenzial:

Vo) =0 (oder vernachlassigbar) fir r > R
r
#0 flrkleine r

— Ldsungen auB3erhalb des Potenzialbereichs:
ug(r > R) = AgFy(kr) — ByGg(kr)
» Neumannfunktionen jetzt erlaubt, da Ursprung nicht enthalten

» Ldsung sieht im Potenzialbereich (und speziell am Ursprung) anders aus

» Koeffizienten A, und B, ergeben sich aus Anschlussbedingungen
(Stetigkeit von u,; und u, am Potenzialrand)
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» andere Notation: ug(r > R) = C;( cos &, Fy(kr) — sind,Gy(kr))
Ay = Cycosdy

= C2=A2:+B2, tang, =2
Bg:CgSin(Sg } ¢ ¢ ¢ Ae

» Cy: (eher uninteressanter) Normierungsfaktor

» dy:  enthalt Informationen (ber das Potenzial
(V=0 = B=0 = 5[=0)
» asymptotisches Verhalten:

ug(r — oo) = Cy(cos &y sin(kr — (%) + sin &, cos(kr — (%))
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» J0p: enthalt Informationen Uber das Potenzial
(V=0 = B;,=0 = 6,=0)
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» andere Notation: ug(r > R) = C;( cos &, Fy(kr) — sind,Gy(kr))
Ay = Cycosdy

= C2=A2:+B2, tang, =2
By = Cysindy } ¢ ¢ ¢ Ae

» Cy: (eher uninteressanter) Normierungsfaktor
» J0p: enthalt Informationen Uber das Potenzial
(V=0 = B;,=0 = 6,=0)
» asymptotisches Verhalten:
ug(r — oo) = Cy(cos &y sin(kr — (%) + sin &, cos(kr — (%))
= Cy sin(kr — {5 + dy)

— 9y ,Phasenverschiebung”, ,Streuphase”
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Welle oszilliert flir V < 0 schneller €

als freie Welle gleicher Energie

— Phasenvorsprung bei r > R
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» attraktives Potenzial:

Welle oszilliert flir V < 0 schneller €

als freie Welle gleicher Energie

— Phasenvorsprung bei r > R

» repulsives Potenzial:

Welle oszilliert fir V > 0 langsamer (E > V) als freie Welle gleicher Energie
oder gar nicht (E < V)

— Phasenr(ickstand bei r > R
» also: V<0=6>0 V>0-—-46<0

» beachte: 0y = 0y(E)
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o0
» einlaufende ebene Welle: €% = >~ i (20 + 1) jy(kr) Py(cos 6)

=0
ikz T—00 o oy sin(kr—£%)

= e = ZEI (20 +1) =2 Py(cos 0)

=0
. ikr—e ) —itkr—tZ)
=215 (<7 - =) Pycoso)

(auslaufende — einlaufende) Kugelwellen
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Vp(F) = - ¢ “2X Py(cos 0)

[

o0 3 -
';;;{“5,;‘ (1 et 9 e 5]} cos

20+1 2ik —i(kr—¢Z
= Up(r — oo) oc i 2 [(1+ 2l fy)elkr=r2) — g=tkr=t3)]

17.23.2020 | Michael Buballa | 11



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Vp(F) = - ¢ “2X Py(cos 0)

[

o0 3 -
';;;{“5,;‘ (1 et 9 e 5]} cos

0 20+1 2ik —i(kr—¢Z
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 sin(kr — 0% +6,)
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';;;{“5,;‘ (1 et 9 e 5]} cos

0 20+1 2ik —i(kr—¢Z
= Up(r — oo) oc i 2 [(1+ 2l fy)elkr=r2) — g=tkr=t3)]

 sin(kr — 0% +6,)

1 [ibe aitkr—0Z) _ a—iSp g i(kr—€T)
=g (€€ 2l —e e 2]

17.23.2020 | Michael Buballa | 11



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Vp(F) = - ¢ “2X Py(cos 0)

[

o0 3 -
';;;{“5,;‘ (1 et 9 e 5]} cos

0 20+1 2ik —i(kr—¢Z
= Up(r — oo) oc i 2 [(1+ 2l fy)elkr=r2) — g=tkr=t3)]

Lo

o sin(kr — €75 + dg)

_ % [eia,Z gilkr—L3) _ g—ide efi(krflg)}
_ % oo [62/& gllkr—%) _ efi(krfég)]

17.23.2020 | Michael Buballa | 11



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

»(cos 0)

L
o0 ii U
H“z%{“ﬁy (14 et 9) - e8] | Acos

= uy(r — oo) oc it 2 [(1 + 2 f) i(kr—0%) _ efi(kr—lg)]

2ik 20+1
!

sin(kr — {75 + d¢)
=L [eia,Z gilkr—L3) _ g—ide efi(krflg)}
= Lot [g2b gllkr—t%) _ gilkr—t%)]

= & =14 B,
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»(cos 0)

L
o0 ii U
H“z%{“ﬁy (14 et 9) - e8] | Acos

0 20+1 2ik —i(kr—0%
= Up(r — oo) oc i 2 [(1+ 2l fy)elkr=r2) — g=tkr=t3)]

 sin(kr — 0% +6,)

_ % [‘9/5,Z gikr—0%) _ g—ide efi(krflg)}

_ %efiég [62/'6@ gikr—0%) _ efi(krfég)]
= 0 =14 2K,

= fé — 222%1 (62/'6@ _ 1) — 25% (eiég _ e*l’é() eiég — 2€+1 Sln5 e/zig
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fé=2€+1 i85

sindge

= f(0) = + (20 + 1) sind, € Py(cos b)
7
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20 +1 :
" sin 6,

f, =

= f(0) = + (20 + 1) sind, € Py(cos b)
7

» differenzieller Wirkungsquerschnitt:

If(O) = 2 D20+ 1)(2¢ + 1) sin§; sin &, €0 =%) Py(cos 6) Py (cos 6)
o

dQ_
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20 +1 :
" sin 6,

f, =

= f(0) = + (20 + 1) sind, € Py(cos b)
7

» differenzieller Wirkungsquerschnitt:

£(0)) = % S(2€ + 1)(2¢ + 1) sin &, sin &, €0¢=%) Py(cos B) Py (cos )
o

dQ_

Die verschiedenen Partialwellen interferieren mit einander:
Die im Detektor gemessenen Teilchen haben einen definierten Impuls hk’
= keinen definierten Drehimpuls
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» totaler Wirkungsquerschnitt:

1
Ot = [ dQ 92 =27rf1dc0392—5(9)
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» totaler Wirkungsquerschnitt:

1
Ot = [ dQ 92 =27rf1dc0392—5(9)

1
Esgilt: [ dx Pe(x)Pe(x) = 2@+1 Oeer
4
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» totaler Wirkungsquerschnitt:

1
Ot = [ dQ 92 =27rf1dc0392—g(9)

1
Esgilt: [ dx Pe(x)Pe(x) = 2@+1 Oeer
4

4
= |ow=> on or= ki;(ze +1)sin?6, partieller WQ”
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» totaler Wirkungsquerschnitt:

1
Ot = [ dQ 9% =27 f1 d cos 6 92 (6)

1
Esgilt: [ dx Pe(x)Pe(x) = 2@+1 Oeer
4

4
= |ow=> on or= ki;(ze +1)sin?6, partieller WQ”

keine Interferenzen beim totalen Wirkungsquerschnitt:

Grund: Nach Integration Uber dfQ ist die Impulsrichtung unbestimmt.
= Drehimpuls ¢ im Prinzip scharf messbar
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» Optisches Theorem:
Fir die Legendre-Polynome gilt:  Pe(1) = 1
= fi(0 =0) = 1> (20 +1) sin§, e
¢
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» Optisches Theorem:
Fir die Legendre-Polynome gilt:  Pp(1) =
= K(@=0)=1 Z (20 + 1) sin 6, e’

= Im fk(9 0) (2£ + 1) Sln (Sg = Otot v
¢
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» Optisches Theorem:
Fir die Legendre-Polynome gilt:  Pp(1) =
= K(@=0)=1 Z (20 + 1) sin 6, e’

= Im fk(9 0) (2£ + 1) Sln (Sg = Otot v
¢

» Jede Partialwelle erfillt das optische Theorem separat:

7 Im f; Py(cos(0)) = 2= Im f, = 4% (20 + 1) sin® &, = oy
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