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» Streuamplitude flr elastische Streuung (in Anwesenheit inelast. Kanale):

2041 j
= 5 (77@92/61{*1) = 2Z1ft?|—'+77€e

K f(E) = i+ e/@(E)=%2)

i(260— %)

» rein elastische Streuung (e = 1):

2€+1
— Punkte liegen auf Einheitskreis mit Mittelpunkt i:

zjﬁ Jusa {&

> Resonanzenergie' Se=@n+1)3 = 26— F=2mn+% = 2f(EY) =2

2£+1
ff(EO ?)=72ﬂ:1+i=:’:21ﬂ:l :‘:21+1":F1

» Breit-Wigner: 22+1
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» Streuamplitude fiir elastische Streuung: 2% f(E) = i + ny(E) e/®0¢E)=2)

» Anwesenheit inelastischer Kanéle: 7, < 1
» 2K f8(E) liegt innerhalb des elastischen Einheitskreises

» Abstand von i: n,(E), energieabhangig

» ansonsten ahnliches Verhalten
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» beliebiger Einteilchen-Zustand:  |¢) = > ¢ |f)
i

» {|i}}: vollstandige Basis des Einteilchen-Hilbert-Raums
(in der Regel orthonormiert)

» falls Basis kontinuierlich: >~ — [

» Basis des N-Teilchen-Hilbert-Raums: i1, io, ..., in) = |it)1 |i2)2 .. lin)n
» direktes Produkt von Einteilchen-Basiszustanden
» |i);: Das j — te Teilchen befindet sich im Zustand |/).

— allgemeiner N-Teilchen-Zustand:  |¢) = > ci iy lioiv)
-
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» z.B. Ortsraumdarstellung:
|’l/)> = f d3X1 f dSXN 1/}()?1, ,YN) |)_('1, vy )_(’N>
= (Xp, ., X)) = [ &BX] o [ AP O(R],  X) (Ra,, RNIKY o XY
Rty oy XNIXT, s X3) = (Rt e (XIN IXD 1 0 [XAO N
= (X1|X7) ... (X[ Xy)
= 83X — X])... 83Xy — Xy)
= <)_('1,...,)_('N|”¢> =1/)()_(’1,...,)_(’N) v
» Im Folgenden verwendete Kurzschreibweise:

) = ﬁZ V(Xg, en s XN) | X5 ooy Xiv)
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» Transpositionsoperator P;: vertauscht das i-te mir dem j-ten Teilchen
Py (i) e )i o 1) - lin) )
[ )1 e i) oo 1) - liN) N

|i1>1 |I/>, |I,>] ‘/N>N
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» Transpositionsoperator Pj:

Pijlity oo iy e By ey in) = Py ()1 oo i) -
= fi)r i)
= i1 i

= |i1, . ij, ey I,',

vertauscht das i-te mir dem j-ten Teilchen
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™
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— Falls (..., Xj, ..., X;, ... ) die Ortsraumwellenfunktion von |¢) ist,
ist (..., Xj, ..., Xi, ... ) die Ortsraumwellenfunktion von Pj |¢)
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Pilv)y =Py > (e, Xiy ooy Xjy o) ey Xiy oo, Xy o)
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— Falls (..., Xj, ..., X;, ... ) die Ortsraumwellenfunktion von |¢) ist,
ist (..., Xj, ..., Xi, ... ) die Ortsraumwellenfunktion von Pj |¢)

> Offensichtlich gilt: PZ|¢) = |¢)) = P2=1 — Eigenwerte von P; = +1
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Pilt) = P 30 Whlews Kiyeres Ky o) oo Koy oy Xy )
X1

..... N

= > P, Xy Koy o) [ Xy e Xy )
— Falls (..., Xj, ..., X;, ... ) die Ortsraumwellenfunktion von |¢) ist,
ist (..., Xj, ..., Xi, ... ) die Ortsraumwellenfunktion von Pj |¢)
> Offensichtlich gilt: PZ|¢) = |¢)) = P2=1 — Eigenwerte von P; = +1

» Jede beliebige Permutation P € Sy von N Teilchen kann als Produkt von
Transpositionen dargestellt werden.

— Notation:

+1 ) " gerade )
(-1)F = falls die Zahl der Transpositionen ist
—1 ungerade
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Betrachte:
» N identische (= ununterscheidbare) Teilchen
» Observable « Operator O©
» Eigenzustand |1, ) von O zum Eigenwert (= Messwert) \: ~ Ofty) = A|1hy)
» Permutation P € Sy, P|uYa) = |Piy)

Teilchen ununterscheidbar = O|Pyy) = A|Piy)
& OP[a) = APiha) = PAly) = POJy) = [P,O1=0
» ist erfilllt, wenn © symmetrisch bzgl. Vertauschung der Teilchen ist

» gilt insbesondere fiir & = H
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» Beispiel:
N Elektronen im (statischen) Coulombfeld V eines Atomkerns
+ gegenseitige Coulomb-Abstof3ung
N ., N

5 L )
H = Z% V(Xi)+§Z|;ief;j|,
=1 i

i=1
Bi, X Orts- bzw. Impulsoperatoren, die nur auf das i-te Teilchen wirken

— H ist symmetrisch bzgl. Vertauschung der Elektronen.
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N Elektronen im (statischen) Coulombfeld V eines Atomkerns
+ gegenseitige Coulomb-Abstof3ung

N N

H=D an+2V 2Z|x =1k

=1 i=1

“01
I~

S
3

Bi, X Orts- bzw. Impulsoperatoren, die nur auf das i-te Teilchen wirken

— H ist symmetrisch bzgl. Vertauschung der Elektronen.

» weitere Eigenschaften von Permutationen identischer Teilchen:

> (Po|PY) = (¢|¢)
» Pistunitar: Pt =P~' = PIP=pPPl=1
(Erinnerung:  (Pg|v) = (8| PT[) = (6|PTv))

14.01.2021 | Michael Buballa | 9

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT



Bosonen und Fermionen TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

Quantenstatistik: zwei Teilchenklassen, die sich durch die Symmetrie
ihrer Vielteilchenzustédnde unterscheiden

14.01.2021 | Michael Buballa | 10



Bosonen und Fermionen TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

Quantenstatistik: zwei Teilchenklassen, die sich durch die Symmetrie
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» Bosonen:
» ganzzahliger Spin (0, 1, 2, ...)
» Zustédnde symmetrisch unter Vertauschung zweier Teilchen:
Pilv) =[v) Vi.j = Plp)=p) VPeSy
» Fermionen:
> halbzahliger Spin (3, 2, 3, ...)
» Zusténde antisymmetrisch unter Vertauschung zweier Teilchen:
PilY)=—lv) Yij = Pl)=(=1Fly) VPe Sy
= Zustande mit zwei oder mehr Fermionen im gleichen Einteilchenzustand
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Quantenstatistik: zwei Teilchenklassen, die sich durch die Symmetrie
ihrer Vielteilchenzustédnde unterscheiden

» Bosonen:
» ganzzahliger Spin (0, 1, 2, ...)
» Zustédnde symmetrisch unter Vertauschung zweier Teilchen:
Pilv) =[v) Vi.j = Plp)=p) VPeSy
» Fermionen:
> halbzahliger Spin (3, 2, 3, ...)
» Zusténde antisymmetrisch unter Vertauschung zweier Teilchen:
PilY)=—lv) Yij = Pl)=(=1Fly) VPe Sy
= Zustande mit zwei oder mehr Fermionen im gleichen Einteilchenzustand
verschwinden (Pauli-Prinzip).
» Der Zusammenhang Spin <« Statistik kann in der QFT gezeigt werden.
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1. zwei unterscheidbare Spin-%-TeiIchen (z.B. e7p):
» vier Basiszustande des Zweiteilchen-Systems:

1.1 =Melto
11,4 = Mell)p
1) = el
14 = elb)o
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1. zwei unterscheidbare Spin-%-TeiIchen (z.B. e7p):
» vier Basiszustande des Zweiteilchen-Systems:

11 = [Me Mo

1) =Melb)o

1) = el

L) = e e

» alternative Basis: guter Gesamtspin | SM;)

L =
1,00 = Z(hH+L1D) Spin 1 (symmetrisch)
=1 = L

|0,0) = %(H, H=1L1) Spin 0 (antisymmetrisch)
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2. zwei ununterscheidbare Spin-%-TeiIchen (z.B.e7e™):

Fermionen — Zweiteilchen-Systeme antisymmetrisch
— nur Gesamtspin 0 erlaubt:  [¢/) = |0,0) = %(H, =11

(solange sich die Teilchen nicht durch andere Quantenzahlen unterscheiden)
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Fermionen — Zweiteilchen-Systeme antisymmetrisch

— nur Gesamtspin 0 erlaubt:  [¢/) = |0,0) = %(H, =11

(solange sich die Teilchen nicht durch andere Quantenzahlen unterscheiden)
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— nur Gesamtspin 0 erlaubt:  [¢/) = |0,0) = %(H, =11
(solange sich die Teilchen nicht durch andere Quantenzahlen unterscheiden)
3. zwei unterscheidbare Spin-1-Teilchen (z.B. p*p™):
— 32 = 9 Basiszustande: (my,my) = (1,1), (1,0), (1,—=1), ..., (=1,—=1)
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2. zwei ununterscheidbare Spin-%-TeiIchen (z.B.e7e™):

Fermionen — Zweiteilchen-Systeme antisymmetrisch
— nur Gesamtspin 0 erlaubt:  [¢/) = |0,0) = %(H, =11
(solange sich die Teilchen nicht durch andere Quantenzahlen unterscheiden)
3. zwei unterscheidbare Spin-1-Teilchen (z.B. p*p™):
— 32 = 9 Basiszustande: (my,my) = (1,1), (1,0), (1,—=1), ..., (=1,—=1)
» alternative Basis: |S=2,Ms), |S=1,Ms), |S=0,Ms=0)
5 symmetrisch + 3 antisymm. + 1 symmetrisch

4. zwei ununterscheidbare Spin-1-Teilchen (z.B. ww):

Bosonen — 6 symmetrische Basiszustande,
z.B.|S=2,Ms)und |S=0,Ms =0)
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