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mit den Zwangsbedingungen, die (im Gegensatz zu realen Verriickungen dr)
instantan erfolgt, d.h. keine Zeit in Anspruch nimmt.
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Def.: Eine virtuelle Verriickung &7 ist eine infinitesimale Ortsanderung im Einklang
mit den Zwangsbedingungen, die (im Gegensatz zu realen Verriickungen dr)
instantan erfolgt, d.h. keine Zeit in Anspruch nimmt.

X
» Aufzug: 67 = | dy = Wz =Fz-67=0
0

Bei einer virtuellen Verrlickung leisten die Zwangskréafte keine Arbeit.
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» Mehrteilchen-Systeme:

Fasse Ortsvektoren und Zwangskrafte zu 3N-dimensionalen Vektoren

zusammen:
o X1
F Yy
7@ 2D
F= ) =\ x@ [,
7N :
2z

» Bewegungsgleichung flr das i-te Teilchen:

N
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i=1

—

I
mi0 Z 0 4 EO

D’Alembert’sches Prinzip
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» Manchmal ist man nur an den Bewegungsgleichungen interessiert,
nicht an den Zwangskréaften
— Gibt es eine effizientere Methode als die Lagrange-Gin. 1. Art?
N - S ,
» D'Alembert'sches Prinzip: > (mir® — F @) . 670 =0
i=1
» enthélt die Zwangskréfte nicht explizit
» Zwangsbedingungen implizit (iber die erlaubten 67 ) enthalten
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» Manchmal ist man nur an den Bewegungsgleichungen interessiert,
nicht an den Zwangskréaften
— Gibt es eine effizientere Methode als die Lagrange-Gin. 1. Art?

N - - . oy
» D'Alembert'sches Prinzip: > (mir® — F @) . 670 =0
i
» enthalt die Zwangskréafte nicht explizit

» Zwangsbedingungen implizit (iber die erlaubten 67 ) enthalten

» Das D’Alembert’sche Prinzip gilt fiir alle erlaubten 67,

— Falls alle 51'/.(’) von einander unabhéngig, dann: m;r) — F( =0

Aber: 6rj(’) nicht unabhangig, wenn Zwangsbedingungen vorliegen
(mehr Koordinaten als Freiheitsgrade!)
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N Punktmassen, k holonome Zwangsbed. = s = 3N — k Freiheitsgrade

— Suche s unabhangige ,generalisierte Koordinaten“ gy, ..., s zur
Beschreibung der Bewegung im Einklang mit den Zwangsbedingungen

v

Die Wabhl ist nicht eindeutig.

» eine Méglichkeit: eliminiere k der 3N urspriinglichen Koordinaten
mit Hilfe der Zwangsbedingungen

v

Eine andere Wahl ist oft zweckmagiger.

Beispiel: starrer Rotator mit fester Drehachse — g = ¢ (Drehwinkel)
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» eine Méglichkeit: eliminiere k der 3N urspriinglichen Koordinaten
mit Hilfe der Zwangsbedingungen

» Eine andere Wahl ist oft zweckmaBiger.
Beispiel: starrer Rotator mit fester Drehachse — g = ¢ (Drehwinkel)

» .generalisierte Geschwindigkeiten®: §;
(haben nicht notwendiger Weise die Dimension einer Geschwindigkeit)

Beispiel: g; = ¢ (Drehwinkel) = §j=¢ =w (Winkelgeschwindigkeit)
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Ziel: Driicke das D’Alembert'sche Prinzip Z (miF® — F0) . 670 =
durch generalisierte Koordinaten und Geschwmdlgkelten aus.
urspriingliche Koordinaten = eindeutige Funktionen von g; und t:
FO =Fi(qy,..., Qs 1)
S

~y

Tad

= quj C"/'+ ot =F (q17"'1q31q17""q3’t)
j=1

S
virtuelle Verriickungen: 67 =

g (kein 26t da instantan: 5t = 0)
j=1
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» urspriingliche Koordinaten = eindeutige Funktionen von g; und t:

7l - F(i)(Q1 s s Qsy 1)
s .

5 7 () —» . .
r o =gy, ..., s, @1, oor, Gs, 1)
=
» virtuelle Verriickungen: 67 = (kein %gét, da instantan: 5t = 0)
j=
» von den freien Kraften geleistete ,virtuelle Arbeit":
N _ . N _ S(T“) s N“'a“ s
SWe =Y FO 570 = FO. - O 6q =3 (L FO-20) 5g = 3 Qg
i=1 i=1 =1 j=1 Ni=t j=1
N oL
mit Q; = 21: E. %’q‘j) ,generalisierte Krafte*
j=
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#0) iaf“” o 4 070 arv _ or
=R /T 9g = g
S "
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=) S oF0 . gp0 g7 g7l
r =Z qj qj+ ot = og; = aq;
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arh _ arl

ag;

8 or?
ot 0q;

3
aq,

g

(;

dq;

- 0
9q;

70
i

S, o970
13(7/.7 ¢
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ot

)
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S, o970
13(7/.7 ¢

ar _ ar®
Bq, - 8q,-
o0f" _ 9
ot 0q; — 0q;
12
s ;
j art 5
Z 9q; qj
o
#a) . or?
(75
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)
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» gen. Koordinaten und gen. Geschwindigkeiten sind unabhangig von einander

(d.h. alle g; und §; kénnen beliebig vorgegeben werden)

. S i i i
23) _ ar(l) . ar(l) ar(l) _ ar(')
r —/Z; aq U+ "ar 9g = g
> d or? _ Zia?“) . Qa?(i) _ 8 S ort . ar® _ ar
dt dq = £=9q: 9q O T T T = o T ot ) T
N 20 . 570 Z SN () | S 070
7 7 7z (i r
> 2omir 670 =% mirt Y 55 dq;
i=1 i=1 Jj=1
- Ym {g ('7(:') . @“) (). d 97" } 5q
- 1 ) )
el at aq; at 9g; 4

N s . .
_ ) d (= 3?(/) S 8,‘-‘(/) )
= E E ml{a(r(’). (’)q]) _r(’). Bq,-}éq/
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o (i 07 7 () 07 7 ()
= m,-r(’)-ér(”=E)E)m/‘{%(r<"'%’7,>—f(')'aarq}&lf
i=1 i=1 j=1
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s . o
d (= 6*(') L 8*(')
> :m/{a(’(') : a%‘;,) -0 }567/
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Z m 167(/)2 _ 72 Sar
2 \dt 9 aq [ 29
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i = i o g aq [ 29
i=1 i=1 j=1
N s 2D . hD s
- m [ dor" _ or® - 491 _ ot ,
=225 {dt 3G g [ 09 —j; diog — og [ OF
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S 0§70 = 325 m {9 (70 970 w0y oi
= Z;m"r . 67 =Z1:.Z1:m"{3(r . 6(’7j>_r . aqj}éqj
i= i=1 j=
_%im,{da?mz _ a?(r)z}é ) _Zs:{dar ar}(g
Snz a0 g = 2 \dog oy 9
N . .2
mit T=Z1:%r(’) (kinetische Gesamtenergie)
j=
» D’Alembert’sche Prinzip: Z(m, —F).570 =0
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Ly N s s (i I = (i
- om0 50 =33 m {(F0 - 45) =70 55} g

NS m [ dorm®  gpoe 5 S fdor _ orT 5
=ZZ7{E g 3%‘} g =Z{ET7/ 9‘1/} 9
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» D’Alembert’sche Prinzip in generlisierten Koordinaten:

S
> {455 - & - afsg=o

» muss fir alle dg; gelten
» 0q; unabhéngig

doT JOT

——— — — = Q) i=1,..,8
atog oq 1
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» Konservatives Kraftfeld mit geschwindigkeitsunabhangigem Potenzial:
FO=_viy, v=vFo, . v

= 70
v _ov

aq,_ aqj

Mz

» generalisierte Krafte: Z F 3q,

I
-
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» Konservatives Kraftfeld mit geschwindigkeitsunabhangigem Potenzial:
FO=_viy, v=vFo, . v

N
. o —‘ 7 ()
» generalisierte Krafte: ZF aq, =-X Vv aq, = *%
i=1
doT _ aT _ v
= dog — og aq
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» Konservatives Kraftfeld mit geschwindigkeitsunabhangigem Potenzial:
FO=_viy, v=vFo, . v

N N
. - = —‘ 7 ()
» generalisierte Krafte: Q@ => F® -y Vov. g - 8
j=1 i=1 ’ ’
40T _ 9T _ _ 9oV 49T _ 90-V) _
= dog og = _oq & dtog 5q =0
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» Konservatives Kraftfeld mit geschwindigkeitsunabhangigem Potenzial:

FO=_viy, v=vFo, . v

N N
. - = —* 7 ()
> generalisierte Krafte: Q=) F -y v aq = 7%
i=1 i=1 /) /]
40T _ 9T _ _ 9oV 49T _ 90-V) _
= dtog  oq = g < didc 5q =0
v N = ( 7 (0 70 nich i .
> 55 = =S vy 6% =0, dar" nichtvon g abhéangt

i=1
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» Konservatives Kraftfeld mit geschwindigkeitsunabhangigem Potenzial:
FO=_viy, v=vFo, . v

N N
I - = —a ()
» generalisierte Krafte: Q=3 F® -y Vv g - 5
j=1 i=1 ’ ’
40T _ OT _ 9V 491 _ oT=V) _
= diog ~ oq =~ ogq < dio o~ 0

N
v ST 20) i -
> 5 = ; vov. f?rq/ =0, da 7" nichtvon ¢ abhangt

Lagrange-Gleichungen 2. Art:
d oL oL =0

j=1,...,s8
L=T-V (Lagrange-Funktion)
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