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Lagrange-Gleichungen 2. Art: %% - f%, =0, j=1,..,s

» Zwangskrafte tauchen nicht mehr auf,
Zwangsbedingungen wurden bei der Wahl der g; verarbeitet
» Lagrange-Funktion: L=T —V =L(q1,---,Gs, J15--- 5 Gs, 1)
» explizite Zeitabhangigkeit bei rheonomen Zwangsbedingungen
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Lagrange-Gleichungen 2. Art: %% - % =0, j=1,..,s

» Zwangskrafte tauchen nicht mehr auf,
Zwangsbedingungen wurden bei der Wahl der g; verarbeitet
» Lagrange-Funktion: L=T —V =L(q1,---,Gs, J15--- 5 Gs, 1)
» explizite Zeitabhangigkeit bei rheonomen Zwangsbedingungen

» Vorgehensweise:

1. Bestimme die Zahl der Freiheitsgrade s und wahle geeignete
generalisierte Koordinaten gy, ... gs.

2. Bestimme T, V und damit die Lagrange-Funktion L=T — V
als Funktion der g; und §; (und ).

3. Berechne daraus die Lagrange-Gleichungen %g—é — 6% =
(4. Lose die Gleichungen.)
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Beispiel 1: Teilchen auf schiefer Ebene
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2 y » Zwangsbedingung: =—xtana

— generalisierte (= unabhangige) Koordinaten: x, y
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Beispiel 1: Teilchen auf schiefer Ebene

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

z y » Zwangsbedingung: =—xtana
— generalisierte (= unabhangige) Koordinaten: x, y

> T=2(x+y?+2%)

" = T(x%(1 +tan® o) + y?) = 2( L= X%+ j?)
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Beispiel 1: Teilchen auf schiefer Ebene

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

y » Zwangsbedingung: =—xtana
— generalisierte (= unabhangige) Koordinaten: x, y
> T

F(xF+y2+ 2)

B o)+ 7) = 8 (a4 )

> V=mgz=—mgxtano
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Beispiel 1: Teilchen auf schiefer Ebene
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y » Zwangsbedingung: z=—xtana
— generalisierte (= unabhangige) Koordinaten: x, y
» T

%()’(2+}72+22)
%()'(2(1 +tan2a)+j/2) = %(COSL Xy )
> V=mgz=—mgxtano

= Lagrange-Funktion: L=T—V=2(_5-X®+ %) + mgxtana
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Beispiel 1: Teilchen auf schiefer Ebene
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» Zwangsbedingung: z=—xtana
— generalisierte (= unabhangige) Koordinaten: x, y
> T = %()’(2+}72+22)

= %()'(2(1 +tan2a)+j/2) = %(COSL Xy )

> V=mgz=—mgxtano

= Lagrange-Funktion: L=T—V=2(_L-X®+y?) + mgxtana

cos? «
aL doL _ _m 5 oL _
> %= 0032 X = @Oox = cosfaX’  ox =mgtana
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Beispiel 1: Teilchen auf schiefer Ebene
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» Zwangsbedingung: z=—xtana
— generalisierte (= unabhangige) Koordinaten: x, y
> T=2(x%+y%+2%)
= 2(x3(1 +tan® o) + y?) = %(COSL X2+ y?)
> V=mgz=—mgxtano

= Lagrange-Funktion: L=T—V=2(_]

o= X2+ y?) + mgxtana

oL _ m doL _ _m oL _
> 5x T wZaX T dior = mtaXr  gx = Mgtana

= O -_X%X—mgtana=0 <& X=gcosasina
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Beispiel 1: Teilchen auf schiefer Ebene
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» Zwangsbedingung: z=—xtana
— generalisierte (= unabhangige) Koordinaten: x, y
> T = %()’(2+}72+22)

= %()’(2(1 +tan2a)+j/2) = %(COSL Xy )

> V=mgz=—mgxtano

= Lagrange-Funktion: L=T—V=2(_5-X®+ %) + mgxtana
L _ _m doL _ _m s aL _

> ﬁ_coszax = dt@)'(_cos?ax! ax—mgtana
= oEaX—mgtana=0 <« X=gcosasina
oL _ - d oL _ o oL _

>67}"—my = dt@y_my! By_o
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Beispiel 1: Teilchen auf schiefer Ebene
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» Zwangsbedingung: z=—xtana
— generalisierte (= unabhangige) Koordinaten: x, y
> T = %()’(2+}72+22)

= %()’(2(1 +tan2a)+y2) = %(COSL Xy )

> V=mgz=—mgxtano

= Lagrange-Funktion: L=T—V=2(_5-X®+ %) + mgxtana
aL _  _m doL _ _m g oL _

> % T weaX T Gior = wmfaXr ax = Mmgtana
= seaX—mgtana=0 <& X=gcosasina
AL _ oy, d AL _ o oL _ -

> =M = Gop =My, 5,=0 = my=0
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Beispiel 1: Teilchen auf schiefer Ebene
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» Zwangsbedingung: z=—xtana
— generalisierte (= unabhangige) Koordinaten: x, y
> T = %()’(2+}72+22)

= %()’(2(1 +tan2a)+j/2) = %(COSL Xy )

> V=mgz=—mgxtano

= Lagrange-Funktion: L=T—V=2(_5-X®+ %) + mgxtana

aL _  _m doL _ _m g oL _
> ﬁ_coszax = dt@)'(_cos?ax! ax—mgtana

= seaX—mgtana=0 <& X=gcosasina

AL _ oy, d AL _ o oL _ -
> =M = Gop =My, 5,=0 = my=0

Gleiche Bewegungsgleichungen wie mit Lagrange 1. Art! v
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Beispiel 2: ebenes Rollpendel im Schwerefeld ECHNISCHE
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[

x » my, kartes. Koordianten (x{"), y(", z(M),
frei beweglich entlang der x-Achse

ma » my, kartes. Koordianten (x®@, y®, 7)),
frei schwingend in der x-z-Ebene
im Abstand ¢ von my
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Beispiel 2: ebenes Rollpendel im Schwerefeld

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT
x » my, kartes. Koordianten (x{"), y(", z(M),
frei beweglich entlang der x-Achse
ma » my, kartes. Koordianten (x®@, y®, 7)),
frei schwingend in der x-z-Ebene
im Abstand ¢ von my
— Zwangsbedingungen:
y(1) =0
z0=0
s=6—-4=2

(F —F@R_ 2 o (x() _ x@)2 , @2 _ g2
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Beispiel 2: ebenes Rollpendel im Schwerefeld
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z » my, kartes. Koordianten (x(", y() z(1),
frei beweglich entlang der x-Achse
ma » my, kartes. Koordianten (x®@, y®, 7)),
frei schwingend in der x-z-Ebene
im Abstand ¢ von my
— Zwangsbedingungen:
1.) yM=0
2.) zW=0 6 42
S=6—4=
3.) y@=0
4) (FO_F@Ro2 o (x) - x@y2 @7 _ g2

— 2 generalisierte Koordinaten, z.B. gy =x"), g2 = ¢
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mo
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©
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—Lcos p
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mo

x4 lsing = x@

—Lcos p

= 2@

)

=x 4+l pcosp

=lpsing
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mo

xVilsing = x@ = x4 rpcosp

—Lcos p

= 2@ =l psing
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z
x
» x@ = x4 lsing = x@ =X(1)+€¢COS<P
ma » 2@ = —fcosp = z@ =l ¢sing
= T=5m (X024 y02L 2002) 4 Im, (5@ 2 4 y212 4 2@2)

=§m1x() +2mp [(x + € ¢ cos ¢)? +(€gbsingo)]
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z
x
» x@ = x4 lsing = x@ =X(1)+€¢COS<P
ma » 2@ = —fcosp = z@ =l ¢sing
= T=5m (X024 y02L 2002) 4 Im, (5@ 2 4 y212 4 2@2)

=§m1x() +2mp [(x +£<pcos<p) +(€gbsingo)]

= 2mxM2 4 Imy [xN2 4 2 52 + 20 %D 5 cos |
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» x@ = x4 lsing = x@ =X(1)+€¢COS<P

mo

» 2@ = —fcosp = 2@ =l psing

= T=Jm(xM24yM2 4 502) 4 Im,(x®2, @2, 522)
=§m1x() +2mp [(x +£<pcos<p) +(€gbsingo)]
= 2mxM2 4 Imy [xN2 4 2 52 + 20 %D 5 cos |

= 3(my+mo) XM 2+ Imp 2 5% + mp £ X pcos
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» x@ = x4 lsing = x@ =X(1)+fstOS<P

ma > z(2) — —fCOSQD = z €gosmg0

= T=Jm(xM24yM2 4 502) 4 Im,(x®2, @2, 522)
=§m1x() +2mp [(x +£<pcos<p) +(€gbsingo)]
= 2mxM2 4 Imy [xN2 4 2 52 + 20 %D 5 cos |
= 3(my + mo) X2+ Imy 2 5% + mp £ X cos o

V =mygz® = —myglcosyp
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= L=T—V=73(m+m)xM2+Imp 2%+ mpyl X pcos o+ mpglcos o

1
2
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= L=T—V=73(m+m)xM2+Imp 2%+ mpyl X pcos o+ mpglcos o

oL

> i =

(my + mp) X" + my £ pcos
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= L=T—V=73(m+m)xM2+Imp 2%+ mpyl X pcos o+ mpglcos o

> 26 = (my +mp) X"+ mp £ pcos
= 20L = (my +mp) XM + my € (pcos g — P sin)
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= L=T—V=73(m+m)xM2+Imp 2%+ mpyl X pcos o+ mpglcos o

> 26 = (my +mp) X"+ mp £ pcos
= 20L = (my +mp) XM + my € (pcos g — P sin)
oL
ax7 =0
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= L=T—V=g(m+m)xMW2+3mp 2%+ mp X1V pcosp + meglcos o

> ot = (M1 +mp) XV 4+ my £ pcos o

= S5 = (M + mg) X" + my £ (@ cos o — @2 sing)
oL
o =0

> % = m2£2¢>+m2£)'((1) cosy = m2£(€¢+)-((1) COS(p)
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= L=T—V=g(m+m)xMW2+3mp 2%+ mp X1V pcosp + meglcos o

> 26 = (my +mp) X"+ mp £ pcos
= S5 = (M + mg) X" + my £ (@ cos o — @2 sing)
oL
axm =0

> % =m2£2¢>+m2£)'((1) cosy = m2£(€¢+)-((1) COS(p)

= %% =mp L (€3 + %" cosp — xM psing)
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= L=T—V=g(m+m)xMW2+3mp 2%+ mp X1V pcosp + meglcos o

> ot = (M1 +mp) XV 4+ my £ pcos o

= 206 = (my +mp) X + my £ (G cos p — ¢ sing)
oL
ax =0

> % = m2£2¢>+m2£)'((1) cosy = m2£(€¢+)-((1) COS(p)

% =—mpl (XD 5+ g) sing
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= L=T—V=g(m+m)xMW2+3mp 2%+ mp X1V pcosp + meglcos o

> ot = (M1 +mp) XV 4+ my £ pcos o

= 206 = (my +mp) X + my £ (G cos p — ¢ sing)

oL

ax =0

> %=m2£2¢+m2£)'((1) cosy = m2£(€¢+)-((1) COS(p)

= %%=m2£(£¢+)"((” cos ¢ — XM ¢ sin )

(%=*m2€(5((1)¢+g) sin g
O — o = (my+mp) XN+ mp £ (Bcosp — P sing) =0
%%—(%: my £ (£ + %M cosp +g sin) =0
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= L=T—V=73(m+m)xM2+Imp 2%+ mpyl X pcos o+ mpglcos o

> 26 = (my +mp) X"+ mp £ pcos
= 206 = (my +mp) X + my £ (G cos p — ¢ sing)
2 =0

> % = m2£2¢>+m2£)'((1) cosy = m2£(€¢+)-((1) COS(p)
= %%=m2£(£¢+)"((” cos ¢ — XM ¢ sin )
(%=*m2€(5((1)¢+g) sin g

Gty — o = (my+me) X+ my £(Beosip — P sing) =0
4o -5 = my € (£ + %1 cos g + g sing) =0

(2 gekoppelte DGIn. 2. Ordnung, Ldsung i.A. numerisch)
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4.5 Erhaltungssitze
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4.5 Erhaltungssitze
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. oL d oL — 0L
» Rollpendel: 55 =0 = 45m=0 = p1 = 35 = const.
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4.5 Erhaltungssitze
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oL d oL _ oL _
3 =0 = Z5m=0 = p1 = 4 =const.

physikalische Interpretation:

» Rollpendel:

p1 = (my + mp) XV + my £ pcos = my X+ my x@)
= x-Komponente des Gesamtimpulses
(erhalten, da keine &uBBere Kraft in x-Richtung v)
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4.5 Erhaltungssitze

4 TECHNISCHE
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> Rollpendel: 25 =0 = 40, -0 = p=
physikalische Interpretation:
p1 = (my + mp) XV + my £ pcos = my X+ my x@)
= x-Komponente des Gesamtimpulses
(erhalten, da keine &uBBere Kraft in x-Richtung v)
» Definitionen:
» ,zu g; kanonisch konjugierter Impuls®: p; = 8%
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4.5 Erhaltungssitze

4 TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

> Rollpendel: 25 =0 = 40, -0 = p=
physikalische Interpretation:
p1 = (my + mp) XV + my £ pcos = my X+ my x@)
= x-Komponente des Gesamtimpulses
(erhalten, da keine &uBBere Kraft in x-Richtung v)
» Definitionen:
» ,zu g; kanonisch konjugierter Impuls®: p; = 8%

> g ist eine ,zyklische Koordinate®, falls 2 67/ =0
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4.5 Erhaltungssitze

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

» Rollpendel:

oL d oL —
3m=0 = Z5zm=0 = pi=

physikalische Interpretation:

p1 = (my + mp) XV + my £ pcos = my X+ my x@)
= x-Komponente des Gesamtimpulses
(erhalten, da keine &uBBere Kraft in x-Richtung v)
» Definitionen:
» ,zu g; kanonisch konjugierter Impuls®: p; = 8%

> g ist eine ,zyklische Koordinate*, falls 5 =0

» Dann gilt allgemein: | g; zyklisch = p; = ErhaltungsgréBe
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4.5 Erhaltungssitze

4 TECHNISCHE
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oL d oL —
3m=0 = Z5zm=0 = pi=

physikalische Interpretation:

» Rollpendel:

p1 = (my + mp) XV + my £ pcos = my X+ my x@)
= x-Komponente des Gesamtimpulses
(erhalten, da keine &uBBere Kraft in x-Richtung v)
» Definitionen:
» ,zu g; kanonisch konjugierter Impuls®: p; = 8%

> g ist eine ,zyklische Koordinate*, falls 5 =0

» Dann gilt allgemein: | g; zyklisch = p; = ErhaltungsgréBe

P d oL Lagrange 5; q,zykl
Beweis: pj= G55 = &g 0 = p;=const.
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» Noether-Theorem (Emmy Noether, 1918)

Zu jeder kontinuierlichen Symmetrie eines physikalischen Systems gehért
eine ErhaltungsgréBe.
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» Noether-Theorem (Emmy Noether, 1918)

Zu jeder kontinuierlichen Symmetrie eines physikalischen Systems gehért
eine ErhaltungsgréBe.

B
» Wirkung*: S= [dtL
t

» Symmetrie:
(Koordinaten-) Transformation, die die Wirkung invariant l&sst
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Homogenitat der Zeit TECHNISCHE
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—
Homogenitat der Zeit
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» Homogenitat der Zeit:
Der Ablauf eines Experiments h&ngt nicht vom Anfangszeitpunkt ab:

gleiche Anfangsbedingungen zu unterschiedlichen Zeiten {4 und g = t4 + At
— analog zeitverschobene Bewegungsablaufe 7\ (t) = 7{(t + At)
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—
Homogenitat der Zeit

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

» Homogenitat der Zeit:
Der Ablauf eines Experiments h&ngt nicht vom Anfangszeitpunkt ab:

gleiche Anfangsbedingungen zu unterschiedlichen Zeiten {4 und g = t4 + At
— analog zeitverschobene Bewegungsablaufe 7\ (t) = 7{(t + At)

» Voraussetzung: keine zeitabhangigen Zwangsbedingungen
= % -0 & L=L(q1 .0 a1, ., 05 X)
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—
Homogenitat der Zeit
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» Homogenitat der Zeit:
Der Ablauf eines Experiments hangt nicht vom Anfangszeitpunkt ab:
gleiche Anfangsbedingungen zu unterschiedlichen Zeiten {4 und g = t4 + At
— analog zeitverschobene Bewegungsablaufe 7\ (t) = 7{(t + At)

» Voraussetzung: keine zeitabhangigen Zwangsbedingungen

= % -0 & L=L(q1 .0 a1, ., 05 X)

S

aL _ OL o OL &

= da = 21: <aq,q/+ aq,q/)
l=
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—
Homogenitat der Zeit
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» Homogenitat der Zeit:
Der Ablauf eines Experiments h&ngt nicht vom Anfangszeitpunkt ab:

gleiche Anfangsbedingungen zu unterschiedlichen Zeiten {4 und g = t4 + At
— analog zeitverschobene Bewegungsablaufe 7\ (t) = 7{(t + At)

» Voraussetzung: keine zeitabhangigen Zwangsbedingungen

= % -0 & L=L(q1 .0 a1, ., 05 X)

S S
aL OL . IL = d JL\ ~ oL =
= E=Z<aT,,CI/+aT,,q/) =Z((E677,)q1’+877,qj)

Jj=1 J=1
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Homogenitat der Zeit
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» Homogenitat der Zeit:
Der Ablauf eines Experiments hangt nicht vom Anfangszeitpunkt ab:
gleiche Anfangsbedingungen zu unterschiedlichen Zeiten {4 und g = t4 + At
— analog zeitverschobene Bewegungsablaufe 7\ (t) = 7{(t + At)

» Voraussetzung: keine zeitabhangigen Zwangsbedingungen

= % -0 & L=L(q1 .0 a1, ., 05 X)

S S S
aL _ oL~ , OLx ) _ doLyy . OLx) _ d OL &
= G=2\5cG+5:G) =2 (dt -‘)QJ+a-,QJ =G 550
i qj qj iz 4 q; = qj
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Homogenitat der Zeit
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» Homogenitat der Zeit:
Der Ablauf eines Experiments hangt nicht vom Anfangszeitpunkt ab:
gleiche Anfangsbedingungen zu unterschiedlichen Zeiten {4 und g = t4 + At
— analog zeitverschobene Bewegungsablaufe 7\ (t) = 7{(t + At)

» Voraussetzung: keine zeitabhangigen Zwangsbedingungen

= % -0 & L=L(q1 .0 a1, ., 05 X)

S S S S
a _ Oy Ol — dOL\a  OLlp) _dN 0Ly _ d
= E—Z;<8qqu+8qjq/) _Z;((df qj)q/"'aqjq/) _dtz; q;ql _dtz;plq/
/= = /= /=
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Homogenitat der Zeit
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» Homogenitat der Zeit:
Der Ablauf eines Experiments h&ngt nicht vom Anfangszeitpunkt ab:

gleiche Anfangsbedingungen zu unterschiedlichen Zeiten {4 und g = t4 + At
— analog zeitverschobene Bewegungsablaufe 7\ (t) = 7{(t + At)

» Voraussetzung: keine zeitabhangigen Zwangsbedingungen

= % -0 & L=L(q1 .0 a1, ., 05 X)

S S
daL _ OL p o OL ) _ d oLy 4 0Ly ) - 4
= d —Z<aq,q/+aq,q/) —Z((dtazy,)q/+aq,q/) =

j=1 J=1 J

S

oL~ _ d

25 9 —d,Z;PJQJ
l=

s
=1

S
» Def.: H=) pg—L ,Hamilton-Funktion*
j=1

20.05.2021 | Michael Buballa | 8



—
Homogenitat der Zeit
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» Homogenitat der Zeit:
Der Ablauf eines Experiments h&ngt nicht vom Anfangszeitpunkt ab:

gleiche Anfangsbedingungen zu unterschiedlichen Zeiten {4 und g = t4 + At
— analog zeitverschobene Bewegungsablaufe 7\ (t) = 7{(t + At)

» Voraussetzung: keine zeitabhangigen Zwangsbedingungen

= % -0 & L=L(q1 .0 a1, ., 05 X)

S S
dL _ OL n o OLn\ _ d 0Ly L OLm ) _ d oL
= —Z<aq,q/+aq,q/) —Z((dtaq,)qﬁaqjq/) = dt

S
5 =g Z;ijlf
j=

s
J=1 j=1 j=1

S
» Def.: H=) pg—L ,Hamilton-Funktion*
j=1

» Dann gilt: Homogenitét der Zeit = % =0 = H = const.
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Interpretation TECHNISCHE
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skleronome Zwangsbedingungen = 7 = F(q, ..., qs) , 85;') =0

S .
S _ 37(') .
= r()-l; L
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Interpretation TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT
skleronome Zwangsbedingungen = 7 = Fi)(q, ..., qs) , 8(,;;' =0
S
k=1
kinetische Energie:
N 202 1 S . . 70 gp0)
T=1>mr" =1 k; Mie(Q, -, Gs) GeGe - Mit My = Zm, oo " oa

i=1

i=1
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Interpretation TECHNISCHE
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DARMSTADT
skleronome Zwangsbedingungen = 7 = Fi)(q, ..., qs) , 8(;;, =0
S
k=1
kinetische Energie:
1 n o 2021y o ; _ L ar0 | ap0
T=3>mr =5 > Mk(qr,....qs) Qe Mit Mg =3 Mg - 5o
i=1 k,e=1 i=1
S T . 1 S 0 . s .
= Yo di=z X M ( qm) Q= > Mk QeQe=2T
= Jik =1 g K, e=1

Ok Ge+qkSje
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Interpretation TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT
skleronome Zwangsbedingungen = 7 = Fi)(q, ..., qs) , 6;' =0
S
k=1
kinetische Energie:
| N 202 1 o . . N gr0 g0
T=3>mr =5 > Mk(qr,....qs) Qe Mit Mg =3 Mg - 5o
i=1 k,e=1 i=1
S o7 S 0 . s .
= Yo d=3 2 mké( QkCIe> Q= MqQe=2T
= joke =1 9 K0=1
Ok Ge+qkSje
s 50 & oy
= Lpg= E@qq, = Logd=2T
= J=
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Interpretation  TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT
skleronome Zwangsbedingungen = 7 = Fi)(q, ..., qs) , 6§§' =0
S
k=1
kinetische Energie:
1 N 20 2 L. . 70
T=1>mr® Z Mie(Q1, -5 Qs) QQe  Mit My = Zml aqk ) an
i=1 =
S a7 I 0 , s .
= Yogl=2 2 M (8 QkCIe>CIj= > MkeGrGe=2T
j=1 Jik =1 gj K, e=1
—_———
Ok Ge+qkSje
s TS, oy
= Yopg= E@qqf = Y og9=2T

=1 j=1

= Hamilton-Funktion: H = Equj —L=2T—(T-V)=T+V=E
j=1
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Fazit:

» Homogenitat der Zeit: = Energieerhaltung: E = const.
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Symmetrien und Erhaltungssatze CECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

Fazit:
» Homogenitat der Zeit: = Energieerhaltung: E = const.
Analog kann man zeigen:

» Homogenitat des Raumes
(= Invarianz der phys. Ablaufe gegeniber raumlichen Verschiebungen):

= Gesamtimpulserhaltung: P = const.
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Symmetrien und Erhaltungssatze

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Fazit:
» Homogenitat der Zeit: = Energieerhaltung: E = const.
Analog kann man zeigen:

» Homogenitat des Raumes
(= Invarianz der phys. Ablaufe gegeniber raumlichen Verschiebungen):

= Gesamtimpulserhaltung: P = const.

» |sotropie des Raumes
(= Invarianz der phys. Ablaufe gegeniiber Drehungen):

= Gesamtdrehimpulserhaltung: L = const.
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Motivation A TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

» Schwingungen: weit verbreitetes physikalisches Phanomen

» tritt oft auf, wenn ein System geringfligig aus dem Gleichgewicht
gebracht wird
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Motivation TECHNISCHE
UNIVERSITAT
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» Beispiel: eindim Potenzial mit Minimum bei x = xo und Maximum bei x = x4

av v _
> 9¥ = =
dx X=Xo ) adx?2 X=%0 - k > O
av a?Vv _
» 2L = av = —
ax | x=x, s ax2 Xexi =-rk<0
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» Beispiel: eindim Potenzial mit Minimum bei x = xo und Maximum bei x = x4

av v _

> 9¥ = =
dx X=Xo ) adx?2 X=%0 - k > O
av a?Vv _

» 2L = av = —
ax | x=x, s ax2 Xexi =-rk<0

> Kraft: F(x)=—-9£ = F(x)=0=F(x;)
,Gleichgewicht*
» kleine Auslenkung um Xp: (Gleichgewicht)

V(x) = V(x0) + V'(x0) (x = X0) + 3 V" (x0) (X = X0)% + -~ = V(x0) + zk(x — x0)?
=0 =k
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» Beispiel: eindim Potenzial mit Minimum bei x = xo und Maximum bei x = x4

av v _
> 9¥ = =
dx X=Xo ) adx?2 X=%0 - k > O
av a?Vv _
» 2L = av = —
ax | x=x, s ax2 Xexi =-rk<0

> Kraft: F(x)=—-9£ = F(x)=0=F(x;)

,Gleichgewicht*
» kleine Auslenkung um xp: ( 9 )

V(x) = V(x0) + V'(%0) (X — X0) + 3 V" (x0) (X — X0)® + - - = V(x0) + 3k(X — x0)?
=0 =k
= F(x) =~ —k(x — Xp) (Hooke’sches Gesetz)
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Motivation TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

» Beispiel: eindim Potenzial mit Minimum bei x = xo und Maximum bei x = x4

2
1% _ &£V

a X=Xo = U, ax2 -~ = k > O
av a*v —
> e =0 | = R<0
> Kraft: F(x)=—-9£ = F(x)=0=F(x;)
,Gleichgewicht”
» kleine Auslenkung um xp: ( 9 )

V(x) = V(x0) + V'(%0) (X — X0) + 3 V" (x0) (X — X0)® + - - = V(x0) + 3k(X — x0)?
=0 =k
= F(x) =~ —k(x — Xp) (Hooke’sches Gesetz)

Teilchen wird in Richtung xo zurlickgezogen — stabiles Gleichgewicht!
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Motivation TECHNISCHE
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» Beispiel: eindim Potenzial mit Minimum bei x = xo und Maximum bei x = x4

2
1% _ &£V

dx x=x9 _ 2’ ax2 -~ = k > O
av a?v _

» 2L = av = —
ax | x=x, s ax2 Xexi =-rk<0

> Kraft: F(x)=—-9£ = F(x)=0=F(x;)
(»Gleichgewicht®)

» kleine Auslenkung um xp:

V(x) = V(x0) + V'(%0) (X — X0) + 3 V" (x0) (X — X0)® + - - = V(x0) + 3k(X — x0)?
=0 =k
= F(x) =~ —k(x — Xp) (Hooke’sches Gesetz)

Teilchen wird in Richtung xo zurlickgezogen — stabiles Gleichgewicht!

» kleine Auslenkung um x; = F(x) =~ +k(x — x1) labiles Gleichgewicht
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