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Lineare Algebra: Jede symmetrische reelle Matrix ist diagonalisierbar
— Man kann das Koordinatensystem so drehen, dass

J, 0 0 J 0 0
J= 0o & o |= Jy 0

0
0 0 J 0 0 J
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» Achsen dieses Koordinatensystems: Haupttragheitsachsen
+» orthogonale Einheitsbasis: 7, 7, fic

» Eigenwerte von J (Jg, J; und J¢): Haupttragheitsmomente
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Lineare Algebra: Jede symmetrische reelle Matrix ist diagonalisierbar
— Man kann das Koordinatensystem so drehen, dass

J, 0 0 J 0 0
J= 0o & o |=[0 4 o
0 0 J 0 0 J

» Achsen dieses Koordinatensystems: Haupttragheitsachsen
+» orthogonale Einheitsbasis: 7, 7, fic

» Eigenwerte von J (Jg, J; und J¢): Haupttragheitsmomente
— 6 unabhangige GréBen:

3 Haupttragheitsmomente + Richtungen der Haupttragheitsachsen (3 Winkel)
<> 6 unabhangige Komponenten von J
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» Auswertung der Rotationsenergie im Haupttragheitssystem:

&

0 0 we
J= 0 Jy 0 |, &=/ wy
0 0 JC wg

= To=30"Jd=3 (J§w§+an%+ng§)
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» Auswertung der Rotationsenergie im Haupttragheitssystem:

Jg 0 0 we
J= 0 Jy 0 |, &=/ wy
0 0 JC o.)g

= To=30"Jd=3 (J§w§+an%+ng§)

» Klassifizierung:
» Kugelkreisel: Je=dy = de
» symmetrischer Kreisel: J=dJ#dk, {i,jk}={&n, ¢}
» unsymmetrischer Kreisel: Je #dy # Je # e
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» Kantenléngen a, b, ¢

» homogene Massendichte pg

s a = M= pgabc
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» Koordinatensystem:
» Ursprung = Schwerpunkt
» Koordinatenachsen parallel zu den Kanten
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» Kantenléngen a, b, ¢

» homogene Massendichte pg

s a = M= pgabc

b

» Koordinatensystem:
» Ursprung = Schwerpunkt
» Koordinatenachsen parallel zu den Kanten

a/2 b/2 c/2

= Jag = [ &Prp() (F20ap —rarg) = po [ dx [ dy [ dz (F26as — rars)
—a/2 —b/2 —c/2
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v

Kantenlangen a, b, ¢
» homogene Massendichte pg

- » Ursprung = Schwerpunkt
C
/’/ a » Koordinatenachsen parallel zu den
- Kanten
b
b? + ¢? 0 0
= J=N 0 A+ & 0 diagonal!

0 0 &+ b?

Haupttragheitsachsen: € =x,n=y,( =z
Haupttagheitsmomente: Jg = (b2 + ¢2), J;, = M(c? + &), Je = % (& + bP)
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Verschiebung des Koordinatenursprungs
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zwei verschiedene kérperfeste Koordinatensysteme

K*: Ursprung = Schwerpunkt
Ortsvektor des Massepunkts m;: 7*

K’: Ursprung beliebig
Ortsvektor des Massepunkts m;: 7 ()’
Ortsvektor des Schwerpunkts: R

= PO = B4r0
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Verschiebung des Koordinatenursprungs
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zwei verschiedene kérperfeste Koordinatensysteme

K*: Ursprung = Schwerpunkt
Ortsvektor des Massepunkts m;: r)*
K’: Ursprung beliebig
Ortsvektor des Massepunkts m;: 7 ()’
Ortsvektor des Schwerpunkts: R

= FO'_R47D

» Tragheitstensor bzgl. einer Drehachse durch den Ursprung von K’:

P

=Zm"[ +7! *)25aﬁ—(Ha+f&”*)(/?5+rg)*)
I
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» Tragheitstensor bzgl. einer Drehachse durch den Ursprung von K’:

dup = Sy (R4 70005 — (R4 107)(R + 15")
i
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» Tragheitstensor bzgl. einer Drehachse durch den Ursprung von K’:

—

Jap = 2 m {(RJ' *V28ap — (Ra+ 1) (Rg + ) )}
I
=Zm; (ﬁ26a5—RaRﬂ) Zm/ (ﬁ‘i B—f() rg)*)
+2R . Zm, “bap — Ra Zm,rﬁ F"ﬂzm/

=0 =0 =0
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» Tragheitstensor bzgl. einer Drehachse durch den Ursprung von K’:

-

Jap = 2 m {(RJ' *V28ap — (Ra+ 1) (Rg + ) )}
I
=Zm; (ﬁ26QB—RaR5) Zm/ (ﬁi ﬂ—l’() rg)*)
+2R . Zm, “bap — Ra Zm,rﬁ F"ﬂzm/

=0 =0 )

=M (ﬁ25a5 - RaFr’B) + Z m; (F(f)*zgaﬁ _ rg)*rg)*>
I

09.05.2023 | Michael Buballa | 6



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

» Tragheitstensor bzgl. einer Drehachse durch den Ursprung von K’:

—

Jap = 2 m {(RJ' *V28ap — (Ra+ 1) (Rg + ) )}
I
=Zm; (ﬁ26a3—RaR5) Zm/ (ﬁi ﬂ—l’() rg)*)
+2R . Zm, “bap — Ra Zm,rﬁ F"ﬂzm/

=0 =0 =0

=M (ﬁ25a5 - RaFr’B) + Z m; (F(f)*zg(w _ rg)*rg)*>
1

= |Jap=Jog+M (F{ dap — Ra Rﬁ) ~Steiner’'scher Satz"

5 =Iragheitstensor bzgl. einer Drehachse durch den Schwerpunkt
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» Punkte des starren Kérpers:
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1 I

i
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» Punkte des starren Kérpers:

1 I

=Y mingx B+ mr WV x (@xrW) + x (Gx > m70)+3 mr x
; ' i i

I—Bahn Lin =

(fur Ursprung von K’ = Schwerpunkt)
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» Punkte des starren Kérpers:

=Y mingx B+ mr WV x(@x7W) + x (Gx 3 m70)+3 mr x v
i i i i

LBahn Lin =
(fur Ursprung von K’ = Schwerpunkt)

> lggm=MryxVy =RxP mit R=r, P=My,
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> innerer Drehimpuls:
L= z mi PO x (@ x FO) = 3" my (FWZ@ —(FO. g ?(f)/)
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> innerer Drehimpuls:
L= z mi PO x (@ x FO) = 3" my (FWZ@ —(FO. g ?(f)/)
> a-Komponente'

/na Zm/ ( Wey ng)lwb’ f&")')
B
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> innerer Drehimpuls:
,,,_Zm, x (& x ri’ Zm, (* 2~,(7(i)/,@)7(/)/)

> a-Komponente:

Lina Z m; (79w, — Zg: ’g)/wﬁ i)
I
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> innerer Drehimpuls:
,,,_Zm, x (& x ri’ Zm, (* 2~,(7(i)/,@)7(/)/)

» a-Komponente:

Lina Zm,( a—zﬂ:rg)/wﬁ i)
= ()12
=§B:Zm,'(l’(’)’ (5a5—l’() é))wg —ZJagWg
i
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» innerer Drehimpuls:
Ly = om0 x (&% F) = S m (P05 — ror - @ 7o)
i
» a-Komponente:

Lina Zm,( a—zﬂ:rg)/wﬁ i)
= ()12
=§B:Zm;(l’(’)’ (5(15—[’() é))wg —ZJQQLJg
i

= Z,-n=gcf5
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> innerer DrehimpuIS'
,,,_Zm, x (& x ri’ Zm, (* 2~,(7(i)/,@)7(/)/)

» a-Komponente:

Lina Zm,( a—zﬂ:rg)/wﬁ i)
= ()12
=§B:Zm,'(l’(’)’ (5a5—l’() é))wg —ZJ BWs
i

= Z,-n=gcf5

~{
1
i
X
ol
+

Il
&l

» insgesamt (fur Ursprung von K’ = Schwerpunkt):

09.05.2023 | Michael Buballa | 8



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

im Folgenden: Lgamn=0 = L=Lp=J&
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im Folgenden: EBa,m -0 = L= Z,-n =Ju
Lg Jg 0 0 We Jg We
» Hauptachsensystem: L, =10 J, O wy | = Jpwy
L( 0 0 JC we JC we
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im Folgenden: Esahn -0 = L= ﬂ,-n =Ju
J 0 0 We 'JE We
» Hauptachsensystem: O J, 0 wy | = Jpwy
0 0 JC we JC we

= L || @, falls Drehachse = Hauptachse

w . Jew
Bsp.: d=whg=| 0 = L= 0 = Je wiie
0 0
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— ~o ~»

im Folgenden: Esahn =0 = =Lin=Jd
J 0 0 We 'JE We
» Hauptachsensystem: O J, 0 wy | = Jpwy
0 0 JC we JC we

= L || @, falls Drehachse = Hauptachse

Jew
Bsp.: J=w < ) =< 0 >=J5wﬁ5
0

» Kugelkreisel: Je=dy=de=J = J=J1

= L=Ja, d.h. L| & giltimmer fir Kugelkreisel!
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— ~o ~»

im Folgenden: Esahn =0 = =Lin=Jd
J 0 0 We J§ We
» Hauptachsensystem: O J, 0 wy | = Jpwy
0 0 JC we JC we

= L || @, falls Drehachse = Hauptachse

Jew
Bsp.: W=w ( ) =< 0 >=ngﬁ5
0

» Kugelkreisel: Je=dy=de=J = J=J1
= L[=J3, dhL || & gilt immer fur Kugelkreisel!

Allerdings ist fir Kugelkreisel auch jede Achse eine Hauptachse:
J'=DJD"=DW1)D" =JDD" =1 =J
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Allgemeiner Fall: L} &
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» Bsp.: Quader

2 I3 Anfangsbedingungen (f = 0):

3 » Haupttragheitsachsen || zu Achsen von K:

/ P = 8, Ay = &, fic = &,

» Rotationsachse in der x-z-Ebene: & = (on )

wz

- ngx
: :»L:( 0 ) Je = M(R4b?), Jo= M+ bR)

JC Wz
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Allgemeiner Fall: L} &

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT
» Bsp.: Quader
2 I3 Anfangsbedingungen (f = 0):
3 » Haupttragheitsachsen || zu Achsen von K:

/ P = 8, Ay = &, fic = &,

» Rotationsachse in der x-z-Ebene: & = (on )

wz

- Jg Wy
a :sL=< 0 ) Je = PP+ D7), Jo = 1(&+bP)
JC Wz
» Folge der Rotation: kérperfeste Hauptachsen drehen sich von den
raumfesten Koordinatenachsen weg = J andert sich!
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Allgemeiner Fall: L} &

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
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» Bsp.: Quader
2 I3 Anfangsbedingungen (f = 0):
3 » Haupttragheitsachsen || zu Achsen von K:

/ P = 8, Ay = &, fic = &,

» Rotationsachse in der x-z-Ebene: & = (on )

wz

- Je wx
- N L=< ‘o ) Je = M(G 4 b?), Jo = M+ D)

JC Wz
» Folge der Rotation: kérperfeste Hauptachsen drehen sich von den
raumfesten Koordinatenachsen weg = J andert sich!

» Fall1: &=const. = L= J& &ndert sich
= auBeres Drehmoment erforderlich
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» Fall 2: kein auBeres Drehmoment
= [= Jd = const. = & andert sich! (,Nutation*)
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» Fall 2: kein auBeres Drehmoment
= [= Jd = const. = & andert sich! (,Nutation*)

[=J@+Jd=0 = d=-J"J&
J héngt implizit Gber &(t) von der Zeit ab.
— i.A. komplizierte Bewegung
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» Fall 2: kein auBeres Drehmoment
= [= Jd = const. = & andert sich! (,Nutation*)

[=J5+Jd=0 = &=-J"J&
J héngt implizit Gber &(t) von der Zeit ab.
— i.A. komplizierte Bewegung

» Symmetrischer Kreisel (z.B. Jg = J;, # J¢)

> il
U

€1

Bewegungsgleichung analytisch |6sbar:

L, & und die ¢-Richtung (“Figuregachse“) liegen stets in
einer Ebene, die periodisch um L rotiert.

— ,Nutationskegel”
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