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Aufgabe P10: Wettrennen

Auf einer schiefen Ebene mit Neigungswinkel a rollen eine Vollkugel und eine Hohlkugel (Dicke d < R) mit gleichen
Massen M und Radien R im Schwerefeld der Erde (§ = —g€, ). Der Ortsvektor eines beliebigen Punktes i der Kérper kann
dann als Summe aus Schwerpunktsvektor 7,(t) = 7,(0) + 5(t) und Relativvektor d(t) geschrieben werden

F(i)(t) — ?O(t) + a(i)(t). (P10.1)

a) Berechnen Sie die kinetische Energie T = 1 > m;(¥(t))? einer
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Kugel mit Hilfe von Gl. (P10.1). Zeigen Sie, dass die kinetische
Energie aus einem reinen Translationsanteil und einem reinen Ro-
tationsanteil besteht.

b) Stellen Sie mit Hilfe der Gesamtenergie und der Rollbedingung
die Bewegungsgleichung fiir die zuriickgelegte Strecke s eines
Korpers mit Tragheitsmoment J auf, der die schiefe Ebene her-
unterrollt. Geben Sie die Losung der Bewegungsgleichung fiir die
Anfangsbedingungen s(t = 0) =s(t =0) =0 an.

y
¢) Welcher der beiden Korper erreicht bei einem gleichzeitigen Start
als Erster das untere Ende der Ebene?
Aufgabe P11: Rotierender homogener Quader
Betrachten Sie den nebenstehenden Quader Q;, mit Kantenldngen a, b
und ¢ und der konstanten Dichte p. z &
a) Zeigen Sie, dass der Tragheitstensor J beziiglich des Quader- /
schwerpunktes im nebenstehenden Koordinatensystem durch ! / /4},
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gegeben ist. "f
b) Berechnen Sie das Tragheitsmoment fiir die Rotation um die /',"— N
Raumdiagonale &. "’ b
”
¢) Wie miissen a, b und c gewéhlt werde, damit die Tragheitsmo- E a

mente fiir alle vier Raumdiagonalen identisch sind?




Aufgabe H10: Tragheitstensor eines homogenen Ellipsoids (0.5+1.0+1.5=3 Punkte)

Betrachten Sie einen Ellipsoid (3-dimensionales Analogon einer Ellipse)
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mit homogener Dichte p und den Halbachsen a,b und c.

Hinweis: Verwenden Sie fiir Ihre Rechnungen ein Koordinatensystem mit den Halbachsen des Ellipsoids als Koordi-
natenachsen und dem Mittelpunkt des Ellipsoids als Koordinatenursprung. Eine Reskalierung der Achsen (geeignete
Substitution der Integrationsvariablen) vereinfacht die Rechnungen ungemein.

a) Zeigen Sie, dass die Masse M des Ellipsoid durch

M= gnabcp (H10.2)

gegeben ist.
b) Bestimmen Sie die nicht-diagonalen Elemente des Trégheitstensors.

c) Berechnen Sie die Diagonalelement des Trégheitstensors als Funktion von a, b, ¢ und M.

Aufgabe H11: Inhomogene Himmelskoérper (0.5+1.0+1.5=3 Punkte)

Betrachten Sie einen sphirisch symmetrischen Himmelskorper mit dem Radius R und der Dichteverteilung
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p(r)=pc(1—u}%), (H11.1)

mit p, = const. und einem dimensionslosem Parameter u € [0, 1].

a) Berechnen Sie die bis zu einem Radius r eingeschlossene Masse M(r) sowie die Gesamtmasse M = M(R) eines
solchen Himmelskorpers.

b) Berechnen Sie das Tridgheitsmoment um eine Symmetrieachse und driicken Sie das Ergebnis iiber die Masse, den
Radius und den Parameter u aus.

¢) Das Gleichgewicht zwischen Druck P(r) und Gravitationskraft ist beschrieben durch die Differenzialgleichung

dpP(r) _ _GM(’”)P(r)
dr r2

(H11.2)

An der Oberflache verschwindet der Druck: P(r = R) = 0. Berechnen Sie den Druck P(r) als Funktion des Radius
r fiir u = 0 mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse. Integrieren Sie die Differenzialgleichung mittels Trennung der
Variablen. Integrieren Sie dabei im Druck von P(r) bis P(R) = 0 und im Radius von r nach R.




