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Aufgabe P21: Zwangsbedingungen
Betrachten wir folgende Zwangsbedingungen in differentieller Form
df; = a(2xdx +2ydy) +Bdz =0, df, =z2dx +xz?dy + 2xyzdz = 0. €Y

a) Handelt es sich um holonome Zwangsbedingungen? Welcher Zusammenhang muss dafiir tiberpriift werden?
b) Falls moglich, geben Sie die Zwangsbedingungen in geschlossener Form f;(x,y,2), i = 1,2 an.

c) Stellen Sie selbst eine holonome/nicht-holonome Zwangsbedingung in differentieller Form auf.

Aufgabe P22: Rotierender Ring

Eine Perle mit Masse m bewege sich reibungsfrei im homogenen Schwerefeld auf
einem Ring mit Radius R. Der Ring rotiere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
um die z-Achse.

a) Stellen Sie die Zwangsbedingungen auf und bestimmen Sie die Lagrange-

Funktion. A 7
b) Stellen Sie die Lagrange-Gleichung 2. Art auf und finden Sie die Gleichge- Q _>
wichtslagen 6;. W

c) Analysieren Sie das Stabilitdtsverhalten der Gleichgewichtslagen 6; in Abhén-
gigkeit von w fiir kleine Auslenkungen 6;+¢, € < 1. Unterscheiden Sie hierbei

die Fille w < \/gbzw. w> \/g.

d) Skizzieren Sie die stabilen Gleichgewichtslagen als Funktion von cw.

e) Wie transformieren die Lagrange-Funktion und die Bewegungsgleichung un-
ter der Transformation 8 — —0? Sind die Gleichgewichtslagen symmetrisch
unter dieser Transformation? Welcher Zusammenhang besteht zur Skizze aus

Aufgabenteil d)?
Hinweis:
sin(0; +€) = sin(6;)+ ecos(6;) + 0(e?)
cos(6; +€) = cos(6;)—esin(6;)+ O(e?)




Aufgabe H11: Gedampfter Harmonischer Oszillator (2+2+2 Punkte)

In manchen Situationen ist es moglich, Reibungseffekte im Lagrange-Formalismus zu behandeln, ohne die Dissipations-
funktion einfithren zu miissen. Als Beispiel sei folgendes System gegeben

22 2
mq~  kq
L=f(t)| ———|. 2
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a) Wie miissen Sie f(t) wahlen, damit Sie als Bewegungsgleichung die eines geddmpften harmonischen Oszillators
G+2yq+w?q=0 r>0, 3)

erhalten? HINWEIS: Stellen Sie eine Differentialgleichung fiir f (t) auf und lésen Sie diese.

Betrachten Sie nun folgende Koordinatentransformation
s=f(t/2)q. @
b) Wie lautet die effektive Lagrange-Funktion in Abhéngigkeit von s?

c) Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir s auf. Was fallt Ihnen auf?

Aufgabe H12: Teilchen im Elektromagnetischen Feld (1+3 Punkte)

Im Skript wird die Bewegung eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld als Beispiel fiir ein geschwindig-
keitsabhingiges Potential behandelt. Die Lagrange-Funktion fiir diesen Fall lautet

1 . N .
L= Emfz —ed(X,t)+eA(R, t)-X . (5)
Machen Sie sich klar, welchen Einfluss eine sogenannte Eichtransformation auf das System hat. Eine Eichtransformation
ist durch folgende Transformationsgesetze gegeben
A=A+ VY(R, 1),
Y
d—>d———,
at
wobei 1) eine beliebige, differenzierbare Funktion ist.

a) Wie lautet die transformierte Lagrange-Funktion?

b) Welchen Einfluss hat die Eichtransformation auf die Bewegungsgleichung?

Weihnachtsaufgabe: Prazession der Erdachse (2+1+1+2+1+2 Zusatzpunkte)

Bei dieser Aufgabe handelt es sich um eine zusdtzliche, freiwillige Aufgabe. Die Aufgabe beinhaltet Aspekte aller bisher behan-
delter Themen.

Die Erde kann in guter Ndherung als ein symmetrischer Kreisel (Tragheitsmomente: C > A) beschrieben werden, dessen
Figurenachse um den Eulerwinkel 0 gegen die Ekliptik geneigt ist. Da die Erde leichte Abweichungen von der perfekten
Kugelform zeigt, kann ihre potentielle Energie im Graviationsfeld der Sonne durch

GMm _ GM(C —A)
r 2r3

gendhert werden. P,(x) = %(3)(2 — 1) ist das zweite Legendre-Polynom. Die Lage der Erde sei durch die Eulerwinkel
¢ (1), 0(t),y(t) beschrieben. Berechnen Sie die Prazessionsrate der Erdachse durch die Gravitationskraft, die von der
Sonne auf die Erde ausgeiibt wird. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

V=—

P,(cos0), (6)

a) Wie grol? ist das auf die Erde wirkende Drehmoment? Wodurch wird es effektiv verursacht?
b) Stellen Sie die Lagrange-Funktion fiir das System auf.

c) Nehmen Sie an, dass es sich um eine gleichférmige Prézession handelt, d.h. vernachlassigen Sie die die Nutations-
bewegung. Welche Koordinaten und Zeitableitungen bleiben dann {ibrig?

d) Stellen Sie eine Lagrange-Gleichung fiir die Prézession der Erdachse auf.
e) Zeigen Sie (im Lagrange-Formalismus), dass v + ¢ cos 6 = , erhalten ist (vgl. H8)

f) Geben Sie die Prizessionsrate der Erdachse fiir langsame Prizession ¢ << w, an. Driicken Sie ¢ dabei nur mit
Hilfe von w, (Eigendrehung der Erde), w, (Winkelgeschw. Drehung Erde um Sonne), cos 8 und den Tragheitsmo-
menten der Erde aus.

HINWEIS: Kepler’sche Gesetze, Betrachten Sie die Bahn der Erde um die Sonne ndherungsweise als Kreis.




