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Aufgabe 1: Mandelstam-Variablen

1 2

3 4

Betrachten Sie den Streuprozesses 1+2→ 3+4: zwei Teilchen mit Vierer-Impulsen p1 und
p2 und Massen m1 und m2 zu zwei Teilchen mit Vierer-Impulsen p3 und p4 und Massen m3
und m4. Zeigen Sie, dass die Lorenz-invarianten Kontraktionen der Vierer-Impulse durch
die drei Lorenz-invarianten Mandelstam-Variablen

s ≡ (p1 + p2)
2 = (p3 + p4)

2 (1.1)

t ≡ (p1 − p3)
2 = (p2 − p4)

2 (1.2)

u≡ (p1 − p4)
2 = (p2 − p3)

2 (1.3)

und die Teilchenmassen beschrieben werden können. Zeigen Sie des Weiteren, dass von
diesen drei Variablen nur zwei linear unabhängig sind. In dieser Aufgabe verwenden wir
für das Skalarprodukt von Vierer-Vektoren die Kompaktnotation pi p j ≡ (pi)µ(p j)µ bzw.
p2

i ≡ (pi)µ(pi)µ.

Aufgabe 2: Integrale für den Feynman Parameter Trick

Beweisen Sie die folgenden Integrale, welche bei der Verwendung des Feynman Parameter Tricks und dessen Verallge-
meinerungen auftreten.

a) Zeigen Sie durch explizite Integration:

1
AB
=

∫ 1

0

dξ
1

(ξA+ (1− ξ)B)2
. (2.1)

b) Zeigen Sie durch Ableitung von Gl. (2.1):

1
AnB

=

∫ 1

0

dξ
nξn−1

(ξA+ (1− ξ)B)n+1
. (2.2)

c) Zeigen Sie durch Induktion für k ≥ 2:

1
A1 . . . Ak

=

∫

· · ·
∫

ξ1,...,ξk≥0

dkξ δ(ξ1 + . . .+ ξk − 1)
(k− 1)!

(ξ1A1 + . . .+ ξkAk)k
. (2.3)

d) Zeigen Sie durch Ableitung von Gl. (2.4):

1

An1
1 . . . Ank

k

=
(n1 + . . .+ nk − 1)
(n1 − 1)! . . . (nk − 1)!

×

×
∫

· · ·
∫

ξ1,...,ξk≥0

dkξ δ(ξ1 + . . .+ ξk − 1)
ξ

n1−1
1 . . .ξnk−1

k

(ξ1A1 + . . .+ ξkAk)n1+...+nk
.

(2.4)
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Aufgabe 3: Oberfläche der d -Sphäre

Berechnen Sie die Oberfläche Ωd der d-dimensionalen Einheitssphäre. Hinweis: Eine Möglichkeit ist die Verwendung und
Modifikation des Gauß’schen Integrals

G ≡
∫ +∞

−∞
dxe−x2

unter Zuhilfenahme der Gamma Funktion

Γ (z)≡
∫ ∞

0

dx xz−1e−x . (3.1)

Aufgabe 4: Vakuum Polarisation des Photons in One-loop Näherung

In dieser Aufgabe soll der One-loop Beitrag zur Vakuum Polarisation des Photons

iΠµν2 (q)≡ µ ν

k + q

k

q
= (−ie)2(−1)

∫

d4k
(2π)4

Tr
�

γµ
i

/k−m+ iε
γν

i
/k+ /q−m+ iε

�

(4.1)

berechnet werden. Das vorliegende Integral ist UV divergent und muss daher regularisiert werden. Dazu soll in dieser
Aufgabe Pauli-Villars (PV) Regularisierung verwendet werden: wir führen neben der physikalischen Masse m ≡ m0 mit
dem Koeffizient c0 = 1, n zusätzliche Massenterme mi mit Koeffizienten ci ein. In PV Regularisierung wird aus Gl. (4.1)

iΠµν2 (q) =
n
∑

i=0

cie
2

∫

d4k
(2π)4

Tr
�

γµ
i

/k−mi + iε
γν

i
/k+ /q−mi + iε

�

≡
n
∑

i=0

ci iΠ
µν
2 (q, mi). (4.2)

Wir werden im Verlauf dieser Aufgabe zeigen, dass eine geeignete Wahl von ci und mi für i > 0 das Integral im UV
regularisiert.

a) Berechnen Sie zuerst die Spur in iΠµν2 (q, mi) mit Hilfe der Identitäten

Tr(γµγν) = 4gµν, (4.3)

Tr(ungerade # an γ-Matrizen) = 0, (4.4)

Tr(γµγνγργσ) = 4(gµνgρσ − gµρ gνσ + gµσgνρ). (4.5)

b) Führen Sie einen Feynman Parameter x ein und zeigen Sie, dass nach einer Wick Rotation

iΠµν2 (q, mi) = −4ie2

∫

d4lE
(2π)4

∫ 1

0

dx
1
2 gµνl2

E + x(x − 1)(2qµqν − gµνq2) + gµνm2
i

(l2
E +∆i)2

, (4.6)

mit ∆i ≡ m2
i − x(1− x)q2 und l ≡ k+ xq gilt.

c) Führen Sie das UV divergente euklidische Impulsintegral in Gl. (4.6) mit Hilfe eines Impuls-Cutoffs l2
E ≤ Λ

2 aus:

iΠµν2 (q, mi ,Λ)≡ −4ie2

∫

l2E≤Λ
2

d4lE
(2π)4

∫ 1

0

dx
1
2 gµνl2

E + x(x − 1)(2qµqν − gµνq2) + gµνm2
i

(l2
E +∆i)2

. (4.7)

Zeigen Sie, dass in führender Ordnung

iΠµν2 (q, mi ,Λ)∝ e2Λ2 gµν (4.8)

gilt.
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d) Verwenden Sie ihr Ergebnis aus Teilaufgabe c), um zu zeigen, dass die Wahl

n
∑

i=0

ci = 0 und
n
∑

i=0

cim
2
i = 0 (4.9)

mit c0 = 1 und m0 = m die explizite Cutoff-Abhängigkeit in

iΠµν2 (q) = lim
Λ→∞, ∆i/Λ→0

n
∑

i=0

ci iΠ
µν
2 (q, mi ,Λ) (4.10)

eliminiert. Zeigen Sie anschließend, dass nach geeigneter Wahl der Regularisierungsparameter

Π
µν
2 (q) = e2J(q)

�

gµν −
qµqν

q2

�

, mit J(q)≡
1

2π2
q2

∫ 1

0

dx x(1− x) ln
�m2 + x(x − 1)q2

M2

�

, (4.11)

mit M ≡ M(mi , ci) gilt. Bestimmen Sie mit diesem Ergebnis den One-loop Beitrag zur renormierten Ladung in PV
Regularisierung.
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