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Aufgabe 19: Die Beta-Funktion und laufende Kopplung der Quantenchromodynamik

In dieser Aufgabe wollen wir die Beta-Funktion und die laufende Kopplung der Quantenchromodynamik (QCD) mit Ny
Quark Flavours in Feynman-'t Hooft Eichung (£ = 1) zu Ein-Loop Ordnung mit dimensionaler Regularisierung berech-
nen'. Hierzu gilt es zunichst die divergenten Ein-Loop Beitrige zur Quark-Selbstenergie, zum Quark-Gluon-Vertex und
zur Gluon-Selbstenergie zu berechnen. Quark Massen konnen in den folgenden Rechnungen vernachléssigt werden, da
Divergenzen in Wellenfunktions-Renomierung unter Verwendung von dimensionaler Regularisierung unabhéngig von der
Fermion Masse sind. Verwenden Sie fiir die im Folgenden auftretenden Integrale die Identititen
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Berechnen Sie den divergente Beitrag zur Fermion-Selbstenergie zu Ein-Loop-Ordnung
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Der oberflachliche Divergenzgrad dieses Diagrams ist D = 1. Zeigen Sie
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unter Verwendung von C,5’; = (T*T%)/;. Hinweis: Das auftretende Impulsintegral und die Dirac-Spur wurden
mehrfach in Vorlesung und Ubung thematisiert, siehe z.B. Aufgabe 14e) (vi).

Berechnen Sie den divergente Beitrag zum Quark-Gluon-Vertex zu Ein-Loop-Ordnung
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Der oberflachlichem Divergenzgrad ist D = 0 und die auftretende Divergenz ist logarithmisch, daher kénnen die
externen Impulse bei der Berechnung vernachlissigt werden. Zeigen Sie
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unter Verwendung von C,(G)5% = facd fbed

(—ig™Y; = —S—(Cy + C,(G)(T*Y ;v*In(A%/M?) +. (19.6)

1 Fiir diese Rechnung wurden David Gross, David Politzer und Frank Wilczek 2004 mit dem Nobelpreis fiir Physik ausgezeichnet. Die entspre-
chenden Veréffentlichungen aus dem Jahr 1973 sind [D. J. Gross und E Wilczek,“Ultraviolet Behavior of Non-Abelian Gauge Theories*, Phys.
Rev. Letters 30 1343 (1973)] und [H. D. Politzer, “Reliable Perturbative Results for Strong Interactions“, Phys. Rev. Letters 30 1346 (1973)].




c) Es gibt vier Ein-Loop Beitrdge mit oberflachlichem Divergenzgrad D = 2 zur Gluon Selbstenergie
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i) Verwenden Sie die Ergebnisse aus Aufgabe 13, um
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unter Verwendung von Tr(T¢T?) = €5 zu zeigen.

ii) Berechnen Sie die verbleibenden Beitrége i(Z"())*?, i(X5"(¢))* und i(=},"(¢))*® nach Einfithrung geeig-
neter Feynman-Parameter mit Hilfe der Identitaten aus Gl. (19.1) und Gl. (19.2).

Zeigen Sie anschliefSend fiir die Summe
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mit A = —x(1—x)q>.

d) Verwenden Sie die Ergebnisse der bisherigen Teilaufgaben zur Bestimmung der drei Counterterme 6,, 0, und 03
mit
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e) Berechnen Sie analog zu Aufgabe 16 die Beta-Funktion fiir g mittels
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mit Hilfe der in Teilaufgabe d) bestimmten Counterterme. Zeigen Sie, dass
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f) Verifizieren Sie die in der Aufgabe eingefiihrten Identitdten
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und zeigen Sie C, = g, C,(G)=3,C= % fiir SU(3) mit Hilfe der fundamentalen Darstellung T = A?/2 iiber die
Gell-Mann-Matrizen A°.

g) Verwenden Sie die Ergebnisse der Teilaufgaben e) und f), um die laufende Kopplungskonstante der QCD
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mit einer geeigneten Konstante Mg zu bestimmen.




