
Pfadintegral-Quantisierung von Dirac-Spinoren

I Graßmann-Zahlen = antikommutierende Zahlen: θη = −ηθ
I Taylor-Reihen: f (θ) = f0 + θf1, da θ2 = 0

I Ableitungen: d
dθ θη = η, d

dη θη = − d
dηηθ = −θ

I Integrale: Definition als Umkehrung der Ableitung nicht möglich

I Berezin-Integral:
∫

dθ = 0,
∫
θdθ = 1

I äquivalent zur Ableitung

I invariant unter konstanten Verschiebungen θ → θ + η

I n-dimensionale Graßmann-Algebra: θ = (θ1, ... , θn)T

I {θi , θj} = 0

I
∫

dθi = 0,
∫

dθn ... dθ1 θ1 ... θn = 1

15.11.2019 | 1



Pfadintegral-Quantisierung von Dirac-Spinoren

I Variablen-Substitution: θ′i = Bijθj

⇒
∫

dθ′n ... dθ′1 =
∫

dθn ... dθ1
(

det B
)−1

I gewöhnliche Zahlen:
∫

dnx ′ =
∫

dnx det
(∂x′

i
∂xj

)
I komplexe Graßmann-Zahlen: θ = Re θ + i Im θ

I Subst.: θ = 1√
2
(θ1 + iθ2), θ∗ = 1√

2
(θ1 − iθ2)

⇒ θθ∗ = −θ∗θ → betrachte θ und θ∗ als unabhängige Variable

I Gauß’sche Integrale:

I komplexe Graßmann-Zahlen:
(∏

i

∫
dθ∗i dθi

)
e−θ

T B θ = det B

I gewöhnliche komplexe Zahlen:
(∏

i

∫
dz∗i dzi

)
e−zT B z = (2π)n

det B
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Pfadintegral-Quantisierung von Dirac-Spinoren

I Graßmann-Felder: ψ(x) =
∑

i
ψi φi (x)

I ψi : Graßmann-Zahlen
I φi (x) orthonormale Basis-Funktionen (z.B. us(p)e−ip·x , vs(p)eip·x )

I Dirac-Zweipunkt-Funktionen:

〈Ω|T
(
ψH (x1)ψH (x2)

)
|Ω〉 =

∫
Dψ Dψ ei

∫
d4x Lψ(x1)ψ(x2)∫

Dψ Dψ ei
∫

d4x L

= 1
Z [0,0]

(
− i δ

δη̄(x1)

)(
+ i δ

δη(x2)

)
Z [η̄, η]

∣∣∣
η̄=η=0

I erzeugendes-Funktional:

Z [η̄, η] =
∫

DψDψ exp
[
i
∫

d4x L + η̄ψ + ψη + iε
]

I freies Dirac-Feld:

Z0[η̄, η] = Z0[0, 0] exp
[
−
∫

d4x
∫

d4y η̄(x) SF (x − y ) η(y )
]
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