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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird das QCD-Phasendiagramm bei reellem und imagindrem chemischen Potential untersucht. Hierzu
werden das Nambu—Jona-Lasinio-Modell (NJL-Modell), sowie das um den Polyakov-Loop erweiterte NJL-Modell (PNJL-
Modell) fiir zwei leichte Quark-Flavour verwendet. Das PNJL-Modells bei imagindrem chemischen Potential zeigt sowohl
die erweiterte Zs-Symmetrie der QCD wie auch den Roberge-Weiss-Phaseniibergang 1. Ordnung. Es werden sowohl der
chirale wie auch der Confinement/Deconfinement Phaseniibergang, bzw. Crossover analysiert. Zur Charakterisierung der
Crossover wird zu Beginn ein Kriterium vorgestellt, welches konsistent wahrend der gesamten Arbeit verwendet wird.
Als Ziel sollen die Crossover-Ubergénge hinsichtlich ihres Verhaltens fiir u> — 0* untersucht werden und die Phasendia-
gramme in der u2-T-Ebene und in der p-T-Ebene dargestellt werden.

Abstract

In this thesis the QCD phase diagram with a real and an imaginary chemical potential is investigated. For this purpo-
se the Nambu—Jona-Lasinio model (NJL-model) and the NJL-model extended by the Polyakov-Loop (PNJL-model) are
studied with regard to two lightest quark flavours. The PNJL-model with an imaginary chemical potential shows the
extended Zs-symmetry of QCD as well as the Roberge-Weiss first order phase transition. Both the chiral and the confi-
nement/deconfinement phase transition and crossover will be analysed. First of all a criterion for the characterisation of
crossovers is given, which will be used consistently throughout this work. The aim of this work is to investigate crossover
transitions with regard to their characteristics at u> — 0% and to attain the phase diagrams in the u2-T-plane as well as
in the p-T-plane.
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1 Einleitung und Motivation

Kurz nach dem Urknall befand sich das Universum in einem Zustand unvorstellbar hoher Dichte und Temperatur und
war gefiillt mit einem Gemisch ultrarelativistischer Elementarteilchen, darunter hauptséchlich Quarks und Gluonen. In
diesem extremen thermodynamischen Zustand war die Bindung zwischen diesen Teilchen so gering, dass sie sich frei
bewegen konnten, was heute als ,,Quark-Gluon-Plasma“ bezeichnet wird [1].

Die Quantenchromodynamik (kurz: QCD) stellt die quantenfeldtheoretische Beschreibung der starken Wechselwirkung
dar [2]. Dabei handelt es sich um jene der vier fundamentalen Kréafte der Physik, welche die Wechselwirkungen von
Quarks und Gluonen beschreibt. Die Gluonen, bei welchen es sich um masselose Spin-1-Teilchen handelt, stellen dabei
die Eichbosonen der starken Wechselwirkung dar.

In dem von M. Gell-Mann und G. Zweig im Jahr 1964 eingefiihrten Quark-Modell der Teilchenphysik [3, 4] konnen
Quarks in sechs unterschiedlichen Formen, den sogenannten Quark-Flavour, existieren. Diese werden wie folgt benannt:
up (u), down (d), strange (s), charm (c), bottom (b) und top (t). Die Untersuchung der Eigenschaften, Wechselwir-
kungen sowie die dulderen Parameter der Entstehung verschiedener Zustdnde von Systemen bestehend aus Quarks und
Gluonen ist Teil der theoretischen Teilchenphysik. Die hierbei auftretenden Phasen sowie deren Grenzen werden im QCD-
Phasendiagramm veranschaulicht und je nach konkretem Bereich im Phasendiagramm mittels verschiedener Verfahren
untersucht.

In dieser Arbeit soll das QCD-Phasendiagramm, welches die verschiedenen Phasen von Quark-Materie anschaulich
darstellt, studiert werden, wobei sich der Begriff der Quark-Materie auf verschiedene QCD-Phasen bezieht, deren
Freiheitsgrade Quarks und Gluonen umfassen. Genauer untersucht werden soll die Phasengrenze zwischen der ha-
dronischen Phase, in welcher Quarks zu Hadronen gebunden sind, sowie der Phase asymptotisch freier Quarks und
Gluonen, dem zuvor angesprochenen Quark-Gluon-Plasma. Fiir reelle endliche chemische Potentiale u sind auf Grund
des ,Vorzeichen-Problems“ keine Gitter-QCD (auch Lattice-QCD) Berechnungen moglich, da die Fermionen-Determinante
der QCD-Zustandssumme komplexe Werte annimmt. Eine Moglichkeit das Vorzeichen-Problem zu umgehen stellt daher
die Berechnung bei imagindrem chemischen Potential dar, wobei versucht wird, die hier auftretenden und betrachteten
Uberginge zu reellem chemischen Potential hin analytisch fortzusetzen.

Die Untersuchung verschiedener QCD-Phasen erfolgt im Rahmen dieser Arbeit mit Hilfe eines effektiven Modells der
QCD, dem sogenannte Nambu—Jona-Lasinio Modell (kurz: NJL-Modell), welches fiir die zwei leichtesten Quark-Flavour
betrachtet wird. Die Vorteile der Nutzung dieses Modells sind zum einen die Moglichkeit von Berechnungen bei endli-
chem chemischen Potential und zum anderen die darin enthaltenen Symmetrien, welche gleichzeitig auch in der QCD
préasent sind, darunter insbesondere die chirale Symmetrie. Von Nachteil ist die Tatsache, dass das Modell keine Beschrei-
bung des Confinements bereitstellt und Gluonen nicht miteinbezieht.

Daher wird das um den Polyakov-Loop erweiterte NJL-Modell (kurz PNJL-Modell) eingefiihrt. Die hierbei auftretenden
Erwartungswerte des Polyakov-Loops stellen Ordnungsparameter zur Charakterisierung von Phaseniibergéngen zwischen
der Confinement- bzw. Deconfinement-Phase dar. Das PNJL-Modell bei imagindrem chemischen Potential besitzt als wei-
teren Unterschied zum NJL-Modell die erweiterte Z;-Symmetrie. Die unter dieser Symmetrie invarianten Grofen, wie
das thermodynamische Potential und das chirale Kondensat, besitzen die sogenannte Roberge-Weiss-Periodizitit.

Die im Phasendiagramm auftretenden Phaseniiberginge 1. Ordnung werden allgemein durch Unstetigkeiten von Ord-
nungsparametern, welche sich als 1. Ableitung der Energie, bzw. des grofkanonischen Potentials ergeben, charakterisiert.
Als Crossover oder Crossover-Ubergang wird im engeren Sinne ein stetiger und glatter Verlauf von Ordnungsparametern
bezeichnet. Fiir diese existiert jedoch keine eindeutige Definition, sodass der genaue Verlauf im Phasendiagramm je nach
Kriterium abweichen kann. In dieser Arbeit werden daher Crossover-Ubergénge fiir ein konkretes Kriterium untersucht.
Dabei werden sowohl der chirale als auch der Confinement/Deconfinement-Ubergang betrachtet um schlieflich die Pha-
sendiagramme fiir reelles und imaginéres chemisches Potential zu berechnen. Als weiteres Ziel soll das Phasendiagramm
in der p-T-Ebene dargestellt und diskutiert werden.




2 Grundlagen der Quantenchromodynamik

Im folgenden Abschnitt sollen die fiir diese Arbeit wichtigen und hilfreichen theoretischen Grundlagen und Eigenschaften
der QCD, darunter u.a. Symmetrien, Confinement und asymptotische Freiheit kurz angesprochen und erldutert werden.
Fiir eine ausfiihrlichere Beschreibung sei auf die folgende Literatur verwiesen: [2, 5].

2.1 Das Phasendiagramm der QCD

Die Untersuchung von Quark-Materie in ihren verschiedenen Phasen, beispielsweise in der Confined-, bzw. Deconfined-
Phase, stellt eine der entscheidenden und grof3ten Herausforderungen der Theorie stark wechselwirkender Materie dar.
Dabei werden die Wechselwirkungen von Quarks und Gluonen bei verschiedenen Parametern wie Druck, Temperatur,
Volumen oder chemischem Potential, welches bezogen auf die Anzahl an Quarks eines Systems ist, betrachtet. Die ver-
schiedenen Phasen und Phasengrenzen von Materie im Hochenergiebereich werden héufig in einem T-u-Diagramm ver-
anschaulicht, wobei auch die in diesem Zusammenhang deutlich seltener verwendete Darstellung mittels p-T-Diagramm
moglich ist. Letztere Darstellung wird hingegen haufig in der klassischen Thermodynamik verwendet. In Abb. 1 ist eine
schematische Darstellung des QCD-Phasendiagramms in einer T-u-Auftragung dargestellt.
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Abbildung 1: Schematische Darstellung des QCD-Phasendiagramms, erstellt geman [6].

Grundsatzlich sind bisher viele Bereiche sowie die genauen Phasengrenzen des Phasendiagramms noch nicht hinreichend
bekannt. Die meisten Kenntnisse beziehen sich auf den Bereich u = 0, der mittels Gitter-QCD-Berechnungen untersucht
wurde, sowie auf bestimmte Bereiche der Kernmaterie, die mit Hilfe von Kernmodellen wie dem Trépfchenmodell analy-
siert werden konnten. Weitere Betrachtungen beziiglich der Phaseniibergange und Crossover beziehen sich auf Ergebnisse
der Untersuchungen im Rahmen verschiedener Modelle der QCD.

Der Bereich, in dem T ~ 0 und p < o ~ 310 MeV sind, entspricht dem Vakuum. Bei u = p, findet ein Gas-zu-
Fliissigkeit-Phasentibergang vom Vakuum zum Bereich der Kernmaterie statt [7]. Wird bei geringer Temperatur der
Bereich grofler werdender chemischer Potentiale betrachtet, findet ein Phaseniibergang zu farbsupraleitenden Phasen
statt. In der hadronischen Phase finden sich Quarks nur in zu Hadronen gebundenen Zustdnden wieder. Fiir grolle T
und kleine u findet ein Crossover-Ubergang zur Phase der ungebundenen Quarks und Gluonen statt, dem Quark-Gluon-
Plasma, welcher fiir grofRere u und kleinere T zu einem Phaseniibergang 1. Ordnung iibergeht. Dieser Phaseniibergang
selbst besitzt einen kritischen Endpunkt, ab dem fiir kleiner werdende u der Crossover beginnt.

Zur Untersuchung des Phasendiagramms gibt es je nach Bereich unterschiedliche Moglichkeiten, diese genauer zu un-
tersuchen. Viele Erkenntnisse konnten durch ab-initio Monte-Carlo-Gitter-Berechnungen erlangt werden [8], die gerade
durch die schnelleren Computerprozessoren enorm verbessert werden konnten. Fiir Bereiche, in denen u > 0 gilt, werden
die Gitter-Berechnungen jedoch problematisch, da die Fermionen-Determinante in der QCD-Zustandssumme komplexe
Werte annimmt, was auch als ,,Vorzeichen-Problem“ bezeichnet wird. Eine Méglichkeit dieses Problem zu umgehen, stellt
die Erweiterung zu imagindrem chemischen Potential da y — iu, da in diesem Fall die Fermionen-Determinante reell
bleibt. Da ein imaginédres chemisches Potential jedoch keinen Bezug zu realen physikalischen Systemen besitzt, werden
die Berechnungen zu reellem chemischen Potential extrapoliert und versucht, die Ubergénge ,analytisch“ fortzusetzen

[9].




2.2 Die Lagrange-Dichte der QCD

Die QCD beschreibt die Wechselwirkung von farbgeladenen Teilchen. Diese intrinsische Quantenzahl der Farbladung
wurde eingefiihrt, um das Pauli-Prinzip fiir fermionische Systeme zu gewahrleisten. Jedes Quark kann dabei eine der
drei Farbladungen rot (R), griin (G) oder blau (B) tragen. Jedoch kénnen nicht nur Quarks, sondern auch Gluonen eine
Farbladung besitzen. Diese Selbstwechselwirkung der Gluonen ist eine besondere Eigenschaft der QCD und verkompli-
ziert deren Beschreibung maf3geblich. In der Natur wurden bisher nur Zustdnde mit einer nach auflen hin farbneutralen
,weiflen“ Farbladung beobachtet. Die Tatsache, dass Systeme bestehend aus farbgeladenen Teilchen nach auf3en hin eine
neutrale Farbladung besitzen miissen, wird auch als Confinement bezeichnet [5].

Ein wichtiger Schritt zum Verstindnis der Struktur der starken Wechselwirkung ist die von D. Gross, E Wilczek und
D. Politzer im Jahr 1973 entdeckte Tatsache, dass jede nicht-abelsche Eichtheorie das Phdnomen der asymptotischen
Freiheit aufweist [10, 11]. Fiir diese Erkenntnis wurden sie 2004 mit dem Nobelpreis fiir Physik ausgezeichnet. Unter
der asymptotischen Freiheit versteht man im Wesentlichen die Abnahme der Kopplungsstérke bei kleinen Distanzen, bzw.
hohen Impulsen und Energien [12].

Die Lagrange-Dichte der QCD [13] lautet

- 1
Locp =YD —1p) — ZFﬁvav- (2.1)

Diese stellt eine spezielle Form der Lagrange-Dichte der Yang-Mills-Theorie basierend auf einer SU(3)-Eichgruppe im
Farbraum dar [12]. Weiterhin bezeichnen 1 das Quarkfeld und 1) := y'y° das adjungierte Quarkfeld. Zudem stellt

m = diag(mu’ mg, mg, Mg, My, mt) (22)

die Massenmatrix des Feldes mit den entsprechenden Flavour-Quarkmassen dar und I := y*D, steht fiir das Skalarpro-
dukt des Vektors der y-Matrizen mit der kovarianten Ableitung D,,. Fiir diese gilt

D, =3, —igALt", (2.3)

wobei g, die Kopplungskonstante der QCD, A? die acht Eichfelder und t* die Erzeuger der Eichtransformation, in diesem
Fall die acht Gell-Mann-Matrizen A® (siehe Abschn. 7.3) darstellen

la

te . 2.4
5 (2.4)
Fiir den Feldstarketensor, welcher auch die Wechselwirkung der Gluonen untereinander beinhaltet, gilt dann
Fl, = 9,A% — 0,A% + g f AL A, (2.5)

wobei £ die antisymmetrischen Strukturfaktoren der SU(3)-Gruppe darstellen, welche entsprechend der folgenden
Kommutatorrelation mit den Erzeugern der Eichtransformation, bzw. mit den Gell-Mann-Matrizen in Verbindung stehen

[t9, tb] = ifabeee, (2.6)

Die Komponenten der Lagrange-Dichte der QCD sind dabei Elemente der drei unterschiedlichen abstrakten Hilbertraume,
dem Dirac-, Flavour- bzw. Farbraum

'%/DQCD = Hbirac ® HHlavour ® FFarbe- 2.7

2.3 Symmetrien der QCD

Die QCD ist eine nicht-abelsche Eichtheorie mit der SU(3)-Gruppe (siehe Abschn. 7.3) als Eichgruppe. Die Lagrange-
Dichte Zqcp ist somit symmetrisch unter der folgenden lokalen Eichtransformation im Farbraum

Y - Uy (2.8)
A, — UAU™ — é(aﬂu)u—l, 2.9)




wobei
U(0) = exp(—if,(x)t?), (2.10)

die Transformationsmatrix, 6,(x) mita = 1,2,...,8 die Transformationsparameter und t* (siehe Gl. (2.4)) die Erzeuger
der SU(3)-Gruppe darstellen. Weiterhin gilt der folgende Zusammenhang fiir das Eichfeld

Ay = tAL. (2.11)

Eine weitere und fiir die spéter erfolgenden Betrachtungen im (P)NJL-Modell bedeutende Symmetrie ist die chirale
Symmetrie. Hierbei zeigt sich, dass die Lagrange-Dichte symmetrisch unter globalen Vektor-SU(N; )y - und Axialvektor-
SU(N; )4-Transformationen ist

SUNp)y: o — ey (2.12)
SUNp)y: 1 — elars™yy, (2.13)

wobei N¢ die Anzahl der Quark-Flavour, ),5 die fiinfte Dirac Matrix (siehe Abschn. 7.2) und 7¢ die Erzeuger der SU(Nf)-
Gruppe bezeichnen. Die chirale Symmetrie ist jedoch keine exakte Symmetrie der QCD, da die Quarkmassen einen
endlichen Wert besitzen. Daher ist die chirale Symmetrie explizit gebrochen. Nur im sogenannten chiralen Limes, bei
welchem die Ny Quarks verschwindende Massen besitzen, ist die chirale Symmetrie eine exakte Symmetrie der QCD.
Im Vakuum findet zudem eine spontane Brechung der chiralen Symmetrie statt, welche erst im Medium bei hohen Tem-
peraturen und chemischen Potentialen wiederhergestellt wird. Dass die chirale Symmetrie im Vakuum spontan gebrochen
ist, erkennt man beispielsweise daran, dass nicht jedes Hadron einen annihernd entarteten ,chiralen Partner” entgegen-
gesetzter Paritét besitzt. Als Ordnungsparameter dieser spontanen Symmetriebrechnung wird in einem spéter folgenden
Abschnitt das chirale Kondensat eingefiihrt [9].




3 Das Nambu—Jona-Lasinio-Modell

Das Nambu—Jona-Lasinio-Modell (kurz: NJL-Modell) wurde im Jahr 1961 von Y. Nambu und G. Jona-Lasinio vorgestellt
[14, 15]. Urspriinglich sollte das Modell die Wechselwirkung von Nukleonen (Protonen, Neutronen) in Form von Stof3-
prozessen beschreiben und hatte keinen Bezug zur QCD oder zur Beschreibung von Quarks, welche erst einige Jahre
spater eingefiihrt bzw. experimentell bestétigt wurden.

Demnach enthéilt das NJL-Modell weder eine Beschreibung des Confinement als bedeutenden und charakteristischen
Aspekt der QCD, noch bezieht es Gluonen mit ein. Heute wird das Modell als effektives Quarkmodell verwendet und
beinhaltet die entscheidenden globalen Symmetrien der QCD, darunter die chirale Symmetrie, verkniipft mit einem er-
haltenen Axial-Vektor Noether-Strom. Fiir die Erhaltung dieser Symmetrie ist jedoch wie bereits zuvor angesprochen ein
Verschwinden der Teilchenmassen erforderlich. Nambu und Jona-Lasinio erklarten die groflen Nukleonenmassen und
gleichzeitige Existenz der chiralen Symmetrie mit Hilfe einer Analogie zur Energieliicke des Anregungsspektrums von
Elektronen in der BCS-Theorie [16]. Im NJL-Modell entstehen die Nukleonenmassen durch die spontane Brechung der
chiralen Symmetrie.

An dieser Stelle sei noch auf das verwendete Einheitensystem (siehe Abschn. 7.1) hingewiesen.

3.1 Lagrange-Dichte

Die Lagrange-Dichte des NJL-Modells fiir zwei Quark-Flavour (N [ =2) lautet [15]

Ly = YT — 1)y + g[(Pp)* + (PiysTeh)*]. 3.1

Dabei stellen 1 bzw. ) = v Ty° das Quark- bzw. das adjungierte Quarkfeld dar. Weiterhin bezeichnen i die Massenma-
trix des Quarkfeldes, g die Kopplungskonstante der Wechselwirkung und 7 den Vektor der Pauli-Matrizen im Isospinraum.

Im Falle des Zwei-Flavour-NJL-Modells, in welchem nur die beiden leichtesten Quarkflavour u (up) und d (down)
betrachtet werden, gilt fiir die Massenmatrix

m = diag(m,, my). 3.2)

Betrachtet man den sogenannten Isospin-Limes, sind die Quarkmassen entartet m := m, = m,; und die Massenmatrix
erhélt folgende einfache Gestalt

1, = diag(m, m) = m1, (3.3)
Die Lagrangedichte %y, = Liree + Lin: besteht dabei aus zwei zusammengesetzten Anteilen, dem (freien) Dirac-Anteil
gfree = ’l[)(l(? - Tﬁ)lll, (3.9

sowie dem Wechselwirkungsanteil
Lo = gLWPY)* + (PiysTY)’]. (3.5)

Bei der betrachteten Wechselwirkung handelt es sich um eine Vierpunkt-Quark-Antiquark Wechselwirkung [7] mit zwei
unterschiedlichen Wechselwirkungskanélen, entsprechend der beiden Terme im Wechselwirkungsanteil. Zum einen bein-
haltet der Wechselwirkungsterm einen skalaren Kanal

VRV RV (3.6)

und drei pseudoskalare Kanéle (jeweils ein Kanal fiir jede der drei Komponenten von 7)

Lozt PiysTap. (3.7)

3.2 Symmetrien

Eine der groften Starken des NJL-Modells ist die Tatsache, dass die wesentlichen Symmetrien der QCD, darunter die
chirale Symmetrie, in der urspriinglichen Beschreibung des Modells bereits vorhanden sind. Dies stellt einen der Haupt-
griinde dar, weshalb das Modell trotz der fehlenden Beschreibung von Confinement und Gluonen dennoch als Modell zur
Beschreibung von Quarks verwendet wird. Im Fall des Zwei-Flavour-NJL-Modells (N; = 2) besitzt die NJL-Lagrangedichte
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die selben globalen Symmetrien wie die Lagrangedichte der QCD [7]. Kompakt wird die globale Symmetrie der NJL-
Lagrangedichte mit zwei Quark-Flavour wie folgt geschrieben

U(1)y x SU(2)y x SU(2)4. (3.8)
Der erste Anteil U(1), beschreibt dabei die Invarianz unter einer globalen Phasentransformation der Form

P — e ? 3.9
wobei 0 € R ist. Der zweite und dritte Anteil der Symmetrien in Gl. (3.8) beschreiben die chirale Symmetrie, also die

Invarianz unter globalen Vektor-SU(2),, und Axialvektor-SU(2),-Transformationen. Die Vektor-SU(2), -Transformation,
welche nur im Isospin-Limes (vgl. Gl. (3.3)) giiltig ist, besitzt dabei die Gestalt

aé}p (3.10)

wobei 6 € R3 ist. Fiir die Axialvektor-SU(2) ,-Transformation, welche nur im chiralen Limes (11 = 0) exakt ist, lautet die
Transformationsvorschrift

¥ - exp(—5r57-0) (3.11)
W — Pexp (—érs? : 5),

wobei erneut 8 € R3 gilt [7].

3.3 Berechnung der Konstituentenquarkmasse

Auf Grund der Wechselwirkung der Quarks untereinander ist die Konstituentenquarkmasse im Vakuum grof3er als die
nackte Quarkmasse. Die genannte Wechselwirkung wird durch den Wechselwirkungsterm in der Lagrange-Dichte des
NJL-Modells (siehe Gl. (3.5)) beschrieben.

Die mit der Wechselwirkung verbundene Selbstenergie wird in Hartree-Néherung berechnet, wobei die zugehorige Dyson-
Gleichung in Abb. 2 dargestellt ist [17].

> = > + > >

Abbildung 2: Darstellung der Dyson-Gleichung als Feynman-Diagramm mit wechselwirkendem (dicke Linie) und freiem
Propagator (diinne Linie).

Der wechselwirkende Quark-Propagator wird als Dirac-Propagator fiir Fermionen wie folgt eingefiihrt

S(p) = pM (3.12)
P)= p2—M?2+ie’ '
wobei fiir den freien (nackten) Quark-Propagator folgende Beziehung gilt
So(p) = - (3.13)
olP - p2—m?+ie’ '
Aus der Darstellung der Dyson-Gleichung in Abb. 2 kann die folgende Relation abgelesen werden
S(p) = So(p) + So(p) (£) S(p). (3.14)




Der Beitrag der Selbstenergieschleife wird hierbei durch ¥ dargestellt. Durch Multiplikation der obigen Gleichung mit
Sy (p) von links und mit S~*(p) von rechts erhélt man

S;'(p)=S"(p)+=. (3.15)
Mit Hilfe der Darstellung der inversen Propagatoren
S p)=p—-M (3.16)
S;'(p)=p—m (3.17)
erhilt man nun die folgende Darstellung der Konstituenten-Quarkmasse
M=m+Z. (3.18)

Eine Anwendung der Feynmanregeln auf die Selbstenergieschleife ¥ erlaubt deren Berechnung bei bekannter Zusam-
mensetzung der Wechselwirkung, bzw. deren Kanile. Im Allgemeinen gilt dabei

4
Y= Z 2ig, T, J %Sp(FnS(k)). (3.19)

Im oben diskutierten NJL.-Modell (siehe Abschn. 3.1) existieren die beiden unterschiedlichen Wechselwirkungskanale
=1 (3.20)
Tiysz = 1157, (3.21)

sodass mit Hilfe von Gl. (3.19) folgende Relation fiir die Selbstenergie gefolgert werden kann
. d*k ) d*k
¥ =2ighy J WSp(FHS(k)) + Zlgl“%?f WSp(FiYSfS(k)) (3.22)
= 2ig]lf d'k Sp(lS(k))+2igiy57”f ﬂSp(iYST"S(k)), (3.23)
(2m)* (2m)*

wobei S(k) den wechselwirkenden Quark-Propagator (siehe Gl. (3.12)) darstellt. Auf Grund der Tatsache, dass alle
Pauli-Matrizen eine verschwindende Spur besitzen, Sp(t!) =Sp(c!) = 0, ist der zweite Term von Gl. (3.23) identisch Null
d*k d*k ¥+M
»=2igl | ——Sp(1S(k))=2igl Spl1 .
€ f (2ny PSR =2ig j @n)* p( k2—M2+ie)
Gleichzeitig verschwindet auch die Spur iiber die Dirac-Matrizen (siehe Abschn. 7.2) Sp(y*) = 0 sodass sich letztlich
folgender Ausdruck ergibt

(3.24)

e d*k M
X =2ig (zn)4Sp ﬂkz—M2+ie . (3.25)

Die Spur-Abbildung wird dabei im Dirac-, Flavour- und Farb-Raum gebildet, sodass sich ein zusétzlicher Faktor von 4NN,
ergibt

2 =8igMN;N, d'k L (3.26)
=81 .
§HNF e (2m)* k2 — M2 +ie’
wobei Ny die Zahl der Quark-Flavour und N, die Zahl der Farbladungen bezeichnen.
Definiert man nun noch das hierbei auftretende uneigentliche Integral
d*k 1
I, ;= s 3.27
! (2m)* k2 — M2 +ie ( )
so ergibt sich die Selbstenergie zu
¥ =8igMNN.,I,. (3.28)

Das Integral I, lésst sich mit Hilfe des Residuensatzes bestimmen (siehe Abschn. 7.6), sodass sich insgesamt folgender
Ausdruck ergibt

o

d*k 1 dk k2

=8gMN/N, | ———. 3.29
Crpke—M2+ie oY | e Ve rae (3.29)
0

= =8igN;N.M

Offensichtlich divergiert das Integral auf der rechten Seite von Gl. (3.29), weshalb eine entsprechende Regularisierung
vorgenommen werden muss. Dafiir existieren unterschiedliche Verfahren, welche in Abschn. 3.5 weiter diskutiert werden.
Durch die Berechung der Selbstenergie kann nun die Gap-Gleichung, welche numerisch gelost wird, zur Berechnung der
Konstituentenquarkmasse aufgestellt werden

M =m+8igMN;N,I,. (3.30)
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3.4 Quarks in Materie

Die bisherigen Betrachtungen der Dynamik von Quarksystemen bezog sich auf die Situation, dass sich diese Systeme
im Vakuum, also bei verschwindender Temperatur und chemischem Potential (T = u = 0) befinden. Fiir den Ubergang
zu endlicher Temperatur werden Formalismen der thermischen Feldtheorie (auch ,thermal field theory*) benétigt. Eine
ausfiihrliche Darstellung findet man beispielsweise in [18, 19].

Eine der hierfiir am hiufigsten verwendeten Formalismen ist der sogenannte Matsubara-Formalismus. Hierbei wer-
den die Erwartungswerte von Operatoren im thermischen Ensemble als jene in der gewo6hnlichen Quantenfeldtheorie
bei imaginérer Zeitentwicklung v = —it (0 < 7 < ) verwendet, wobei 3 = 1/T gilt [7]. Der Ubergang erfolgt dann
mittels der Ersetzung des eindimensionalen Impulsintegrals iiber die nullte Impulskomponente durch eine Summe iiber
die fermionischen Matsubara-Frequenzen

w,:=02n+1)nT, nezZ, (3.31)

sodass fiir die Integrale die folgende Ersetzung vorgenommen wird

3 -
. f il (0= —TZJ (gn’;B Fliwy +p, k). (3.32)

nezZ

Die Selbstenergie des Quarksystems lasst sich daher folgendermaGen schreiben

d3k 1
% =—8gN;N.MT Y : — (3.33)
~ ) @2r)* (iw, +u)?—E; +ie

= 8gN;N, I, (3.34)

wobei E; = v k2 + M2 die Teilchenenergie darstellt. Die Berechnung des hierbei auftretenden Ausdrucks

1

3.35
neN (27r)3 (iw, +u)2—E? +ie (3:35)

kann in Abschn. 7.7 nachvollzogen werden. Daraus ergibt sich die Selbstenergie zu

ek 1 1 1
N=8gN;NM | ———[1— - m— (3.36)
f (27)3 2E;, ( 1+ exp(—EkTJr“) 1+ eXP(EkTM))

Nun kénnen die Quark-, bzw. Antiquark-Besetzungszahlen in Anlehnung an die Fermi-Dirac-Verteilungs-
funktion angegeben werden

1
n,(k,u, T):= ————— (3.37)
1 1+ exp(E"T”)
nq(k, w,T):= ; (3.38)

1 +exp(E"#),

sodass sich die Selbstenergie kompakt zu folgendem Ausdruck ergibt

Bk 1
(

N=8gN:N.M | =~ — (1
SRR om3 2E,

—ng(k,u, T)—ng(k,u, T). (3.39)

Die in Gl. (3.30) angegebene Gap-Gleichung schreibt sich nun wie folgt

M= m+8ngNMf ( —nq(k,u,T)—nq(k,u,T). (3.40)

(27)3 2E,

1



3.5 Regularisierung

Die Tatsache, dass sowohl das NJL-, wie auch das PNJL-Modell nicht renormierbar sind, erfordern eine geeignete Form
der Regularisierung divergenter Ausdriicke. Beispielsweise ist das in Gl. (3.27) hergeleitete Integral

(o]

_ [t 1 [ dk k>
) @rpke—M2+ie ) (2m)? JRZ+ M2
0

i (3.41)

offensichtlich nicht konvergent, sodass dieses mittels entsprechender Methode regularisiert werden muss. Dabei existie-
ren mehrere unterschiedliche Verfahren. Im Rahmen dieser Arbeit soll der 3er-Impuls Cutoff verwendet werden, sodass
sich divergente Integralausdriicke der obigen Form wie folgt transformieren

o

A
f dkf (k) — f dkf (k), (3.42)
0 0

wobei A € R den sogenannten Cutoff-Parameter darstellt. Mit Hilfe dieser Regularisierung des Integrals bekommt dieses
nun einen endlichen Wert und das obige Integral, welches sich analytisch 16sen lésst, schreibt sich wie folgt

A
dk k? 1

Qe V2t 2 202n)?
0

(A A2+M2—M2Arsinh(%)). (3.43)

3.6 Mean-Field-Néherung

Mit Hilfe der sogenannten Mean-Field-Ndherung lasst sich die Lagrange-Dichte des NJL-Modells linearisieren, indem die
Wechselwirkungsanteile von Gl. (3.5) um ihre Erwartungswerte bis zu Fluktuationen erster Ordnung entwickelt werden

Pip = (Pp) + 6,5y (3.44)

PiysTp = (PiysT) + 8 jiystp- (3.45)

Dabei lassen sich die Erwartungswerte fiir den entsprechenden Wechselwirkungskanal iiber folgende Relation bestimmen
[20]

T . d*k
<¢FH1P) =1 (27_[)4

Sp(T,S(k)). (3.46)

Somit verschwindet erneut der Anteil fiir 1)y %1), da dessen Spur verschwindet. Es wird nun das chirale Kondensat (1))
iiber folgende Relation definiert

d*k
(2m)*

o= () =—i Sp(S(k)). (3.47)

Somit ist (1)) entsprechend Gln. (3.18) und (3.25) wie folgt mit der Selbstenergie und der nackten Quarkmasse, bzw.
der Konstituentenquarkmasse verkniipft

b M—m

(o) = ~= 23 (3.48)
Nun kann der Wechselwirkungsteil fiir den skalaren Kanal entwickelt werden
(WD) = () + 8,502 = (D) +209) 55, + 5%, = ()2 + 2(2) 55 + O(5% ). (3.49)
Die Fluktuation &, aus Gl. (3.44) wird nun in die obige Gleichung eingesetzt
(Y = () + 2P — (p)) + 0(8% ) = —(ap)? + 2(p)ip + 052 ). (3.50)
Somit kann nun die Lagrange-Dichte in Mean-Field-Nédherung angegeben werden
z#{:q)(ia—M)qp—%. (3.51)

Diese besteht nun nur noch aus der Lagrange-Dichte des freien Dirac-Feldes fiir Fermionen mit der Konstituentenquark-
masse M und einem konstanten Wechselwirkungsterm.
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3.7 Thermodynamisches Potential

Im Folgenden soll die Beschreibung eines Quarksystems mittels Formalismen der statistischen Physik, genauer gesagt
mit denen der statistischen Ensembles erfolgen. Dazu wird das groffkanonische Ensemble verwendet, da das System
sowohl einem Energie- als auch einem Teilchenaustausch mit der Umgebung unterliegen kann. Die groffkanonische
Zustandssumme ist dabei wie folgt definiert

Z(T,u,V)=Sp (e*ﬁ(Hf“N)). (3.52)

Im Falle einer feldtheoretischen Beschreibung gilt entsprechend fiir die Zustandssumme

Z(T,u, V) = Spexp (—/5 J d3x(%’—uﬂ)). (3.53)

Dabei stellen 5 die Hamilton-Dichte, 4" die Teilchenzahldichte, u das chemische Potential und 8 = 1/T die inverse
Temperatur dar. Das grofSkanonische Potential pro Volumen lasst sich nun wie folgt aus der Zustandssumme ableiten

QT,u, V)= —; InZ(T,u,V)= —; InSpexp (—[3’ f dBx(# —,uﬂ)) ) (3.54)

Die Hamilton-Dichte des freien Dirac-Feldes lasst sich dabei wie {iblich durch die Legendre-Transformation der Lagrange-
Dichte wie folgt bestimmen

H = — L =P(—if -V +mhp. (3.55)
Fiir die Hamilton-Dichte der linearisierten Lagrange-Dichte des NJL-Modells (siehe Gl. (3.51)) gilt dann

(M —m)>

A = (=i - V+ MW + pys

(3.56)

Die Teilchenzahldichte stellt die nullte Komponente des Noether-Stroms der U(1),-Symmetrie dar, welche mit der Erhal-
tung der Baryonenzahl zusammenhangt

N =70 =y, (3.57)

Das grofRkanonische Potential fiir das NJL-Modell in Mean-Field-Ndherung lautet somit

Q(T, u,V,M) = —5 InSp exp (—/3 f d3x (zﬁ(—i? -V +mhp+ % - mﬁrow)) . (3.58)

Der Anteil mit dem konstanten Term aus der Hamilton-Dichte in Mean-Field-Naherung kann direkt integriert werden
und der Term vereinfacht sich zu

L M—m)*

PP (3.59)

Q(T,u, V,M) = —% InSpexp (—/5 f &x (Y(—iF - V+mp — mﬁyot/)))

Das Potential in Gl. (3.59) unterteilt sich nun in einen Anteil fiir ein freies Fermionengas mit Fermionen der Masse M
und in einen Anteil, welcher aus der Mean-Field-Hamilton-Dichte herriihrt

(M —m)

Q(Ti .u': M) = erei(T: AU/) +
4g

(3.60)

Das grof3kanonische Potential fiir das freie Fermionengas kann in [18] nachgeschlagen werden und besitzt die folgende
Gestalt

(p)—p

d3p _E _E@)tu
Qi (T, u) = —2N¢ N, w(E(p)+Tln(1+e T )+T1n(1+e T )) (3.61)

Damit ergibt sich insgesamt folgende Gleichung fiir das groffkanonische Potential in Mean-Field-Nédherung

d3p
(2m)3

E(p)-p E(p)+u )) N (M —m)? . (3.62)

QNJL(T,‘u,M)z—ZNfNCf (E(p)+T1n(1+e_ T )+T1n(1+e_ T 7
8
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Wird nun die in Abschn. 3.5 angesprochene Regularisierung des 3er-Impuls Cutoffs ausgefiihrt, so ergibt sich

A 0o
N¢N, _ — )2
Qo (T, 4, M) =— ;2 f dpp®E(p) + J dpp®T (ln(l +e ) +1n (1 + o )) + (M —m)” 4gm) . (3.63)
0 0

Die Regularisierung wird hierbei nur auf den Vakuum-Anteil des Potentials angewendet, da sich fiir diesen Fall der
korrekte Stefan-Boltzmann-Limes fiir hohe Temperaturen ergibt [21]. Die in Gl. (3.40) angegebene Gap-Gleichung ist
dabei dquivalent zu den stationdren Punkten des thermodynamischen Potentials. Somit schreibt sich die Gap-Gleichung
auch als

9y
—(T,u,M)=0. .
M (T,u,M)=0 (3.64)

Durch die numerische Losung von Gl. (3.64) fiir (T, u) erhdlt man verschiedene Losungstripel (T, u, M ). Die physikalisch
stabile Losung ergibt sich als jene Losung (T, u, M) von Gl. (3.64), fiir die das groffkanonische Potential Q(T, u, M) ein
globales Minimum aufweist.

Fiir das zuvor definierte grofkanonische Potential des NJL-Modells Q. ergibt sich der Druck {iber folgende Relati-
on

p(Tuu:M):_QNJL(Tuu’M)—i_pO‘ (365)

Soll erreicht werden, dass der Druck p im Vakuumzustand (T, u) = (0, 0) verschwindet, so ist p, = Qy;1.(0,0, M) und der
Druck bestimmt sich iiber die Gleichung

p(T’ U, M) = _QNJL(Ta U, M) + QNJL(O7 0; M) (366)

Diese Relation zwischen Potential und Druck wird zur Bestimmung des Phasendiagramms in der p-T-Ebene verwendet.
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4 Das Polyakov-Loop erweiterte Nambu—Jona-Lasinio-Modell

Das NJL-Modell bietet fiir viele Betrachtungen, wie beispielsweise der Untersuchung des chiralen Phaseniibergangs
oder der Berechnung der Konstituentenquarkmasse, eine ausreichend gute physikalische Beschreibung. Da das Mo-
dell jedoch kein Confinement sowie keine Gluonen miteinbezieht, konnen keine Untersuchungen beziiglich moglicher
Confinement/Deconfinement-Uberginge vorgenommen werden. Daher wird im Folgenden das um den Polyakov-Loop
erweiterte NJL-Modell, welches auch PNJL-Modell genannt wird, eingefiihrt und vorgestellt.

4.1 Lagrange-Dichte

Die Lagrange-Dichte des PNJL-Modells fiir zwei Quark-Flavour wird wie folgt gegeben [22]

Loy, = PP — iy + g[(Py)? + (PiysTY)*]1— % (2,9, T). 4.1)

Dabei sind die einzelnen Bezeichnungen der Terme analog zum bereits betrachteten NJL-Modell (sieche Abschn. 3.1),
wobei nun die kovariante Ableitung mit

D,=0,+iA, (4.2)
und dem modifizierten Eichfeld
A, =5% A%t° (4.3)

sowie den Erzeugern der SU(3)-Gruppe (siehe Abschn. 7.3) verwendet wird. Dabei bezeichnen AY, das Eichfeld, g, die
Kopplungskonstante der QCD und % (&, ®, T) das Polyakov-Potential.

4.2 Polyakov-Loop

Der Polyakov-Loop stellt neben der kovarianten Ableitung die Erweiterung im PNJL-Modell verglichen zum einfachen
NJL-Modell dar. Dieser wird wie folgt definiert [23]

B
L(X):=2 exp if drA4%, 1) |- 4.4

0

Dabei bezeichnen & die Pfadordnung und 8 = 1/T die inverse Temperatur. Weiterhin gilt die folgende Definition
A4(55, T) = iAo. (4'5)

Der Polyakov-Loop selbst stellt eine Matrix im Farbraum dar. Wie bereits in Gl. (2.7) angesprochen, sind die Kompo-
nenten der Lagrangedichte Elemente verschiedener separierter Hilbertrdume. Daher stellt A,(¥, 7) eine Diagonalmatrix
im Flavour-Raum dar. In der Polyakov-Eichung besitzt der Polyakov-Loop L(X) eine Diagonaldarstellung im Farbraum,
die mittels der beiden Gell-Mann-Matrizen A* und A® als Elemente der Erzeuger der SU(3)-Gruppe wie folgt angegeben
werden kann [23]

L= eiﬁ(%ﬁ*—ﬂﬁsls)’ (4.6)

wobei @3, pg € R reelle Parameter darstellen. Einsetzen der Matrixdarstellung der beiden Gell-Mann-Matrizen (siehe
Abschn. 7.3) liefert dann die folgende Diagonaldarstellung

L = diag(e'P¥e, e!Peb eif¥c), 4.7)
Fiir die Parameter @, ¢;, ¢. € R gelten dann folgende Relationen

¥Ps

=3+ — 4.8)
@a 803 ‘/g
¥s
= — + —
12 P3 ‘/g
__2
(pC \/§SOS‘
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Fiir die Untersuchung beziiglich der Confinement/Deconfinement-Uberginge werden die Erwartungswerte, genauer ge-
sagt, die Ensemblemittelwerte der Spur des Polyakov-Loops betrachetet, welche in dieser Arbeit wie folgt definiert werden
[24]

1
o '_E<SP(L)> (4.9)
N
¢ = (Sp(L), (4.10)

wobei N, = 3 die Anzahl der Farbladungen darstellt. Fiir reelles chemisches Potential werden ® und & im Folgenden als
voneinander unabhingige reelle Zahlen behandelt. Dies kann dadurch motiviert werden, dass ® bzw. ® mit der freien
Energie eines ruhenden Quarks Fg, bzw. Anti-Quarks F; in folgender Form verkniipft sind [24]

F,
d =exp (—?) 4.11)

] F
® =exp (—?) (4.12)

Fir kleine Temperaturen und Dichten befindet sich das System in der Confined-Phase, in welcher Quarks nur in zu
Hadronen gebunden Zustdnden auftreten. In diesem Fall kann kein isoliertes Quark erzeugt werden und die zugehérige
freie Energie wird unendlich groR F, = oo, sodass & = 0 ist. Im Bereich hoher Temperaturen und Dichten legt die
asymptotische Freiheit nahe, dass Quarks und Gluonen deconfined werden, sodass die freie Energie endlich wird F;, < oo
und damit ¢ # 0 gilt.

4.3 Polyakov-Potential

Es gibt unterschiedliche Méglichkeiten fiir die Parametrisierung des Polyakov-Potentials % (®, ®, T). Im Zuge dieser Arbeit
wird ein logarithmischer Ansatz der folgenden Form [25]

- T - - - -
U(D,8,T)= —GT) T*®% + b(T)T*In(1— 688 + 4(¢° + &) — 3(9$)?) (4.13)
verwendet. Die hier auftretenden temperaturabhiangigen Funktionen a(T) und b(T) besitzen die folgende Gestalt
Ty Ty )2
T)=ay+a, =2 +ay( =2 4.14
a(T)=ap+a T T ( = (4.14)
T.\3
b(T) = bg(?o) . (4.15)

Zunichst ist anzumerken, dass die Form des Potentials die Bedingung & < 1 vorschreibt, da das Potential andernfalls
logarithmisch divergiert. Der Grenzfall ® — 1 tritt dabei nur fiir T — oo auf. Die in den Funktionen auftretenden
Konstanten besitzen die folgenden Werte.

ay a, as b3 TO in MeV

3,51 —2,47 15,2 —-1,75 212

Abbildung 3: Parameter im Polyakov-Potential, entnommen aus [25]

Diese Werte wurden zum einen aus Fits an Daten von Gitter-QCD-Berechnungen im reinen Eichfall, bei dem keine Quarks
sondern nur Gluonen betrachtet werden, gewonnen und zum anderen aus dem Verhalten des Polyakov-Loops als Funktion
der Temperatur [25]. Die Bedingungen an die Fits sind dabei einerseits der Stefan-Boltzmann-Limes fiir T — oo und
andererseits das Auftreten eines Phaseniibergangs 1. Ordnung bei T = T,. Weitere mogliche Parametrisierungen fiir das
Polyakov-Potential sind beispielsweise in [21] beschrieben.

4.4 Symmetrien

Das PNJL-Modell bei reellem chemischen Potential besitzt bis auf die globale SU(3).-Symmetrie die gleichen globalen
Symmetrien wie das bereits diskutierte NJL-Modell (siehe Abschn. 3.2). Beim PNJL-Modell liegt im chiralen Limes (1 =
0) die folgende exakte globale Symmetrie vor [21]

SU(2), x SU(2), x U(1)y x SU(3),. (4.16)

Die chirale Symmetrie ist dabei fiir endliche Quarkmassen explizit gebrochen. Weiterhin ist sie im Vakuum auch spontan
gebrochen (siehe Abschn. 2.3). Das bereits in Gl. (3.47) eingefiihrte chirale Kondensat (1)) dient hierbei im chira-
len Limes als exakter Ordnungsparameter fiir diese spontane Symmetriebrechung und fiir endliche Quarkmassen als
approximativer Ordnungsparameter [21].
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4.5 Thermodynamisches Potential

Das grolfkanonische Potential fiir das PNJL-Modell lisst sich in dhnlicher Form, wie bereits in Abschn. 3.7 diskutiert,
herleiten. Hierbei sei angemerkt, dass die unten angegebene Darstellung nur fiir den Fall N, = 3 giiltig ist. Analog zur
Rechnung in Abschn. 3.6 wird das grof8kanonische Potential in Mean-Field-Ndherung angeben. Bei den Ordnungspara-
meter handelt es sich um das chirale Kondensat o = (1) und den Polyakov-Loop ® bzw. ®. Fiir das reelle PNJL-Modell
ergibt sich folgendes Potential

_ d3
Qo (T, 7, @, 8) = — 2N, ﬁ [NCE(p) 4.17)

E(p)—u E(p)—u _3 E(pT)fu

+T1n(1+3<I>e_ T +3de 27T +e

- _E(@+tu E(p)tu E(p)tu
+T1n(1+3<1>e* T +3be 2T e T )}

+go+ U (9,9, T).

Das Polyakov-Potential % (®,®, T) ist dabei wie in Gl. (4.13) angegeben definiert. Als Regularisierung wird erneut der
3er-Impuls-Cutoff-Formalismus (siehe Abschn. 3.6) verwendet, sodass das Potential die folgende Form annimmt

A
NN, ,
QN (T, 4,0, 2,2) == ——— | dpp°E(p) (4.18)
0

o
N, E(p)— - E(p)— E(p)—
——);fdppz(Tln(l +3%e T 4+3Fe 2T 43T “)
TT
0

_ E(p)+ E(p)+ E(p)+
+ Tln(l $38e T 4302 T 4o 3T ”))
+g0%+ U (®,8,T).

Im Fall des PNJL-Modells existieren im Gegensatz zum NJL-Modell nun drei Gap-Gleichungen statt lediglich einer. Diese
werden erneut {iber die stationidren Punkte des grofkanonischen Potentials bestimmt und lauten

a QPNJL a QF'NJL a QF’NJL
—_— 0’ —_— = 0’ —_— = 0 419
Jo 0% 2% ( )

Wie auch im Fall des NJL-Modells werden fiir jeden Punkt in der (T, u)-Ebene die zugehérigen Lésungen (T, u, o, ®, ®) des
obigen Gleichungssystems (Gl. (4.19)) in das grofRkanonische Potential eingesetzt und die Losung mit dem kleinsten Wert
fiir das Potential als physikalisch stabile Losung verwendet. Analog zum NJL-Modell lésst sich der Druck im PNJL-Modell
mittels folgender Gleichung bestimmen

p(T,u,0,®,®) = —Qpn(T, u, 0, ®, @) + Qpny(0,0,0,8, ). (4.20)

4.6 Erweiterung zu imagindrem chemischen Potential

Das PNJL-Modell soll in dieser Arbeit sowohl bei reellem, als auch bei imagindrem chemischen Potential betrachtet
werden. Auf Grund der Form des grof3kanonischen Potentials (siehe Gl. (4.17)) bietet sich die folgende Ersetzung fiir das
chemische Potential an

u=1i0T, (4.21)

wobei T die Temperatur darstellt und 8 € R den Winkelparameter fiir das imaginédre chemische Potential bezeichnet.

4.6.1 Symmetrien

Das PNJL-Modell bei imagindrem chemischen Potential weist einige Unterschiede im Vergleich zu reellem chemischen
Potential auf, die im Folgenden kurz angesprochen werden sollen. Betrachtet man den reinen Eichfall, also die Abwe-
senheit von Quarks so zeigt sich, dass die QCD-Lagrangedichte symmetrisch unter einer Zy-Transformation ist, wobei
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N = N, die Anzahl der Farbladungen bezeichnet [24]. Diese lésst sich durch die folgende Transformation des komplexen
Polyakov-Loops charakterisieren [21]

d — e 2N kez. (4.22)
Die oben genannte Zy-Transformation geht jedoch bei der Einbeziehung von Quarks verloren. Jedoch konnten A. Roberge
und N. Weiss im Jahr 1986 feststellen, dass die QCD-Zustandssumme Z(0) fiir die erweiterte Zy-Transformation in 0
periodisch ist, mit der Periodenlange 27t/N [?]. Die erweiterte Zy-Transformation besteht aus der oben genannten Z-
Transformation (siehe GI. (4.22)) sowie der gleichzeitigen Transformation von

0 — 0 +2nk/N. (4.23)

Diese erweiterte Zy-Transformation wird im Folgenden fiir den Fall N, = 3 betrachtet. Der Polyakov-Loop ist nicht
invariant unter obiger erweiterter Z,-Transformation, da er wie folgt transformiert

& — q)efznik/?, (4.24)

@ - q‘,eZﬂ:ik/S.
Definiert man nun jedoch den modifizierten Polyakov-Loop via

U= detf (4.25)

so ist diese Groe invariant unter der erweiterten Zs-Transformation

U — q>e—2nik/sei(9+2nk/3) — <I>ei9 = (4.26)
¥ — éezmk/sefi(é)wnk/s) =0 =

4.6.2 Thermodynamisches Potential

Betrachtet man ein imaginéres chemisches Potential, so wird der modifizierte Polyakov-Loop ¥, bzw. ¥ verwendet. Ent-
sprechend dessen Definition (siehe Gl. (4.25)) werden im grofRkanonischen Potential des reellen PNJL-Modells (siehe GI.
(4.18)) folgende Ersetzungen vorgenommen

u=i6T (4.27)
d = e 0
o = el

Das grolRkanonische Potential bei imagindrem chemischen Potential schreibt sich demnach wie folgt
A
NN, ,
0
oo
Ny 2 ) 3i0 (o,,—250 | —3Ep)
—— | dpp Tln(1+3\I/e T 4+t (S\Ile T e > T ))
n
0
- _EQ A E(p) E(p)
+Tn (1 +30e T 4730 (3%_2% + e—3Tp)) )

T _ _ . _ . -
+go?+ —aT) T*9¥ + b(T)T*In (1 — 60F + 4(F3e 30 + $3e30) — 3(0D)?).

In dieser Darstellung ist gut zu erkennen, dass das Potential invariant unter der erweiterten Zs-Transformation ist, da
es nur von GroRen abhéngt, die selbst invariant unter dieser Transformation sind. Dabei handelt es sich um die GréRen
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U, ¥, o und e*3. Es stellt sich heraus, dass fiir die Lésungen, die Qpy;; minimieren, die beiden folgenden Relationen
gelten

xp(9+23ik)=qj(9) (4.29)
\D(e+23ik) =¥(09). (4.30)

Betrachtet man Transformationen der Form 6 — 6 + 27k/3, so gilt fiir das Potential

Q (T, o+ 27k o (9 ¥ —an),\i/ (9 + —znk)) -0 (T, 0 + —Z“k,\p,@) (4.31)
3 3 3 3
=0(T,0,v,9), (4.32)

da die Abhingigkeit von 6 nur in der Form von e auftritt, und dieser Term invariant unter der Transformation 6 —

0 + 271tk /3 ist. Dies stellt die sogenannte Roberge-Weiss-Periodizitit da, welche kompakt in folgender Form geschrieben
wird

Q (9 + zsik) = Q(0). (4.33)

Um zu gewahrleisten, dass das grofkanonische Potential eine reelle Grole darstellt, was auf Grund der physikali-
schen Realitit gewihrleistet sein muss, miissen die ¥ und ¥ zueinander komplex konjugierte GroRen darstellen, sodass
Re(¥) = Re(¥) und Im(¥) = —Im(¥) erfiillt ist. Auf Grund dieser Tatsache bietet sich eine Darstellung der beiden Gré-
Ren in Polarkoordinaten an. Als Ordnungsparameter werden nun der Betrag |¥| und die zugehorige Phase ¢ := arg(¥)
verwendet

U= |wle'? (4.34)
U= |Wle v,
Das grof3kanonische Potential schreibt sich dann in der folgenden Form

A

f dpp*E(p) (4.35)

0

NN,
T2

Qpng (T, 6,0, %], ¢) =—

E(p)

oo
(p) (p)
— f dpp?TIn (1 +e P 4 6|¥|cos(y) (e_T + e_SETp)
0

() ()
+(9%]? + 6/%| cos(p —36)) (e_ZETP + e—‘*ETP)
2 —3Ep)
+ (18|¥|° cos(30 —3¢p) +2cos(36))e™> T
T
+go*— aT)T4|\IJ|2 +b(T)T*In(1—6]¥|* + 8|¥[* cos(3¢p —30) — 3|W[*).
Es ergeben sich die folgenden Gap-Gleichungen, welche analog zum Fall u € R (siehe Abschn. 4.5) gelost werden

a QPNJL a QPNJL a QPNJL
AL L RN g, 36
oo ’ a|w| ’ ER (4.36)

19



5 Numerische Berechnungen

Im folgenden Abschnitt werden die numerischen Ergebnisse der oben diskutierten Inhalte angegeben. Dabei werden
zunichst die verwendeten Parametersitze aufgefiihrt. AnschlieSend werden die numerischen Berechnungen im Zwei-
Flavour NJL-Modell présentiert und deren Eigenschaften angesprochen. Zum Ende dieses Abschnitts werden die Phasen-
diagramme in der u-T- sowie in der p-T-Ebene gezeigt.

Danach werden die Resultate der numerischen Berechnungen im PNJL-Modell diskutiert und die Phasendiagramme in der
0-T und der u?-T-Ebene prisentiert. Auch in diesem Abschnitt wird das Phasendiagramm in der p-T-Ebene besprochen.

5.1 Parametersatze

In den bisherigen Betrachtungen zum Zwei-Flavour-NJL- bzw. PNJL-Modell sind unterschiedliche freie Parameter auf-
getreten. Diese werden fiir die folgenden Berechnungen fixiert. Ein Parametersatz (A, m, g) besteht hierbei aus den
drei Parametern: Cutoff-Parameter A, nackte Quarkmasse m und Kopplungskonstante g. Insgesamt wurden zwei unter-
schiedliche Parametersdtze, entsprechend der beiden betrachteten Modelle, dem NJL- und dem PNJL-Modell verwendet.
Zunichst wird der im Zwei-Flavour NJL-Modell verwendete Parametersatz angegeben.

A in MeV m in MeV gA?

587,9 5,6 2,44

Abbildung 4: Parametersatz flr das Zwei-Flavour NJL-Modell, entnommen aus [9].

Fir das Zwei-Flavour PNJL-Modell wurde der folgende Parametersatz verwendet.

A in MeV m in MeV gA?
631,5 5,5 2,1925

Abbildung 5: Parametersatz flr das Zwei-Flavour PNJL-Modell, entnommen aus [21].

Die Parameter werden dabei fiir gewohnlich durch Fits der Pionenmasse, der Pionen-Zerfallskonstante und des Quark-
kondensats festgelegt. Dabei sind die Pionenmasse und die Pionen-Zerfallskonstante recht genau bekannt. Groe Un-
sicherheiten ergeben sich jedoch fiir das Quarkkondensat. Mittels Fits der Pionenmasse und Zerfallskonstante an ihre
empirischen Werte, kann A bei fixiertem m und g bestimmt werden [9].

Die aufgefiihrten Parameter bleiben dabei wiahrend der gesamten Arbeit unverandert.

5.2 Berechnungsverfahren und Crossover-Kriterium

Fiir die numerischen Berechnungen wurden stets die dem jeweiligen Modell entsprechenden Gap-Gleichungen und grof3-
kanonischen Potentiale verwendet, welche in den Abschn. 7.4 und 7.5 angegeben sind. Dabei wurden stets jene Lésungen
der Gap-Gleichungen, welche den minimalen Wert des entsprechenden grof3kanonischen Potentials aufwiesen, als physi-
kalisch stabile Losungen verwendet.

Wéhrend des gesamten Abschnitts wurde, sofern nicht explizit angesprochen, stets das selbe Kriterium zur Charak-
terisierung von Crossover-Ubergingen verwendet. Hierbei wird ein Crossover als Punkt der stirksten Steigung des
entsprechenden Ordnungsparameters bei konstantem u fiir reelles chemisches Potential und bei konstantem 0 fiir
imagindres chemisches Potential definiert. Andere Crossover-Kriterien wiren jedoch ebenfalls denkbar. Beispielsweise
konnen Kriterien der Form gewéhlt werden, dass Crossover durch jene Punkte charakterisiert werden, an denen der je-
weilige normierte Ordnungsparameter die Halfte des Maximal- bzw. Vakuumwertes annimmt, oder durch die Punkte der
jeweiligen maximalen Suszeptibilitaten [21].
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5.3 NJL-Modell bei reellem chemischen Potential

Zunichst wird die Konstituentenquarkmasse M bei reellem chemischen Potential im NJL-Modell numerisch berechnet.
Hierfiir wird die Formulierung der Gap-Gleichung in Abschn. 7.4.1 verwendet. Die Ergebnisse sind in den folgenden
Abbildungen dargestellt.
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Abbildung 6: Konstituentenquarkmasse in der T-u-Ebene
bei nicht verschwindender nackter Quark-
masse.

Abbildung 7: Konstituentenquarkmasse in der T-u-Ebene
bei verschwindender nackter Quarkmasse.
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Abbildung 8: Projektion von M auf die T-u-Ebene bei Abbildung 9: Projektion von M auf die T-u-Ebene bei ver-
nicht verschwindender nackter Quarkmasse. schwindender nackter Quarkmasse.

In den Abbildungen 6 und 8 ist der Fall nicht verschwindender nackter Quarkmassen m (sieche Abb. 4) gezeigt. In Abb.
6 ist die Konstituentenquarkmasse M aufgetragen iiber der T-u-Ebene. Im Bereich kleiner Werte von T und u bildet
sich ein Plateau mit einem Wert von M = 399,44 MeV. Fiir kleine T ~ 0MeV und grolle u ~ 380MeV findet sich ein
Phaseniibergang 1. Ordnung, welcher auf der Achse fiir T = 0 bei u = 382,10MeV auftritt. Dieser ist in Abb. 6 gut an
dem steilen Abfall der Konstituentenquarkmasse M erkennbar. Der Phaseniibergang selbst wird durch die Unstetigkeit
der Konstituentenquarkmasse bei konstantem T und variablem u charakterisiert. Der kritische Endpunkt, ab welchem
der Phaseniibergang 1. Ordnung in einen Crossover iibergeht, befindet sich ungefahr bei (T; u) = (82,90 MeV; 321 MeV).
Ab diesem Punkt weist die Konstituentenquarkmasse bei einem kleineren Wert von u entlang der Achse mit y = const.
keine Unstetigkeiten mehr auf. Der Verlauf ist in diesem Fall kontinuierlich, was auch in Abb. 8 ersichtlich wird.

Die gleichen Betrachtungen werden nun auch im chiralen Limes (m = 0) vorgenommen. Die Ergebnisse sind in den
Abbildungen 7 und 9 gezeigt. Auch hier zeigt sich in Abb. 7 fiir kleine Werte von T und u ein Plateau, wobei der Vaku-
umwert diesmal bei M = 387,92MeV liegt. Genau wie im Fall der endlichen Quarkmasse findet sich fiir kleine T und
grolle u ein Phasentibergang 1. Ordnung. Fiir kleiner werdende p und gro3er werdende T geht die Ordnung dieses Pha-
seniibergangs in einen Ubergang 2. Ordnung iiber. Dies ist gut in Abb. 9 zu erkennen, wo die Konstituentenquarkmasse
im Bereich dieses Ubergangs quasi direkt auf Werte nahe Null abfillt.
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Im Folgenden wird zum einen gezeigt, wie sich die Konstituentenquarkmasse M fiir konstantes y bei verschiedenen T,

sowie bei konstantem T fiir verschiedene u verhélt. Dies ist sowohl fiir den Fall endlicher Quarkmassen, wie auch fiir
den chiralen Limes gezeigt.
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Abbildung 10: Auftragung der Konstituentenquarkmas-
se Uber der Temperatur bei verschiede-
nen konstanten chemischen Potentialen,
bei endlicher nackter Quarkmasse.

Abbildung 11: Auftragung der Konstituentenquarkmasse
Uber der Temperatur bei verschiedenen
konstanten chemischen Potentialen im chi-

ralen Limes.
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Abbildung 12: Auftragung der Konstituentenquarkmasse
Uber dem chemischen Potential bei ver-
schiedenen konstanten Temperaturen, bei
endlicher nackter Quarkmasse.

Abbildung 13: Auftragung der Konstituentenquarkmasse
Uber dem chemischen Potential bei ver-
schiedenen konstanten Temperaturen im
chiralen Limes.

In Abb. 10 ist gut erkennbar, an welchen Stellen T die grof3te Steigung der jeweiligen Kurve bei konstantem u auftritt. Mit
zunehmendem u treten diese Stellen bei kleiner werdenden Temperaturen auf. Erst ab einem Wert von y = 321,00 MeV
treten Unstetigkeiten auf, da ab diesem Wert der Phaseniibergang 1. Ordnung beginnt. Fiir u > 382,10 MeV sind keine
Ubergénge oder Crossover mehr auffindbar. In Abb. 12 ist erkennbar, dass fiir Temperaturen T < 100 MeV Unstetigkeiten
in den Kurven auftreten. Genauer gesagt treten diese erst fiir T < 82,90MeV auf. Da es im chiralen Limes nur Phasen-
iibergiange 1. und 2. Ordnung gibt, besitzen alle Kurven in den Abbildungen 11 und 13 an den jeweiligen Stellen der
Phaseniiberginge entweder Unstetigkeiten (1. Ordnung) oder fallen quasi direkt auf Werte von M = 0 ab (2. Ordnung).
Mit der Kenntnis aller Punkte (T,u), an welchen der Phasentibergang 1. Ordnung, bzw. ein Crossover auftritt, kann

das Phasendiagramm des NJL-Modells bei reellem chemischen Potential dargestellt werden. Das Phasendiagramm fiir
endliche nackte Quarkmassen ist dabei in Abb. 14 dargestellt.
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Abbildung 14: Phasendiagramm des NJL-Modells bei reellem chemischen Potential. Der Phasenilibergang 1. Ordnung ist
mittels durchgezogener blauer Linie, der Crossover durch die gestrichelte blaue Line gekennzeichnet.

5.4 NJL-Modell bei imagindrem chemischen Potential

Im Folgenden wird das NJL-Modell bei imagindrem chemischen Potential betrachtet. Dabei wird zunéchst die Konsti-
tuentenquarkmasse M mittels der in Abschn. 7.4.2 angegebenen Gap-Gleichung berechnet und anschlieend iiber der
T-6-Ebene aufgetragen. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 15 und 16 dargestellt.
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Abbildung 15: Konstituentenquarkmasse in der T-6-
Ebene bei nicht verschwindender nackter

Quarkmasse. Abbildung 16: Projektion in die T-9-Ebene bei nicht ver-

schwindender nackter Quarkmasse.

Zum einen ist auffallig, dass die Masse M einen deutlich h6heren maximalen Wert als im reellen Fall annimmt. In Abb. 15
ist die Spiegelsymmetrie zur Ebene 6 = 7 deutlich erkennbar. Dies wird auf Grund der Invarianz des groffkanonischen
Potentials unter Transformationen der Form § — 6 + 27 und § — —6 erwartet. In Abb. 16 ist zu erkennen, dass keine
Unstetigkeitsstellen im gesamten Verlauf auftreten, was darauf hinweist, dass keine Phaseniibergdnge und nur Crossover
auftreten.
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Fiir 8 = 0 ergibt sich eine kritische Temperatur von ungefdhr T = 188 MeV. Nun wird das Phasendiagramm fiir das
NJL-Modell in der u?-T-Ebene in Abb. 17 gezeigt.
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Abbildung 17: Phasendiagramm des NJL-Modells in der u?-T-Ebene. Der Phaseniibergang 1. Ordnung ist mit Hilfe der
durchgezogenen blauen Linie, der Crossover durch die gestrichelte blaue Linie gekennzeichnet.

In dieser Auftragung konnen die Ergebnisse aus der Rechnung mit reellem und imagindrem u verkniipft werden. Zu
sehen ist, dass sich fiir u?> — 0* ein glatter Ubergang fiir den Verlauf des Crossover ergibt.

Mit diesen Informationen und mit Hilfe von Gl. 3.66 kann nun auch das Phasendiagramm in der p-T-Ebene angege-
ben werden, welches in Abb. 18 gezeigt ist. Neben der Darstellung des Drucks fiir den chiralen Phaseniibergang, bzw.
Crossover, wird auch die Kurve des minimal méglichen Drucks abgebildet. Diese ergibt sich aus den Werten des Drucks bei
verschiedenen Temperaturen und verschwindendem chemischen Potential y = 0. Physikalisch sind somit keine Driicke
unterhalb dieser Kurve moéglich, weshalb der Bereich unter der Kurve als unphysikalischer Bereich bezeichnet wird.
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Abbildung 18: Phasendiagramm des NJL-Modells in der p-T-Ebene. Die Kurve des minimalen Drucks wird durch die gestri-
chelte graue Linie gezeigt. Die weiteren Bezeichnungen sind analog zu denen in Abb. 17.

Der Crossover bei imagindrem chemischen Potential befindet sich offenbar vollstdndig im unphysikalischen Bereich. Ab ei-

ner Temperatur von ungefahr T = 413 MeV nimmt der Druck sogar negative Werte (Werte unterhalb des Vakuumdrucks)
an und fallt fiir anwachsende Temperaturen steil ab.
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5.5 PNJL-Modell bei reellem chemischen Potential

In diesem Abschnitt werden Phaseniibergdnge und Crossover im PNJL-Modell bei reellem chemischen Potential unter-
sucht. Dabei sind sowohl der chirale Phaseniibergang bzw. Crossover mit dem chiralen Kondensat o als Ordnungspa-
rameter, wie auch der Confinement/Deconfinement-Crossover mit dem Polyakov-Loop & als Ordnungsparameter von
Interesse. Das Phasendiagramm in der u-T-Ebene ist in Abb. 19 angegeben.
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Abbildung 19: Phasendiagramm des PNJL-Modells bei reellem chemischen Potential. Der chirale Phaseniibergang 1.
Ordnung ist als durchgezogene blaue Linie, der chirale Crossover als gestrichelte blaue Linie und der
Deconfinement-Crossover als griine gestrichelte Linie gekennzeichnet.

Zu erkennen ist, dass der Deconfinement-Crossover stets bei kleineren Temperaturen als der chirale Crossover auftritt.
Weiterhin enden beide Crossoverlinien im kritischen Endpunkt, welcher sich ungefahr bei (T; u) = (109 MeV;319 MeV)
befindet. Fiir T = 0 tritt der chirale Phaseniibergang 1. Ordnung bei einem Wert von u = 355,2MeV auf. Auf der Achse
u = 0 tritt der chirale Crossover bei T = 206,9 MeV auf und der Deconfinement-Crossover bei = 174,9 MeV.
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5.6 PNJL-Modell bei imagindrem chemischen Potential

Nun sollen die Eigenschaften des PNJL-Modell bei imagindrem chemischen Potential genauer untersucht werden. Hierfiir
werden zunéchst die Ordnungsparameter o, |¥|, ¢ sowie das groffkanonische Potential Qpyy;, und der Real- und Imagi-
nérteil des modifizierten Polyakov-Loops W fiir die Temperaturen T € {170 MeV, 180 MeV, 190 MeV} iiber dem Parameter
0 aufgetragen. Das betrachtete Intervall beschriankt sich dabei auf 6 € [0,27/3]. Hierbei soll insbesondere auch das
Auftreten des Roberge-Weiss-Phaseniibergangs 1. Ordnung untersucht werden, welches mit der Unstetigkeit von Im(¥)
charakterisiert werden kann [22]. Weiterhin werden die Parameter hinsichtlich ihrer Symmetrie und Periodizitét betrach-
tet. Die Ergebnisse werden in den Abbildungen 20 bis 25 gezeigt. Wir finden zunéchst, dass alle betrachteten GréRen
die Roberge-Weiss-Periodizitit zeigen, also jeder Ordnungsparameter & die Periodizitdt (0) = 0(6 +2nk/3) besitzt. In
Abbildung 20 ist das grofkanonische Potential im betrachteten Intervall zu sehen.
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Abbildung 20: GroBkanonisches Potential aufgetragen Abbildung 21: Betrag des modifizierten Polyakov-Loops
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Abbildung 22: Negatives chirales Kondensat aufgetragen Abbildung 23: Argument des

modifizierten Polyakov-
Uber 6.

Loops aufgetragen Uber 6.
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Es weist eine Achsensymmetrie zur Achse 6, := (2k + 1)7t/3 (k € Z) auf, sodass Q(—6 + 6,) = (6 + 6,) gilt. Die gleiche
Symmetrie wird auch bei den Ordnungsparametern o (siehe Abb. 22), |¥| (siehe Abb. 23) und Re(¥) (siehe Abb. 24)
beobachtet. Daher sind diese Ordnungsparameter gerade beziiglich 6,. Die GroRen ¢ = arg(¥) und Im(¥) sind offenbar
antisymmetrisch zu 6y, sodass arg¥(—6 + 6,) = —arg¥(6 + 6,) und Re¥(—6 + 6,;) = —Re¥ (0 + 6,) gilt. Somit sind diese
Ordnungsparameter ungerade beziiglich 6.
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Abbildung 24: Realteil des modifizierten Polyakov-Loops Abbildung 25: Imaginarteil des modifizierten Polyakov-
aufgetragen uber 6. Loops aufgetragen liber 6.

Grundsatzlich fallt auf, dass alle Grofen fiir die Temperaturen T = 170MeV und T = 180MeV im gesamten betrachteten
Intervall einen glatten Verlauf zeigen. Dies ist fiir T = 190MeV nicht mehr erfiillt. Hier zeigen alle Ordnungspara-
meter entweder eine Unstetigkeit oder einen stetigen jedoch nicht glatten Verlauf. Dabei sind genau die ungeraden
Ordnungsparameter arg(¥) und Im(¥) bei 6 = 6, unstetig. Diese Unstetigkeit von Im(¥) wird zur Charakterisierung des
Roberge-Weiss (RW)-Phaseniibergangs 1. Ordnung verwendet [22].

Mit der Kenntnis der Stellen, an welchen der RW-Phaseniibergang 1. Ordnung, bzw. der chirale und Deconfinement
Crossover auftreten, kann das Phasendiagramm in der 6-T-Ebene erzeugt werden. Dieses wird in Abb. 26 gezeigt.
Gemal} der RW-Periodizitét ist das Phasendiagramm symmetrisch beziiglich 6, = kn/3 (k € Z). Gezeigt werden der
RW-Phaseniibergang 1. Ordnung ab einer Temperatur von ungefdhr T = 190 MeV, sowie der chirale und der Deconfine-
ment Crossover. Hierbei fallt auf, dass der chirale Crossover stets bei hheren Temperaturen auftritt als der Deconfinement
Crossover, was auch in [21] und [22] beobachtet wird. Des Weiteren besitzt der chirale Crossover einen stérkeren Anstieg
fiir 8 — /3% Fiir 0 = 0 tritt der chirale Crossover bei T = 207 MeV und der Deconfinement Crossover bei T = 175 MeV
auf. An der Stelle 6 = /3 finden sich der chirale Crossover bei T = 254 MeV und der Deconfinement Crossover bei
T =190 MeV.

Durch Zusammensetzen der Daten fiir reelles und imaginires u kann das Phasendiagramm in der u2-T-Ebene er-
stellt werden, welches in Abb. 27 gezeigt wird. Entscheidend ist die Tatsache, dass die Crossover-Kurven fiir reelles
und imaginires u bei u? = 0 aneinander ankniipfen und von u? < 0 und u? > 0 das gleiche Steigungsverhalten besitzen,
um zu gewdhrleisten, dass die Kurven an diesem Punkt analytisch sind. Aus Abb. 27 wird deutlich, dass sowohl der
chirale, wie auch der Deconfinement Crossover fiir u?> — 0* das gleiche Steigungsverhalten zu besitzen scheinen und
der Ubergang glatt ist. Genauere Analysen beziiglich des Verhaltens der Steigung in diesem Bereich wurden im Umfang
dieser Arbeit jedoch nicht durchgefiihrt. Dennoch scheint das gewahlte Crossover-Kriterium im Sinne dieser Ergebnisse
eine verniinftige Charakterisierung darzustellen, obwohl es trotzdem nicht analytisch ist.

Neben dem hier gewahlten Crossover-Kriterium wurden Berechnungen fiir ein alternatives Kriterium, das der stiarksten
Steigung der Ordnungsparameter fiir konstantes u?/ T2, durchgefiihrt, welche jedoch keinen glatten Ubergang bei u? = 0
ergaben. Diese Tatsache konnte mit der unterschiedlichen Definition der Polyakov-Loops bei reellem und imagindrem u
in Verbindung stehen. Zur Erinnerung sei erwahnt, dass & und & bei reellem u als zwei voneinander unabhéngige reelle
Grof3en behandelt werden, bei imagindrem u die modifizierten Polyakov-Loops jedoch zueinander komplex-konjugierte
Grofden darstellen. Genauere Untersuchungen in dieser Hinsicht wurden im Rahmen dieser Arbeit nicht durchgefiihrt.
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Abbildung 26: Phasendiagramm des PNJL-Modells bei imagindrem chemischen Potential in der 0-T-Ebene. Der RW-
Phasenlibergang ist mit einer durchgezogenen roten Linie gekennzeichnet. Die Crossover sind mit gestri-
chelten Linien dargestellt, wobei der chirale Crossover in blauer Farbe und der Deconfinement-Crossover

in griiner Farbe gezeigt werden.
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Abbildung 27: Phasendiagramm des PNJL-Modells bei imagindrem chemischen Potential in der u2-T-Ebene. Die Benen-
nung der Phasenlibergdnge und Crossover ist dabei gréoBtenteils analog zu der in Abbildung 26. Hinzu
kommt der chirale Phaseniibergang 1. Ordnung, welcher mittels durchgezogener blauer Linie gekennzeich-

net ist.
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Abschliefend kann nun auch das Phasendiagramm in der p-T-Ebene angegeben werden. Dieses wird in Abb. 28 gezeigt.
Die Berechnung der Punkte erfolgt hier mit Hilfe von Gl. (4.20)).

o: l.l()rdnung :
0.8 F 0: Crossover =sss=sss== -
RW: 1. Ordnung
Grenzlinie
0.6 - -
m
E
>
8
c 0.4 [ -
o
0.2 -
0 1 —t—
0 50 100

Abbildung 28: Phasendiagramm des PNJL-Modells in der p-T-Ebene. Die Kurve minimalen Drucks ist mittels grob gestri-
chelter grauer Linie gezeichnet. Der chirale Phasenlibergang 1. Ordnung ist in durchgezogener blauer Linie,
der chirale Crossover in fein gestrichelter blauer Linie dargestellt. Der Roberge-Weiss-Ubergang 1. Ordnung
wird in der durchgezogenen roten Linie gezeigt.

Zunichst kann festgestellt werden, dass alle Kurven einen glatten Verlauf zeigen. Insbesondere der chirale Crossover zeigt
fiir u? — 0* ein stetiges und vermutlich differenzierbares Verhalten. Wie auch bereits zuvor fiir das p-T-Diagramms des
NJL-Modells erklart wurde, stellt die in Abbildung 28 gezeigte gestrichelte graue Linie die Kurve minimalen Drucks dar.
Diese entsteht durch den Druck bei verschiedenen Temperaturen und verschwindendem chemischen Potential y = 0. Sie
stellt eine Grenzlinie dar, da physikalisch keine Zustdnde unterhalb dieser Kurve existieren konnen. Der Bereich unterhalb
der Kurve wird erneut als unphysikalischer Bereich bezeichnet. Der chirale Phaseniibergang 1. Ordnung, sowie der chirale
Crossover fiir reelles u befinden sich im physikalischen Bereich, wohingegen der chirale Crossover bei imagindrem u
komplett im unphysikalischen Bereich verlduft. Dies trifft auch auf den Roberge-Weiss-Phaseniibergang zu. Wie bereits

Abb. 27 nahelegt, gibt es einen Schnittpunkt des chiralen Crossovers und des RW-Phaseniibergangs im Bereich von
imaginirem .
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden Phaseniibergénge und Crossover im Rahmen des NJL- und PNJL-Modells bei reellem und ima-
gindrem chemischen Potential untersucht. Dabei konnten sowohl das NJL- wie auch das PNJL-Modell erfolgreich im-
plementiert und die verschiedenen Abhéingigkeiten der Ordnungsparameter bezogen auf Temperatur und chemisches
Potential untersucht werden. Des Weiteren wurde das Phasendiagramm im NJL-Modell bei reellem chemischen Potential
sowie im PNJL-Modell bei reellem und imagindrem chemischen Potential bestimmt. Fiir beide Modelle untersucht wur-
den letztlich auch die Phasendiagramme in der u?-T- sowie in der p-T-Darstellung.

Da fiir Crossover keine eindeutige Definition existiert, wurde wihrend der gesamten Arbeit ein einheitliches Crossover-
Kriterium gewihlt und die damit verbundenen Crossover-Uberginge in Hinblick auf einen glatten Verlauf von imaginirem
hin zu reellem chemischen Potential untersucht. Hierzu diente im Wesentlichen die Darstellung der Phasendiagramme in
der u?-T-Ebene. Im Rahmen des NJL-Modells konnte dabei festgestellt werden, dass sich ein in allen Bereichen glatter
Verlauf des chiralen Crossovers zeigte.

Auch die im PNJL-Modell berechneten Kurven zeigten fiir das gewéhlte Crossover-Kriterium einen durchweg glatten Ver-
lauf in der gesamten u2-T-Ebene, sodass das Kriterium in diesem Umfang als sinnvoll angesehen werden kann.

Anderweitige Betrachtungen in diesem Bereich konnten sich auf die Analyse von Phaseniibergéngen und Crossover
bei konstantem Verhéltnis von u?/T? beziehen. Gleichzeitig bietet die genauere Untersuchung der Auswirkungen der
zuvor angesprochenen unterschiedlichen Definitionen des Polyakov-Loops einen Ausblick auf zukiinfige Arbeiten auf
diesem Gebiet. Weitere Untersuchungen konnten sich auch auf weitere alternative Crossover-Kriterien beziehen, um zu
untersuchen, in welcher Form sich die genauen Punkte der Crossover verhalten. Dies kann auch in Bezug auf die Verwen-
dung anderer Formen des Polyakov-Potentials erfolgen. Als Ausblick sei noch angemerkt, dass die berechneten Daten mit
denen von Gitter-QCD-Berechnungen verglichen werden konnten.
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7 Anhang

7.1 Einheiten und Konventionen

Es werden nattirliche Einheiten verwendet. In diesem Fall gilt

h=c=ky=1. (7.1)
Es wird die Minkowski-Metrik der speziellen Relativitdtstheorie verwendet. Fiir den metrischen Tensor gilt dann
gy = g"" = diag(1,—1,-1,-1). (7.2)
7.2 Dirac-Matrizen
Fiir die vier kovarianten Dirac-Matrizen y* gilt in der Dirac-Darstellung
1, O ; 0 o
0 _ 2 i__ .
ooy 2 7= %)
sowie fiir das Produkt der vier Dirac-Matrizen
0o 1
5._:.0.,1,.2 3 2
=1 = s (7.4)
Y rrYry (]12 O)
wobei o' die drei Pauli-Matrizen als Erzeuger der SU(2)-Gruppe bezeichnet
0 1 0 —i 1 0
1 _ 2 _ 3 _
o —(1 0)’ o _(i 0), o —(0 _1). (7.5)
Es gilt weiterhin die wichtige Antikommutatorrelation
Yy} =2¢""1,. (7.6)

Dabei stellt 1,, € R™" mit 1,, = diag(1,1,...,1) und n € N die n-dimensionale Einheitsmatrix dar.

7.3 SU(N)-Gruppe

Die SU(N)-Gruppe wird als spezielle unitdre Gruppe bezeichnet, welche alle unitdren Abbildungen

U : K® — K" mit der Eigenschaft det(U) = +1 beinhaltet. Die Dimension der Gruppe ist d = N2 — 1, weshalb sie genau

d unabhingige Erzeuger besitzt.

Die SU(3)-Gruppe fiir N = 3 besitzt demnach d = 32 — 1 = 8 unabhiingige Erzeuger A%, wobei a = 1,2,...,8. Diese

Erzeuger werden auch als Gell-Mann-Matrizen bezeichnet

010 0 —i 0 1 0 O 0 0 1
Al=[(1 0 of, A2=]i 0 o], A*=[0 -1 0], A*=[(0 0 O
0 0 O 0 0 O 0 0 O 1 00
0 0 —i 0 0O 0 0 O 1 1 0
A’=|0 0 0], A°=|0 0 1|, A7"=[0 0 —i|, A8 =— 1
i 0 O 0 1 0 0 ¢ O V3 0 0
Dabei gelten die beiden folgenden Relationen
sp(A) =0,

Sp(A'A)) = 25;;.

(7.7)
0
0 1. (7.8)
-2
(7.9
(7.10)

31



7.4 Gap-Gleichungen fir das NJL-Modell

7.4.1 Reelles chemisches Potential

Entsprechend Gleichung 3.64 ist die Gap-Gleichung &quivalent zur Stationaritét des grolfkanonischen Potentials

A oo

NN, ®)- ®) M —m)?
Qg (T, u, M) =— f2 d f dpp?E(p) + f dppT (ln(l te H) +ln(1 et )) + (4—m) (7.11)
T 4
0 0
Somit schreibt sich die Gap-Gleichung wie folgt
A oo
o0 NN, M 1 1 M—
a—NJL(T"u’M) - fZ fdpp E(p) —Jdppz ( E(p)+u + E(p)-p ) + ( m) =0. (7.12)
M T ) E(p) ) E@I\q 4™ 140" 28
Wie bereits angesprochen gilt dabei natiirlich E(p) = 4/p2 + M2, wobei p = |p| ist.
7.4.2 Imaginares chemisches Potential
Fiir das rein imaginére chemische Potential nimmt das grof8kanonische Potential folgende Gestalt an
A (o)
M—m)?> N¢N, ®)
Q. (T,0,M) = ( 2 m” _ fz ‘ J dpp2E(p) + f dpp Tln(l +2cos(0)e” s +e ETP) (7.13)
g T
0 0
Die Gap-Gleichung lautet dann in diesem Fall
o0 WMem) NN([ .M . ,m (O)e P + 2
(g py = M fdpp2——2fd 2 costble T +e —|=0. (714
oM 28 =\ E(p) ) E(P) 1 4 2c0s(0)eF + ¢ 2F
7.5 Gap-Gleichungen fiir das PNJL-Modell
7.5.1 Reelles chemisches Potential
Im Falle von reellem chemischen Potential u € R lautet das grofkanonische Potential
A
Qg (T, 1, 0, @, ) = — dppE(p) (7.15)
0
oo
Nf 2 E(p)—p 9 E(p)—p 3 E(p)—u
i dpp-T| In (1+3<I>e == + 3de T +e T ) (7.16)
T
0
- E(p) ()
1n(1+3<1>e_ T p 3P T +e—3Epr+”)} (7.17)
+go?— (T )T4<I><I> + b(T)T*In(1 — 60® + 4(®° + &%) — 3(8)?) (7.18)
Die Gap-Gleichungen lauten in diesem Fall
9Ny 9 QpnyL 9 Qpyyr,
—F =0, —F =0, —_— = 7.19
do od oo ( )

An dieser Stelle wurde auf die explizit ausgeschriebene Form der Gap-Gleichungen verzichtet, da es sich um verhéltnis-

maflig lange Ausdriicke handelt. Fiir die Energie gilt hierbei E(p) = +/p2+ (m—2g0)>2.
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7.5.2 Imaginéares chemisches Potential

Betrachtet man den Fall von rein imagindrem chemischen Potential, so lautet das gro3kanonische Potential

A
NN, ,
Qo (T, 0,0, %], ) =— 2 dpp~E(p) (7.20)
0
(p) (p) (p)
—f dpp?T1n (1 +e P 4 6|W|cos(y) (e*ETp + e*SETP) (7.21)
0
(p) (p)
+ (9% + 6|¥| cos(¢ — 36)) (e_zETp +e_4ETp) (7.22)
2 —3E@)
+ (18|¥|* cos(360 —3¢p) +2cos(360))e™T (7.23)
T
+go?— %T“MZ +b(T)T*In (1 — 6| + 8|¥|* cos(3¢p — 360) — 3|w|*) (7.24)
Die Gap-Gleichungen ergeben sich zu
9 QpniL 9 QpniL 9 Qpny
— SN — O’ — =0, —_— O 725
do a|¥| dp ( )

Auch hier wird auf die ausgeschriebene Form auf Grund der langlichen Ausdriicke verzichtet. Zu beachten ist, dass

¢ =arg(¥) und E(p) = v/ p2+(m—2g0)? gilt.

7.6 Berechnung des Integrals I;

Mit Hilfe des Residuensatzes soll dass folgende uneigentliche Integral berechnet werden

d*k 1
I, := . 7.26
! (2m)* k2 — M2 +ie ( )
Dazu wird der Nenner von I; zunéchst wie folgt umgeformt
_ d*k 1 _ d*k 1 _ d*k 1 7.27)
T ) @rrki—M2+ie | (2m)* kik, —M2+ie | (2m)* k2 —k2—M?2+ie '

Nun wird die Teilchenenergie wie folgt definiert

Ep:= VEk2+ M2, (7.28)

sodass sich fiir das obige Integral der folgende Ausruck ergibt

oo

L= d*k 1 [ dk 1 (7.29)
1 (2n)4kg—Ei+ie_ (2m)* OkS—E£+ie' '
Es ist festzustellen, dass der Integrand
flko) == S (7.30)
07 ki —E} +ie '

als isolierte Singularitdten genau zwei Polstellen 1. Ordnung aufweist

ki =+ E2—ie (7.31)
ky :=—y/E} —ie. (7.32)

Wird nun der Integrationsweg aus Abbildung 29 in der komplexen Ebene gewdhlt, welcher nur die Polstelle k; um-
schlie3t, so kann nun der Residuensatz zur Berechnung des obigen Integrals I; angewendet werden. Das Residuum im
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Im(ko)

| — Re(ko)

Abbildung 29: Integrationsweg in der komplexen Ebene mit den beiden Polstellen k; und ky

Punkt z = k ergibt sich zu

1
Res;(k;)= lim (ko—k;)f (ko) = lim (ko—k;) — = lim —— (7.33)
S0 i 0 OO Y T (kg — K ) (ko — k) Kok Ko — K
1 1 €—0 1
=— = — - (7.34)
ko—ks  —2,/E2—ie 2E;
Zu beachten ist, dass der Kreisbogen in Abb. 29 keinen Beitrag liefert. Anwenden des Residuensatzes
f f(z)dz = 27:1'2 Ind(y, w)Res;(w) (7.35)
Y w
liefert dann den Wert des Integrals zu
(e o]
1 1
ki —E; +ie 2E; iE;
—oo
Einsetzen in obige Gleichung 7.29 ergibt dann den Wert von I,
d’k 1 T 1 n 1
L=| — | dk = dPhk— = &’k . 7.37
! (271')4 J< 0 k(Z) _El% +ie 1(271)4 J Ek l(27T)4 J 4/ 7&2 + M2 ( )
—0Q

Nun erfolgt auf Grund der sphérischen Geometrie des Integranden eine Koordinatentransformation in sphérische Koor-
dinaten (Kugelkoordinaten)

fdf"k F(k)— 4n f dk f(k)k? (7.38)
0

sodass sich mittels k = |k| der folgende Ausdruck ergibt

oo

o1 k2 dk k2
1 i(2n)4(4n)fdkEk lJ Qn? ViR (7.39)
0

0
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7.7 Berechnung des Integrals I,

Berechnet werden soll nun im Folgenden der Ausdruck

d3k 1
I,:=-T 7.40
2 ZJ (27) (iw, +u)2 —E2 +ie (7.40)

neN

Durch die Anwendung des Residuensatzes (siehe Gl. 7.35) in umgekehrter Richtung, also von der Summe {iber die
Residuen hin zum komplexen Kurvenintegral, erhilt man nun folgendes Kurvenintegral, dessen Integrand

1 1

z) = 7.41
) 1+exp(z/T) (z + u)* — E? (7.41)
isolierte Singularitdten an allen Stellen 2, = iw, = i(2n + 1)7T (n € Z) mit Residuum Res;(z,) = —T, also bei allen

Matsubara-Frequenzen besitzt
Bk 1 1 1

L= —— | dz . 7.42
2 f (2m)3 2mi j 1+exp(z/T) (z + u)? — E? (7.42)

Der Integrand besitzt jedoch noch zwei weitere Polstellen 1. Ordnung als isolierte Singularitdten an den beiden Stellen
2y = £E; — . (7.43)
Der in Abb. 30 gezeigte Integrationsweg wird so deformiert, dass {iber die beiden Polstellen z., statt iiber die Polstellen

Im(z) Im(z) Im(z)

Re(z) Re(2) Re(z)

.......................................

Cy

Abbildung 30: Integrationswege in der komplexen Ebene. Links befindet sich der urspriingliche Integrationsweg C;, wel-
cher zweimal deformiert wird.

2, = iw, bei den Matsubara-Frequenzen integriert wird. Um den Residuensatz vom Kurvenintegral hin zur Darstellung
als Summe iiber die Residuen anzuwenden, miissen diese berechnet werden.

1 1
Resf(z+):zlig1(z—z+)f(z)zzlir? (Z_Z+)1+exp(z/T) G—z)G—2) (7.44)
+ + —Z; —Z_
1 1 1 1

zlg: 1+exp(z/T)(z—2z_) 1+exp(z,./T)2E; (7.45)

Die Rechnung fiir Res;(z_) verlduft dabei analog. Es gilt dabei die folgende Beziehung zwischen den beiden Polstellen

+(z, —z_) = £2E,. (7.46)
Mit den vorherigen Uberlegungen ergibt sich die folgende Darstellung
&k 1 1 1
I, = — — — — . (7.47)
2 (2m)? 2E; (1+exp(%) 1+exp(E"T“))
Verwendet man noch die folgende Umformung
1 1
_— =1l (7.48)
1+exp(—E"%) 1+exp(Ek%)
so ergibt sich letztlich
I, = ¢k 1 1- L — L (7.49)
2 (2m)3 2E; T+exp(H)  1+exp(Zt) '
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