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1 Motivation

Die Quantenchromodynamik (QCD) beschreibt die Theorie der starken Wechselwirkung,
insbesondere der Wechselwirkung zwischen Quarks durch Gluonen. Diese Wechselwir-
kung ist von zentraler Bedeutung in extrem dichter und kompakter Materie, wie sie in
Neutronensternen vorkommt.

Zur Beschreibung von solcher Materie wird die Zustandsgleichung der Materie betrachtet.
Diese liefert die Energiedichteabhédngigkeit des Drucks

p = p(e). (1.1)

Eine steife Zustandsgleichung liefert hohere Driicke fiir gleiche Energiedichten. Dies
ermoglicht die Existenz schwerer Neutronensterne, da der Stern somit hoheren duf3eren
Gravitationskriften standhalten kann. Der Neutronenstern ist stabil, wenn der innere
Druck im Stern gerade die dul3ere Gravitationskraft kompensiert. Beispielsweise ist die
Zustandsgleichung eines ultra-relativistischen Gases aus Teilchen gegeben durch

1
p(e) = 3¢ (1.2)
Die Zustandsgleichung mit der hochsten Steifigkeit lautet [1]
p(e) = e. (1.3)

Neben der Stabilitat des Sterns lasst sich die Masse-Radius Beziehung durch die Zustands-
gleichung festlegen. Dieser Zusammenhang wird durch die Tolman-Oppenheimer—Volkoff
(TOV) Gleichung beschrieben [2, 3]. Diese ordnet jeder Zustandsgleichung eine zugehori-
ge Masse-Radius Beziehung zu.

Das Quadrat der Schallgeschwindigkeit ist gegeben durch die partielle Ableitung der
Zustandsgelichung p(€) nach der Energiedichte e

2 _ Op(e)
s Oe

C

1.4)

s




Diese Ableitung ist bei konstanter Entropiedichte s iiber Teilchendichte n zu betrachten.
Bei verschwindenen Temperaturen, verschwindet ebenso die Entropiedichte. Im Rahmen
dieser Arbeit kann somit das Quadrat der Schallgeschwindigkeit geschrieben werden zu

A= . (1.5)

Eine grundlegende Forderung an die Zustandsgleichung fiir dichte Materie ist die Kausa-

litat, was impliziert, dass die Schallgeschwindigkeit ¢, die Lichtgeschwindigkeit ¢y = 1,

die hier in natiirlichen Einheiten angegeben ist, nicht {iberschreiten darf. Je nachdem,

welche weiteren Anforderungen die Theorie erfiillen soll, kann die Schallgeschwindig-

keit weiter eingeschriankt werden. Nicht-relativistische Theorien sollten ¢, <« 1 liefern,
2 _ 1

wohingegen ultrarelativistische Theorien c; = 3 fordern, wie es beispielsweise fiir Gase

aus ultrarelativistischen, masselosen und nicht wechselwirkenden Teilchen der Fall ist.
Die Schallgeschwindigkeit wird kleiner als ¢? = %, wenn massebehaftete Teilchen be-
riicksichtigt werden, oder bestimmte, skalare Wechselwirkungen zwischen den Teilchen
einbezogen werden. Die QCD fordert, dass sich das Quadrat der Schallgeschwindigkeit bei
sehr hohen Dichten von unten dem Grenzwert ¢? = é, welcher bei asymptotisch hohen

Dichten erreicht wird, annéhert. [4].

In dieser Arbeit wird die Schallgeschwindigkeit in extrem dichter und kompakter Materie
im Rahmen des Nambu-Jona-Lasinio (NJL) Modells untersucht. Vor allem wird der Einfluss
unterschiedlicher Vektorwechselwirkungsterme auf das Quadrat der Schallgeschwindig-
keit analysiert. Dabei wird untersucht, welche Wechselwirkung den QCD Grenzwert von
e = % garantiert und welche Wechselwirkung die Kausalitit der Theorie garantiert.

Es werden hier Vektorwechselwirkungen gewéhlt, da sie notig sind um Neutronenstern-
massen zu erreichen, welche zwei mal die Sonnenmasse besitzen. Die Arbeit [5] zeigt,
dass die Masse-Radius Beziehung, durch eine hinreichend grof3e Vektorwechselwirkung,
Neutronensterne mit Massen bis zu zwei Sonnenmassen beschreibt.

Begonnen wird mit der skalaren Wechselwirkung, welche eine freie Theorie fiir asympto-
tisch hohe Dichten reproduziert. Es wird gepriift, ob hierbei die Schallgeschwindigkeit fiir
asymptotisch hohe Dichten tatsichlich den gewiinschten Grenzwert von ¢, = % erreicht.
Im Anschluss erfolgt die Untersuchung von Vektorwechselwirkungstermen verschiede-
ner Ordnungen. Zunéchst wird die 4-Punkt-Vektorwechselwirkung betrachtet, gefolgt
von der 8-Punkt-Vektorwechselwirkung. Abschliel3end wird eine allgemeine 4N-Punkt-
Vektorwechselwirkung analysiert. Ziel dieser Untersuchung ist es, einen allgemeinen
Ausdruck fiir das asymptotische Verhalten des Quadrats der Schallgeschwindigkeit abzu-
leiten.




2 Einfuhrung

2.1 Das Standardmodell der Teilchen

Das Standardmodell der Teilchenphysik beschreibt die grundlegenden Bausteine der Mate-
rie sowie die Wechselwirkungen, die zwischen ihnen wirken. Eine schematische Ubersicht
dazu ist in Abbildung 2.1 dargestellt. Das Modell umfasst Fermionen und Bosonen, wobei
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Abbildung 2.1: Dargestellt ist der schematische Aufbau des Standardmodells der Ele-
mentarteilchen [6]




Fermionen die Materieteilchen sind und Bosonen die Wechselwirkungsteilchen.

Das Modell unterscheidet zwischen zwolf fundamentalen Fermionen, die in drei Genera-
tionen unterteilt sind, vier Wechselwirkungsteilchen, sogenannte Eichbosonen, die fiir
die Vermittlung von drei der vier fundamentalen Krifte verantwortlich sind und das
Higgs-Boson, ein skalares Teilchen [7].

Die zwolf Fermionen des Standardmodells lassen sich neben der Unterteilung in Genera-
tionen, in sechs Quarks und sechs Leptonen unterteilen. Besonders die Quarks sind von
grofder Bedeutung fiir die Charakterisierung von Neutronensternen. Die Fermionen sind
durch einen halbzahligen Spin von § ausgezeichnet.

Die Quarks werden zusétzlich durch ihre verschiedenen Flavors unterschieden, und zwar
in Up, Down, Charm, Strange, Top und Bottom Quarks. Im Rahmen dieser Arbeit werden
lediglich die Up-und Downquarks untersucht [7].

Zu den Austauschteilchen gehort das Photon, welches die elektromagnetische Wechselwir-
kung vermittelt, die W-und Z Bosonen, welche die schwache Wechselwirkung vermitteln
und die Gluonen, welche die starke Wechselwirkung vermitteln. Alle Eichbosonen besitzen
einen ganzzahligen Spin von Eins. Insbesondere die Gluonen sind hier von zentraler
Bedeutung, da die zu untersuchende Materie, bestehend aus Quarks, durch die starke
Wechselwirkung wechselwirkt [7].

Quarks konnen nie isoliert auftreten und konnen somit auch nie direkt beobachtet werden.
Sie formen immer farblose Hadronen. Das sind Mehrquarkzustdnde, welche durch die
starke Wechselwirkung gebunden sind. Die Farbladung ist eine Teilcheneigenschaft, die
den Quarks zugeordnet werden kann. Es gibt drei Arten von Farbladungen, und zwar
Rot, Blau und Griin. Die Quarks haben nun die Moglichkeit farblos gebundene Zustande
aus einem Quark und einem Antiquark (Mesonen) oder aus drei Quarks (Baryonen) zu
formen. Dieses Phidnomen nennt man Confinement [7, 8].

2.2 Phasendiagramm aus der Quantenchromodynamik

Bei hohen Dichten und hohen Temperaturen sind Quarks nicht mehr in Hadronen ge-
bunden, dies nennt man Deconfinement. Der Ubergang von der hadronischen Phase zum
Quark-Gluonen Plasma (QGP) lasst sich anschaulich in einem Phasendiagramm darstellen,
gezeigt in Abbildung 2.2. Zu sehen ist, dass fiir niedrige Temperaturen 7 und fiir ein
kleines chemisches Potenzial ;. die hadronische Phase vorliegt, in der jeweils Quarks
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Abbildung 2.2: Schematisches QCD Phasendiagramm mit dem chemichen Potenzial auf
der x-Achse und der Temperatur auf der y-Achse [9].

mit unterschiedlicher Farbladung zu einem Hadron gebunden sind. Bei steigenden Tem-
peraturen 7" und chemischem Potenzial ;4 wird das QGP erreicht. In dieser Phase wird
das Confinement aufgehoben und das QGP liegt vor. Zwischen den Phasen liegt die Pha-
sengrenze, gekennzeichnet durch die schwarze Linie. Der Phaseniibergang ist bis zum
kritischen Endpunkt erster Ordnung. Im kritischen Endpunkt ist der Phaseniibergang
zweiter Ordnung. Es ist zu betonen, dass der Phaseniibergang erster Ordnung und der kri-
tische Endpunkt lediglich Hypothesen sind und bisher experimentell nicht nachgewiesen
werden konnten [8]. Bei kleinerem chemischen Potenzial i und héheren Temperaturen
T liegt ein Crossover vor. Ein Crossover ist ein Phaseniibergang ohne scharf definierte
Phasengrenze. Die Eigenschaften des Systems dndern sich kontinuierlich mit ansteigender
Temperatur. Der Crossover hingegen ist durch Gitterrechnungen gut fundiert. Bei sehr
hohem chemischen Potenzial i und geringen Temperaturen 7" wechselt die Phase in eine
farbsupraleitende Phase [10]. Diese ist im Rahmen dieser Arbeit nicht von Bedeutung
und wird aus dem Grund nicht ndher besprochen. Weitere Details zur farbsupraleitende
Phase finden sich in [11].

2.3 Nambu-Jona-Lasinio Modell

Das Nambu-Jona-Lasinio Modell (NJL-Modell) wurde 1961 von Nambu und Jona-Lasinio
entwickelt [12, 13]. Zu diesem Zeitpunkt war die Existenz von Quarks noch unbekannt,
und das Modell diente der Beschreibung der Wechselwirkungen zwischen Nukleonen.




Somit wurde das Confinement und die Farbladung auch nie beriicksichtigt. Allerdings
betrachtet das Modell wichtige Symmetrien der QCD, wie die chirale Symmetrie. Somit
ist es ein gutes Modell zur Beschreibung chiraler Symmetriebrechung [8, 12, 13].

2.3.1 Die NJL Lagrangedichte

Die NJL-Lagrangedichte beschreibt Quarkfelder. In unserem Fall wird ein Quarkfeld mit
nur zwei von sechs Flavours und drei Farbladungen betrachtet. Tatsdchlich spielen die
drei schwersten Flavours bei den hohen Dichten, die im Rahmen dieser Thesis betrachtet
werden, keine Rolle. Die dazugehorige Anzahl an Freiheitsgrade lauten: Ny = 2 und
N, = 3. Es werden Quarks mit zwei unterschiedlichen Flavours, Up und Down, und mit
drei unterschiedlichen Farbladungen, Rot, Blau und Griin, betrachtet. Die Lagrangedichte
hat die Form:

L = P(id — m)p + G [(b)? + (PiysT)?] - (2.1)

Diese Lagrangedichte beschreibt das Quarkfeld 1) mit dessen konjugiertem Feld ¢ = v ~.
Der erste Summand entspricht der Lagrangedichte der freien Dirac-Gleichung, wobei
m = diag(m,, mq) die Massematrix der nackten Quarkmassen fiir Up- und Down-Quarks
ist. Da wir nur zwei Flavour-Freiheitsgrade erlauben, ist m eine 2x2 Matrix. Es wird die
Annahme m = m,, = my gemacht. @ ist der Feynman Slash, der zur Abkiirzung folgenden
Skalarproduktes dient: §J = Zi:o y*0,,. Der zweite Summand stellt den Wechselwirkungs-
term dar. Der Ausdruck G(i¢))? beschreibt die skalaren Wechselwirkung zwischen den
Quarks, wihrend G(viy57)? die pseudoskalare Wechselwirkung der Quarks charakte-
risiert. Der Vektor 7 beinhaltet die Pauli-Matrizen im Isospin-Raum und ~° ist definiert
durch 7% = iy%y'42~3. G ist die Kopplungskonstante der skalaren Wechselwirkung. Dabei
muss G die Dimension MeV ~2 haben [8, 12, 13].

Das NJL-Modell stellt ein nicht renormierbares Modell dar. Ein renormierbares Modell
hingegen erméglicht die Einfiihrung endlich vieler Parameter, die zur Absorption der
Divergenzen im Modell dienen. Im NJL-Modell ist dies jedoch nicht moglich, stattdessen
ist die Anwendung von Cut-Off-Regularisierungen erforderlich, um die Divergenzen zu
umgehen.

2.3.2 Konstituentenquarks

Die Selbstenergie der Quarks lésst sich durch die Hartee-Ndherung berechnen. Die damit
verbundene Dyson-Gleichung ist in Abbildung 2.3 zu sehen. Die dicke Linie beschreibt
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Abbildung 2.3: Die Abbildung zeigt die Dyson-Gleichung fiir einen Quark-Propagator in
der Hartee- Ndherung [8].

den vollen Quarkpropagator S(p), die diinne Linie den wechselwirkungsfreien Propagator
So(p) und der Loopbeitrag 3 beschreibt die Selbstenergie der Quarks. Abbildung 2.3 lasst
sich nun schreiben zu

S(p) = So(p) + So(p)XS(p)- (2.2)
Die Propagatoren sind gegeben durch
__ ptm -1
S()(p) - pg —m2 1 ic - (? m + ZE) ) (2.3)
S(p) = M (p— M +ie) . (2.4
p% — M2+ ic

Einsetzten dieser Ausdriicke in Gleichung (2.2) und Umformen ergibt
M=m+2X. (2.5)

Die Selbstenergie kann nun auch weiter ausgewertet werden. Details zu dieser Auswertung

finden sich in [8]. Hier wird lediglich das Resultat angegeben
dp M

(2m)4p? — M2 +ie

M = m +8N;N,Gi / (2.6)

Diese Gleichung wird als Gap-Gleichung bezeichnet. m ist die nackte Quarkmasse, die
durch eine Verschiebung die Konstituentenmasse M ergibt. N ist der Flavour-Freihetsgrad
und N, ist der Farb-Freiheitsgrad [8, 10].

2.3.3 Die Cut-Off Regularisierung

Im Rahmen der Auswertung sind Integrale der Form

3
/ &p E, und / oy 2.7)
R R Ep
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zu 16sen, wobei E,, gegeben ist durch die relativistische Energie-Impuls Beziehung in

nattirlichen Einheiten
E :\/p2+M2. (28)

Diese Integrale sind unter anderem notwendig zur Berechnung des Potenzials oder zum Lo6-
sen der Gap-Gleichungen in Gleichung (3.8), (4.14) und (4.15). Im ersten Schritt werden
die Integrale in Kugelkoordinaten transformiert. Dabei lassen sich die Winkelintegrationen
direkt ausfithren und es ergibt sich ein multiplikativer Faktor von 4. Dies ist moglich, da
lediglich homogene Systeme betrachtet werden, die keine Winkelabhangigkeit aufweisen.
Die Integrale sind nun in der Form

00 00 2
/ dp p?E, und / dp %. (2.9)

0 0 P
Diese Integrale divergieren bei Ausfithrung der Integration. Um dies zu vermeiden, wird
die 3D-Cut-Off Regularisierung, mit dem Regularisierungsparameter A, eingefiihrt [8].
Der Cut-Off-Parameter wird als obere Grenze der Integrale gewéahlt. Dadurch ist es moglich
explizite Ausdriicke fiir die Integrale zu berechnen. Die restlichen Integrale divergieren
nicht und kénnen mit der oberen Grenze oo berechnet werden. Doch durch einen endlichen,
aber sehr grol3en Impuls-Cutoff sind die Berechnungen, fiir endlichen Temperaturen,
numerisch einfacher zu behandeln. Aus dem Grund wird die obere Grenze der restlichen

Integrale hoch gewahlt, meist zu 10A. Fiir T = 0 ist dies nicht notig.

1



3 Das NJL-Modell ohne
Vektorwechselwirkung

3.1 Grundlagen

Die NJL-Lagrangedichte ist gegeben in Gleichung (2.1). Um die Mean-Field Rechnung
durchzufiihren, wird das nicht-verschwindende chirale Kondensat o angenommen

o = (o). (3.1

Nun kann das Kondensat genutzt werden, um den Term 1) durch Addition einer Null
umzuschreiben

P =0+ (YY — o). (3.2)

Der Ausdruck (¢ — o)? beschreibt eine kleine Stérung und darf vernachléssigt werden.
Der zu linearisierende Term (v/¢))? lautet somit

()? ~ 2001 — 0. (3.3)

Einsetzten dieses Ausdrucks in die Lagrangedichte ergibt die linearisierte Mean-Field-
Lagrangedichte

Lrr + ppt = §(id — (m — 20Gs))y — Gso® + ppTep

=M

2
— (i — M) — (M;”) T pt. (3.4)

4G

Durch den zusitzlichen Term )¢ befindet sich das System nun in einem Medium mit
chemischem Potenzial u. Diese Form der Lagrangedichte erlaubt die Definition einer

12



Konstituentenmasse M, welche folgende Gleichung erfiillt

M—m

m SO =0 2Gs

(3.5)

Diese Gleichung wird als Gap-Gleichug bezeichnet.

Die Lagrangedichte hat nun die Form einer Lagrangedichte aus nicht wechselwirkenden
Teilchen, wobei die Wechselwirkung in der Konstituentenmasse M steckt. Zudem gibt es
einen additiven Term, der im Potenzial mit negativen Vorzeichen eingeht. Das effektive
Potenzial berechnet sich allgemein durch

T, 1) = 1108 (2), (3.6)

wobei Z die grolskanonische Zustandssumme beschreibt.
Somit lautet das effektive Potenzial )

M — m)?
(T, ji; M) = M=m) (T, ), (3.7)
4G g
wobei die Funktion 2, gegben ist durch
6 A
2
Qum (T, p) = —2/ dp p°Ep
™ Jo
6 e 9 _Ep—p _Eptp
_7r2/0 dp p [Tlog(l—i—e T )+Tlog<1—|—e T )} (3.8)

Gleichung (3.7) stimmt bis auf eine Konstante ¢, welche genutzt wurde um das Minimum
des effektiven Potenzials auf Null zu setzten. Die relativistische Masse-Impuls Beziehung
ist gegeben durch E, = \/p? + M2. Hier wurde bereits der Ubergang zu Kugelkoordinaten
und die Cut-Off Regularisierung durchgefiihrt. Die Funktion 2,; beschreibt das grof3kano-
nische Potenzial eines freien Teilchens mit Masse M. Weitere Details zur Herleitung der
Funktion ), finden sich in [14].

Im folgenden Schritt wird das Kondensat mit dem effektiven Potenzial verkniipft. Dies ist
notwendig, um die thermodynamische Konsistenz sicherzustellen und das grolskanonische
Potenzial korrekt zu bestimmen. Hierfiir wird gefordert, dass das chirale Kondensat o
durch folgende totale Ableitung gegeben ist

©
dm’

(3.9

13



Wird diese totale Ableitung mithilfe der Kettenregel erweitert, ergibt sich

dQy  0Q dM
7= Tdm oM dm’ (3.10)
Damit die beiden Gleichungen konsistent sind, muss 9x;§2 20 gefodert werden. Explizites
berechnen dieser Bedingung liefert

o0 6 A M > M M—m
Yy i dp p* = — [ dpp* = ny(T i, (T L0, (3.11
oM wz{/o PV E, /0 pr g oL )+ ,u>]}+ G~ GID

wobei hier die Besetzungszahl der Quarks und Antiquarks eingefiihrt wird

1

np(T, p) = und 7n,(T, p) =

Der Vergleich von Gleichung (3.5) mit Gleichung (3.11) zeigt, dass die Bedingung 0,2 L
0 nur dann erfiillt ist, wenn fiir das Kondensat o folgender Integralausdruck gilt

6 A M oo M
o=—-—= / dp p* — —/ dp p* — [np(T, p) + np(T, )] ¢ - (3.13)
T 0 Ep 0 Ep

Die Losungen der Gap-Gleichung minimieren das Potenzial und ergeben das grof3kano-
nische Potenzial gy, welches durch Ableitungsrelationen weitere thermodynamische
GrofRen festlegt. Zunéachst ist der Druck definiert durch

Die Entropiedichte und die Teilchendichte ergeben sich durch folgende Ableitungsrelatio-
nen

09k 09k
n(T,p) = o und s(T,p) = 5T (3.15)
T H
Die Energiedichte ergibt sich durch
e(T,p) = —p(T, p) + Ts(T, 1) + pn(T, ). (3.16)

3.2 Das effektive Potenzial

Zweck dieses Kapitels ist es das Verhalten und die M-und u-Abhéngigkeit des effektiven
Potenzials besser zu verstehen, insbesondere im Bezug auf die chirale Symmetriebrechung.
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Es soll anhand des Phaseniibergangs gezeigt werden, dass die chirale Symmetrie spontan
gebrochen wird.

Der Cut-Off Parameter A und die Kopplungskonstante Gg werden im Rahmen der ge-
samten Thesis wie folgt festgelegt zu: A = 587.9MeV, Gg = 2['\#. Die Werte wurden
[8] entnommen. Zudem untersucht diese Arbeit das Verhalten von Quarkmaterie bei
verschwindenden Temperaturen. Da jedoch 7' = 1 MeV numerisch besser zu behandeln
ist als T = 0MeV und die Ergebnisse tatsidchlich keine Unterschiede aufweisen, wird
T = 1MeV im Rahmen der gesamten Arbeit gewéhlt.

In Bezug auf die nackte Quarkmasse m werden zwei Szenarien untersucht: Einerseits
der Fall einer endlichen nackten Quarkmasse von m = 5.6 MeV, andererseits der chirale
Limes, bei dem die nackte Quarkmasse verschwindet, d.h. m = 0MeV. Das effektive
Potenzial (2 lasst sich fiir diese zwei Félle analysieren. Dazu wird es fiir verschiedene Werte
des chemischen Potenzials i in Abhdngigkeit der Konstituentenmasse M dargestellt. Die
verschiedenen Werte von p wurden [15] entnommen.

Abbildung 3.1 zeigt die Resultate. Fiir den Fall m = 0 MeV ist das effektive Potenzial in

100+ ] 150+
‘?E ‘?‘E_
5 50 s 1007
= =
E _ : £ %
a O c

D_
=50, ‘ . ‘ . . 1 , : : ; , , .
-600 -400 -200 O 200 400 600 -600 -400 -200 O 200 400 600
M in MeV Min MeV

(a) Firm = 0. (b) Fiir m = 5.6 MeV.

Abbildung 3.1: Effektives Potenzial 2 im chiralen Limes m = 0 links und fir eine endliche
nackte Quarkmasse rechts fiir y = 0 MeV in Rosa, u = 300 MeV in Lila,
e = 368.6 MeV in Griin und p = 400 MeV in Rot.

Abbildung 3.1a zu sehen und fiir den Fall m = 5.6 MeV in Abbildung 3.1b. Aufgrund der
Abwesenheit der nackten Quarkmasse m, zeigt das Potenzial aus 3.1a eine Achsensym-
metrie beziiglich der M = 0 Achse. Des Weiteren ist zu erkennen, dass das Minimum
des Potenzials bei hohen Werten von p bei M = 0 liegt. Durch Verringerung der u-Werte,
verschiebt sich das Minimum zuné&chst nicht, bis ein kritischer Wert p. = 368.6 MeV
erreicht ist. Ab diesem Wert springt das Minimum des Potenzials abrupt von M = 0 zu
M = 400 MeV. An dieser Stelle befindet sich der Phaseniibergang erster Ordnung, der
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die chiral gebrochene Phase von der restaurierten Phase trennt. Die chiral gebrochene
Phase findet sich fiir kleine Werte von p und die restaurierte Phase findet sich bei groen
Werten von u.

Im néchsten Schritt wird eine endliche nackte Quarkmasse von m = 5.6 MeV hinzugefiigt.
Das effektive Potenzial ist in Abbildung 3.1b gezeigt. Zunichst ist zu beobachten, dass das
Potenzial keine Achsensymmetrie mehr aufweist. Die nackte Quarkmasse m bricht explizit
die Symmetrie des Potenzials. Dariiber hinaus ist zu sehen, dass der Phaseniibergang
erster Ordnung erhalten bleibt.

3.3 Die Minimierung des Potenzials

Ziel dieses Kapitels besteht darin, die Konstituentenmassen M mithilfe der Gap-Gleichung
zu bestimmen und darauf aufbauend das grolfkanonische Potenzial {2, zu berechnen. Um
aus dem effektiven Potenzial das grof$kanonische Potenzial zu erhalten, muss das effektive
Potenzial minimiert werden. Das effektive Potenzial ist minimiert, wenn die Loésungen der
Gap-Gleichung in das effektive Potenzial eingesetzt werden. Existieren mehrere Losungen
der Gap-Gleichungen, dann ist nur die zu betrachten, die den kleinsten Wert fiir das
Potenzial liefert [8].

Die Gap-Gleichung muss fiir jedes u separat gelost werden. Die Losungen lassen sich in
einem M — p Diagramm gegeneinander auftragen. Alle Berechnungen in diesem Kapitel
werden im chiralen Limes (m = 0) durchgefiihrt. Abbildung 3.2 zeigt, dass es sich hierbei
um einen Phaseniibergang erster Ordnung handelt, da das Minimum des Potenzials ab
einem bestimmten Wert von 1 einen diskontinuierlichen Sprung macht. Vor dem Phasen-
iibergang liegt die chiral gebrochene Phase vor. An einem kritischen Wert des chemischen
Potenzials . kommt es dann zum Phaseniibergang erster Ordnung. Nach dem Phasentiber-
gang liegt die restaurierte Phase vor. Zudem wurde bereits in Abbildung 3.1b festgestellt,
dass der Phaseniibergang erster Ordnung ist. p fungiert hierbei als Kontrollparameter des
Phaseniibergangs, wahrend das Kondensat ¢ den Ordnungsparameter reprasentiert. Das
Kondensat o ist proportional zu M — m und da die nackte Quarkmasse m zu Null gewahlt
wurde, ist in den Abbildungen lediglich M der Ordnungsparameter.

Durch Einsetzen der Losungen der Gap-Gleichung in das effektive Potenzial, kann das
grollkanonische Potenzial grafisch dargestellt werden. Abbildung 3.3a zeigt das grol3ka-
nonische Potenzial gegen das chemische Potenzial ; aufgetragen. Der Druck ist gegeben
durch p = — und in Abbildung 3.3b zu sehen.

Sowohl das gro3kanonische Potenzial als auch der Druck sind stetige Funktionen von
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Abbildung 3.2: Dargestellt sind die Losungen der Gap-Gleichung in einem M — p Dia-
gramm.

1. Beide Funktionen sind bis zum Erreichen des Phasentibergangs Null und fallen bzw.
steigen dann.

In einem néchsten Schritt lassen sich die Teilchendichte n und die Entropiedichte s durch
die Ableitungsrelationen aus Gleichung (3.15) berechnen. Diese lassen sich ebenso gegen
das chemische Potenzial ;1 darstellen, zu sehen in Abbildung 3.4a und 3.4b.

Die Teilchendichte wurde hierbei durch ng & 0.45 fm ™~ normiert, was dem Dreifachen der
Kernsittigungsdichte von etwa 0.15 fm ™~ entspricht. Die Kernséttigungsdichte beschreibt
die Dichte von Kernmaterie im Gleichgewichtszustand bei verschwindender Temperatur,
wobei unter Kernmaterie stark wechselwirkende Nukleonen verstanden werden [16]. Da
in diesem Fall die Quarkdichte betrachtet wird und ein Baryon aus drei Quarks besteht,
erfolgt die Normierung durch das Dreifache der Satuierungsdichte, was eine sinnvolle Ska-
lierung der Teilchendichte gewahrleistet. Im folgenden wird die Quarkdichte immer durch
.- angegeben. Sowohl die Teilchendichte n als auch die Entropiedichte s sind monoton
steigende Funktionen von p und haben beim Phasentibergang einen Sprung von Null auf
einen endlichen Wert. An Abbildung 3.4b ist der Einfluss der endlichen Temperatur zu
erkennen. Bei einer Temperatur von 7' = 0 MeV waére die Entropiedichte konstant Null,
doch da hier eine endliche, doch sehr kleine Temperatur von 7' = 1 MeV gewdhlt wurde,
hat auch die Entropiedichte s einen kleinen, doch endlichen Wert.

Mithilfe der bisher berechneten thermodynamischen GroRen, wird jetzt die Energiedichte
¢, wie in Gleichung (3.16) beschrieben, berechnet. Im Anschluss wird der Druck p gegen
die Energiedichte ¢ in Abbildung 3.5a grafisch dargestellt. Die Schallgeschwingigkeit ist

17



0,
w =500 3500~
E -1000 i 3000
E -1500 2500
‘= -2000 S 2000
& -2500- % 1500
S _3000 ] 5 1000
-3500" ‘ . ‘ ‘ 500
0 200 400 600 800 0 | | B
uin MeV 0 200 400 600 800
(a) GroBkanonisches Potenzial Qg gegen Hin MeV

chemisches Potenzial . (b) Druck p gegen chemisches Potenzial p.

Abbildung 3.3: Dargestellt ist das groRkanonische Potenzial links und der Druck rechts.
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Abbildung 3.4: Dargestellt ist die Teilchendichte n links und die Entropiedichte s rechts.
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gegeben durch die partielle Ableitung des Drucks nach der Energiedichte

0
2o

S e
T=0

(3.17)

Somit ist das die Ableitung der in Abbildung 3.5a gezeigten Kurve. Die Schallgeschwindig-
keit ist in Abbildung 3.5b zu sehen. Die Kurve in Abbildung 3.5a ist monoton und linear

500+ ' ; \ S 0.35¢
400! ] 0.30-
? 0.25
E 300"
£ 300 L 020
(£} 7]
= 200 T
c
a 100 0.10;
0.05-
0, J
: - ‘ ‘ : 0.00-—. . ‘ ‘ -
0 500 1000 1500 2000 0 20 40 60 80 100
€in MeVfm™3 ning
(a) (b)

Abbildung 3.5: Dargestellt ist der Druck p gegen die Energiedichte ¢ links und das Quadrat
der Schallgeschwindigkeit ¢4 gegen die Teilchendichte n rechts.

steigend. Aus dem Grund muss die Schallgeschwindigkeit eine Konstante sein, was in
Abbildung 3.5b auch bestitigt wird. Der kleine Sprung in Abbildung 3.5b bei ungefihr
- = 10 ist von numerischer Natur und hat keine physikalische Bedeutung. Der Wert
der Schallgeschwindigkeit sollte oberhalb des kritischen Wertes . bei % liegen. Da das
chemische Potenzial hier grol$ genug ist kann angenommen werden, dass dies zutrifft und
somit eine freie Theorie repréasentiert wird.

3.4 Analytische Berechnungen bei M/ =0

Die im vorherigen Abschnitt erzielten Ergebnisse sollen nun analytisch reproduziert
werden. Ziel dieser Analyse ist es, durch den gewonnenen analytischen Ausdruck den
exakten asymptotischen Wert der Schallgeschwindigkeit zu ermitteln.

Zur analytischen Berechnung werden die Grenzwerte 7" — 0 und M — 0 betrachtet. Es
lasst sich mit Hilfe der Gap-Gleichung fiir die Konstituentenmasse M zeigen, dass M — 0
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fiir hohe Werte von y immer eine sinnvolle Annahme ist. Dazu wird die Gap-Gleichung
durch M geteilt und der Grenzwert ;1 — oo gebildet. Diese Annahme hat den Vorteil, dass
durch das Verschwinden der Konstituentenmasse M die Gap-Gleichung fiir M wegfillt,
was die analytischen Berechnungen stark vereinfacht. Die nackte Quarkmasse m wird
ebenfalls zu Null gesetzt. In diesem Grenzwert lautet das groRkanonische Potenzial

Q) = —% {/()Adpp3+/0#p2(u—p)}

6 A4 4
:_WQ{4+/1’J2}. (3.18)

Eine ausfiihrliche Erklarung zur Grenzwertbildung ist in Kapitel 4.4 gegeben. Es ist
zu erkennen, dass das grofRkanonische Potenzial durch den Grenzwert nur noch vom
chemischen Potenzial ;. abhéngt. Dieses lasst sich nun gegen das chemische Potenzial
auftragen und mit den numerischen Ergebnissen vergleichen. Der Vergleich findet sich in
Abbildung 3.6. Zu sehen ist, dass die analytischen Ergebnisse mit den Numerischen nach

L L T
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Abbildung 3.6: GroRkanonisches Potenzial durch die numerische Berechnung (schwarz)
und durch die analytische Berechnung (rot).

dem Phasentiibergang iibereinstimmen.

Im néchsten Schritt kann das grof3kanonische Potenzial aus Gleichung (3.18) nach dem

chemischen Potenzial . abgeleitet werden. Uber die Relation n = —% ergibt sich der
analytische Ausdruck fiir die Teilchendichte n
2 3
n= LQ (3.19)
7T
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Der Vergleich der numerischen Teilchendichte mit der analytischen Teilchendichte ist in
Abbildung 3.7 zu sehen.

35;
30
25
g
15-
10+

0 200 400 600 800
pin MeV

Abbildung 3.7: Numerische Teilchendichte n (schwarz) analytische Teilchendichte n (rot).

Zur analytischen Berechnung der Schallgeschwindigkeit wird folgender Ausdruck genutzt
~1
2o _n (On) (3.20)
Ode p \Ou
Um diesen Audruck nachzuvollziehen, wird auf [17] verwiesen. Der analytische Ausdruck
fiir n ist bekannt. Durch Einsetzten und Ableiten von n ergibt sich fiir das Quadrat der
Schallgeschwindigkeit
2 3 2\ 1
2= (6“2> _! (3.21)
T\ T
Die Schallgeschwindigkeit erreicht fiir grol2e Werte des chemischen Potenzials ;» den

Wert % Der Vergleich mit den numerischen Ergebnissen in Abbildung 3.8 zeigt, dass diese
mit den analytischen Ergebnissen iibereinstimmen und somit ebenso gegen % gehen.
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Abbildung 3.8: Quadrat der Schallgeschwindigkeit aus den numerischen Berechnungen

(schwarz) und aus der analytischen Berechnung (rot).
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4 Das NJL-Modell mit einer
4-Punkt-Vektorwechselwirkung

Die 4-Punkt-Vektorwechselwirkung stellt eine repulsive Kraft dar, wodurch die Quarks bei
hohen dichten eine abstoRende Kraft erfahren. Diese abstof3ende Kraft ist insbesondere
in extrem dichten Objekten, wie Neutronensternen, von grof3er Bedeutung. Der durch
die Abstofung der Quarks entstehende innere Druck herrscht bei massereicheren Neutro-
nensternen, mit Massen bis zu zwei Sonnenmassen.

Die Annahme ist, dass die zusétzliche Vektorwecheselwirkung durch ihren repulsiven
Charakter zu einer hoheren Schallgeschwindigkeit fiihrt. Andererseits darf die Schallge-
schnwidkeit nicht groRer als eins werden, da sonst die Kausalitét verletzt werden wiirde.
Ob die Annahme erfiillt wird und ob die Kausalitat gewahrt bleibt, wird in diesem Kapitel
untersucht.

4.1 Grundlagen

Die NJL Lagrangedichte, mit einem zusétzlichen 4-Punkt-Vektorwechselwirkungsterm
lautet

L =Y —m)p + Gs[(Y)? + @ivsTY)?] — Gy (). 4.1)
Die ersten zwei Summanden sind bereits aus Abschnitt 2.3.1 bekannt und der dritte Term
beschreibt die neue Vektorwechselwirkung mit der entsprechenden Kopplungskonstanten
Gy . Der Vektorwechselwirkungsterm wird bei nicht verschwindenden Dichten relevant.

Um %y, in der Mean-Field-Niaherung berechnen zu konnen, werden zwei nicht verschwin-
denden Kondensate o und n angenommen

o = (Y1), (4.2)
n = (W) = (7). (4.3)
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o ist bereits bekannt und n ist die Quarkdichte. Zusitzlich sollen die Kondensate n’ =
(¢y*)) mit i = 1,2, 3 verschwinden, um Rotationssymmetrie zu gewihrleisten. Mittels
dieser Kondensate sollen die Wechselwirkungsterme aus %y, linearisiert werden. Fiir
das chirale Kondensat o gelten die gleichen Rechenschritte wie im Abschnitt zuvor. Diese
werden hier nicht erneut angegeben. Fiir die Linearisierung wird der Term 7% durch
Addition einer Null umgeschrieben zu

Uy =n+ (PP — n). (4.4)

Die Terme in den Klammern entsprechen auch hier kleinen Stérungen. Im néchsten Schritt
wird die Gleichung quadriert und der Ausdruck (¢y%) — n)? vernachléssigt

(7°9)? m 20 9 —n®. (4.5)
Die Lagrangedichte in der Mean-Field-Ndherung lautet nun
A + T = P (i) = m)p + Gs[209p — 0%] = Gy 2ty — n?] + pply. (4.6)

Der Ubergang in ein Medium wurde analog zu Kapitel 3 durchgefiihrt. Die Terme lassen
sich nun so umsortieren, dass sie die Definition einer Konstituentenmasse M und eines
renormierten chemischen Potenzials /i erlauben

Lre + pb T = P — (m — 20G5)0 + T (=2nGy + p)p — Gso? + Gyn?.  (4.7)
ﬂ_z —
=: =0
Die Ausdriicke fiir M und i werden nach den Kondensaten aufgeldst

M—m

M=m-2Gg0 = oc=— 5Gs (4.8)
p=p—2Gyn = n= l;(_;j 4.9)
und in die Mean-Field Lagrangedichte eingesetzt
_ M — 2 _ )2
e+ s = (i — My + fupty — LI IR g0

4Gg 4Gy

Die in den Gleichungen (4.8) und (4.9) dargestellten Ausdriicke fiir M und j: werden als
Gap-Gleichungen bezeichnet.

Abgesehen von Termen, welche nur einen trivialen Einfluss auf das Potenzial (2 nehmen,
gleicht das Problem einem System aus nicht wechselwirkenden Teilchen der Masse M
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bei einem chemischen Potenzial ji. Dabei ist anzumerken, dass die Teilchen natiirlich
wechselwirken. Die Wechselwirkung ist in der Konstituentenmasse M und im renormierten
chemischen Potenzial j; enthalten.
Unter Beriicksichtigung von Gleichung (3.6) ergibt sich das Mean-Field effektive Potenzial
zu

Af R (M —m)? (p— )

Q(T’/J'v M7 :u) - QM(Crv N) + 4GS - 4GV

Die Funktion Q; (T, 1) ist durch Gleichung 3.8 durch das Ersetzen von p durch ji gegeben.
Um die thermodynamische Konsistenz der Theorie zu gewéhrleisten, miissen die Konden-
sate mit dem effektiven Potenzial {2 verkniipft werden. Hierfiir miissen die Relationen
o = —dpQ2und n = —d,Q erfiillt sein. Die totalen Ableitungen werden mithilfe der
Kettenregel weitergefiihrt

2

(4.11)

40 o0 M 99 dji
_ e 0% diu 12
= am = onidm T Bp dm (4.12)

0 OdM 09 dj
o o0dM _09dp 4.13)

Tdp "' T M dp T opdp

Um diese Gleichungen zu erfiillen, miissen die partiellen Ableitungen 0,,€? und 0,2
verschwinden. Wird diese Bedingung explizit nachgerechnet, ergibt sich

%Y 6 A o M > o M - _ - M—m
oM~ x2? {/0 dp p E, +/0 dp p fp{_np(Tvﬂ) _np(Tnu)}} + 2Gs 0,
20 4.149)
6 [ 2 ~ - ~ P
9 T T2 T, ji) — np(T =0. 1
ofi 7r2/0 dp p* {np(T, 1) — np(T, 1) } + 3Gy 0 (4.15)

Hier wurde die Besetzungszahl der Quarks n, (7, i) und die Besetzungszahl der Antiquarks
n,(T, i) aus Gleichung (3.12) durch das Ersetzen von x durch fi genutzt.

Durch Vergleich der Gleichungen (4.14) und (4.15) mit den Gap-Gleichungen aus (4.8)
und (4.9) lasst sich ein expliziter Integralausdruck fiir die Kondensate ablesen

_ 6 A 2M > 2M ~ _ ~
TR {/0 dpp B, +/O dp p Efp{—np(ﬂ fr) — np(T, u)}}, (4.16)
6 [ i i
n= WQ/O dp p* {ny(T, i) — np(T, 1)} . (4.17)

Somit lasst sich festhalten, dass die Gap-Gleichungen (4.8) und (4.9) mit den Bedingungen
Om€ = 0 und 9592 = 0 dquivalent sind, wenn ¢ und n wie in (4.16) und (4.17) definiert
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werden.

Durch simultanes Losen der Gap-Gleichungen nach den Losungspaaren (M, ji) und Ein-
setzen dieser in das effektive Potenzial (2, resultiert das grof3kanonische Potenzial Qgy.
Durch dieses lassen sich weitere thermodynamische Gro3en, wie der Druck aus Gleichung
(3.14), die Entropiedichte aus Gleichung (3.15) und die Energiedichte aus Gleichung
(3.16) berechnen.

4.2 Das effektive Potenzial

Das effektive Potenzial ist aus Gleichung (4.11) unter Beriicksichtigung von Gleichung
(3.8) bekannt und wird in Abhangigkeit von M grafisch dargestellt. Die u-Werte wurden
[15] entnommen. Die Kopllungskonstante Gy wurde durch Gy = Gg festgelegt.

[1 ist nun ein unbekannter Parameter, der zunéchst durch das Losen der Gap-Gleichung
(4.15) festgelegt werden muss. Hierfiir wird die Gap-Gleichung fiir feste ¢ und M nach
i gelost. Dieser Vorgang wird fiir verschiedene Werte von M wiederholt, wodurch fiir
jedes M ein entsprechendes [ ermittelt wird. Diese Losungen der Gap-Gleichung konnen
anschlieend mit den zugehorigen Werten fiir  und M in das Potenzial eingesetzt werden.
Das Potenzial wird im chiralen Limes betrachtet und ist in Abbildung 4.1 zu sehen. Das

g -20: - - ]
-600 -400 -200 0 200 400 600 -600 -400 -200 0 200 400 600
Min MeV Min MeV

(a) Verkleinerte Darstellung des effektiven (b) VergroRerte Darstellung des effektiven
Potenzials. Potenzials.

Abbildung 4.1: Effektives Potenzial fiir Gy, = G5 im chiralen Limes m = 0. Links ist das
Potenzial Giber das gesamte Intervall dargestellt und rechts ist es vergoRert
dargestellt. Die Farben reprasentieren verschiedene chemische Potentiale:
Rosa fir = 0 MeV, Lila fir . = 430 MeV, Grin fir . = 440 MeV und Rot
flir = 444.3 MeV.
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Potenzial weist erneut eine Achsensymmetrie um die M = 0 Achse auf, was auf den
chiralen Limes zuriickzufiihren ist. Des Weiteren lésst sich ein Phaseniibergang zweiter
Ordnung beobachten, da das Minimum des Potenzials mit abnehmenden Werten fiir
stetig von M = 0 MeV zu M # 0 wandert.

4.3 Die Minimierung des Potenzials

Die Gap-Gleichungen (4.14) und (4.15) bilden ein System aus gekoppelten selbstkonsis-
tenten Gleichungen fiir /z und M, die simultan gelost werden miissen. Gibt es fiir ein p
mehrere Losungen, so ist nur die Losung physikalisch relevant, fiir die das effektive Poten-
zial einen geringeren Wert annimmt. Durch Einsetzten der Losungen der Gap-Gleichungen
in das effektive Potenzial (4.11) ergibt sich das grolfkanonische Potenzial (2gy.

Zunichst werden die Losungen der Gap-Gleichungen gegen u aufgetragen. Dazu wurden
verschiedene Fille betrachtet und zum einen die Kopplungskonsante Gy und zum ande-
ren der Faktor c variiert. Der Faktor c ist der Vorfaktor des Cut-Offs und wurde in den
vorherigen Rechnungen zu zehn gewiéhlt. Die restlichen Parameter sind bereits aus den
vorherigen Kapiteln bekannt und werden hier iibernommen.

Die Variation des Parameters ¢ wurde durchgefiihrt und hat ergeben, dass ¢ keinen
merklichen Einfluss auf das renormierte chemische Potenzial /; nimmt. Aus dem Grund
wird im Folgenden der hinreichend groe Wert ¢ = 10A genutzt.

Abbildung 4.2 zeigt den Verlauf der Konstituentenmasse M in Abhédngigkeit vom chemi-
schen Potenzial p. In Abbildung 4.2 wird deutlich, dass bei steigenden Gy der Phasen-

400 400
300 300
> > >
2 H =
= c 200 c 200
= = =
100 100
1] S —— — — 0 0
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
pin MeV M in MeV M in MeV
(a) Gy = 0.5Gg. (b) Gy =Gg. (C) Gy = 1.5Gg.

Abbildung 4.2: Konstituentenmasse M gegen chemisches Potenzial i bei m = 0 fir
verschiedenen Werte der Kopplungskonstante Gy .

iibergang kontinuierlicher wird. Fiir den Fall Gy, = 0.5Gg, welcher in Abbildung 4.2a
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zu sehen ist, lasst sich ein Phaseniibergang erster Ordnung von der chiral gebrochenen
Phase in die restaurierte Phase vermuten. Dies ist an dem diskontinuierlichen Sprung von
der Konstituentenmassen M auf die nackte Quarkmasse m, welche hier zu Null gewéahlt
wurde, festzumachen. Die Phaseniibergéinge aus Abbildung 4.2b und 4.2c sind zweiter
Ordnung, da der Wechsel von der chiralen Phase in die restaurierte Phase kontinuierlich
ablauft.

Die Arbeit [18] behandelt ein NJL-Modell mit drei Flavours und kommt zu dem Schluss,
dass der Wechsel von einem Phaseniibergang erster Ordnung zu einem Phaseniibergang
zweiter Ordnung ab g—‘s/ = 0.65 stattfindet, was mit den vorliegenden Ergebnissen kompa-

tibel ist.

Nun lésst sich die Losung der Gap-Gleichung fiir i gegen p auftragen. Die Resultate sind
in Abbildung 4.3 zu sehen. Es ist wieder zu erkennen, dass der Ubergang bei steigenden
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= 300 = =
£ £ 200 £ 200
2200 (=8 =Y
100 100 100
0 0 0
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 [} 200 400 600 800
pin MeV M in MeV uin MeV
(a) Fir Gy = 0.5G5s. (b) Fir Gy = Gg. (C) Fur Gy = 1.5Gg.

Abbildung 4.3: Renormiertes chemische Potenzial ;i gegen chemisches Potenzial 1 bei
m = 0 und verschiedenen Werten der Kopplungskonstante Gy, .

Gy kontinuierlicher verlauft. Abbildung 4.3a zeigt durch den diskontinuierlichen Sprung
wieder einen Phaseniibergang erster Ordnung, wohingegen Abbildung 4.3b und 4.3c einen
Phaseniibergang zweiter Ordnung zeigen, zu sehen an dem kontinuierlichen Verlauf. Fiir
alle drei Fille lasst sich zunéchst ein linearer Verlauf zwischen i und i erkennen. Dies
bedeutet, dass die Teilchendichte dort Null ist, da ji = p gilt. Wachst p nun weiter an, bis
w > M gilt, nimmt die Teilchendichte einen endlichen Wert an. Mit steigendem chemischen
Potenzial p, steigt auch die Teilchendichte n weiter an. Dies fiihrt zu dem kontinuierlichen
Abfall des renormierten chemischen Potenzials i, welcher in Abbildung 4.3b und 4.3c
zu sehen ist. Dies lasst sich mit Hilfe der Gleichung (4.9) erklaren. Der Phaseniibergang
zweiter Ordnung findet an der Stelle statt, wo das renormierte chemische Potenzial i
wieder anféngt zu steigen. Dieser kontinuierliche Abfall in i ist fiir einen Phaseniibergang
erster Ordnung nicht zu sehen, da dort bis zum erreichen des Phaseniibergangs u < M
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gilt. Somit bleibt die Teilchendichte bis zum Erreichen des Phaseniibergangs Null und
kann somit nicht zu einer Verringerung von /i beitragen.

Nun, da die Losungen der Gap-Gleichungen bekannt sind, kann das groffkanonische
Potenzial (2gy berechnet werden. Dieses ergibt sich durch das Einsetzen der Losungen der
Gap-Gleichungen in das effektive Potenzial. Der Druck ergibt sich durch p = —)g, und
wird fiir die verschiedenen Fille in Abbildung 4.4 dargestellt. Es ist zu erkennen, dass der
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(a) Fir Gy = 0.5G5. (b) Fur Gy = Gss. (c) Fir Gy = 1.5G5s.

Abbildung 4.4: Druck p gegen chemisches Potenzial 1 bei m = 0 und verschiedenen
Werten der Kopplungskonstante Gy, .

Druck, unabhéngig von der Wahl der Kopplungskonstante Gy, stetig ist. Trotzdem lasst
sich der Einfluss der Kopplungskonstante erkennen, insbesondere beim Phaseniibergang.
Der Phaseniibergang tritt mit wachsenden Gy spéter ein und der Verlauf der Kurve kurz
vor dem Phaseniibergang ist mit wachsenden Gy kontinuierlicher.

Im néchsten Schritt wird die Teilchendichte aus Gleichung (4.17) untersucht. Die Teil-
chendichte n aufgetragen gegen p ist in Abbildung 4.5 zu sehen. Abbildung 4.5a weist

7
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8 5 E 4
>
£ 6 g4 23
< <3 £
4 2 5”2
2 1 ol |
)] SUN S 0b—r ‘ 0 i
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
pin MeV M in MeV pin MeV
(a) Fur Gy = 0.5G5. (b) Fur Gy = Gss. (c) Fir Gy = 1.5G3.

Abbildung 4.5: Teilchendichte n gegen chemisches Potenzial 1 bei m = 0 und verschie-
denen Werten der Kopplungskonstante Gy, .

einen diskontinuierlichen Sprung von Null auf einen endlichen Wert beim Phaseniibergang
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erster Ordnung auf. Nach dem Phaseniibergang steigt die Teilchendichte kontinuierlich
an. In Abbildung 4.5b und 4.5c ist erneut ein Phaseniibergang zweiter Ordnung zu se-
hen. Die Teilchendichte ist vor dem Phaseniibergang wieder Null und wéchst nach dem
Phaseniibergang kontinuierlich mit .

Als néchstes wird die Entropiedichte s gegen das chemische Potenzial p aufgetragen. Die
Resultate sind in Abbildung 4.6 zu sehen. Abbildung 4.6a zeigt erneut einen Phasentiber-
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(a) Fur Gy = 0.5G5. (b) Fur Gy = Gs. (c) Fir Gy = 1.5G3s.

Abbildung 4.6: Entropiedichte s gegen chemisches Potenzial i bei m = 0 und verschie-
denen Werten der Kopplungskonstante Gy, .

gang erster Ordnung, zu erkennen an dem diskontinuierlichen Sprung beim Phaseniiber-
gang. Abbildung 4.6b und 4.6c zeigen einen Phaseniibergang zweiter Ordnung. In allen
Abbildungen ist die Entropiedichte zunachst Null und wachst beim Phaseniibergang sehr
schnell an oder springt abrupt auf einen héheren Wert. Dies liegt daran, dass in der restau-
rierten Phase die Quarks nicht mehr im Kondensat sind und daher mehr Freiheitsgrade
haben, was die Entropiedichte schlagartig erhoht. Nach dem Phaseniibergang wachst die
Entropiedichte kontinuierlich mit dem chemischen Potenzial 4. Abbildung 4.6c zeigt nach
dem Phasensprung Unebenheiten in der Kurve. Diese sind jedoch numerischer Natur und
haben keine physikalische Bedeutung.

Abbildung 4.7 zeigt den Druck p gegen die Energiedichte. Die Energiedichte wurde bereits
in Gleichung (3.16) besprochen. Der Phaseniibergang erster Ordnung aus Abbildung
4.7a weist an der Stelle des Phaseniibergangs eine Sprungstelle auf, wohingegen der
Phaseniibergang zweiter Ordnung aus Abbildung 4.7b und 4.7c einen kontinuierlichen
Anstieg kurz vor dem Eintreten des Phasentibergangs zeigt. Zudem ist zu beobachten, dass
der Druck in Abbildung 4.7a bis zum Erreichen des Phaseniibergangs Null ist, wohingegen
der Druck aus den Abbildungen 4.7b und 4.7c bereits vor dem Phaseniibergang, bei
beliebig kleinen Dichten, endliche Werte annimmt.

Im letzten Schritt ldsst sich nun das Quadrat der Schallgeschwindigkeit betrachten. Dieses
ist gegeben durch die Ableitungsrelation c? = %. Somit ist die Ableitung der Kurve aus
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Abbildung 4.7: Druck p gegen Energiedichte ¢ bei m = 0 und verschiedenen Werten der
Kopplunskonstante Gy, .

Abbildung 4.7 gesucht. Zudem wird das Quadrat der Schallgeschwindigkeit gegen -
dargestellt, statt gegen ¢. Hierfiir wurde an den Ergebnisse aus Abbildung 4.7 eine lineare
Interpolation durchgefiihrt. Dies erzeugt eine Funktion p(e), die durch die gegebenen
Datenpunkte verlduft. Durch Ableiten dieser Funktion nach e ergibt sich das Quadrat
der Schallgeschwindigkeit. Das Ergebnis ist in Abbildung 4.8 zu sehen. Abbildung 4.8a
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(a) Fir Gy = 0.5G3s. (b) Fur Gy = Gss. (c) Fir Gy = 1.5G3.

Abbildung 4.8: Quadrat der Schallgeschwindigkeit c? gegen Teilchendichte - beim =0
und verschiedenen Werten der Kopplungskonstante Gy .

zeigt bereits vor dem Phaseniibergang endliche Werte fiir die Schallgeschwindigkeit,
obwohl die Zustandsgleichung aus 4.7a vor dem Phaseniibergang Null ist. Die endliche
Schallgeschwindigkeit ist ein Fragment der endlichen Temperatur 7' = 1 MeV.

Wie spéter zu sehen sein wird, strebt das Quadrat der Schallgeschwindigkeit unabhéngig
von der Kopplungskonstante GGy gegen einen konstanten Wert. Im gezeigten Intervall ist
die Theorie noch kausal, da die Schallgeschwindigkeit kleiner als eins ist. Ob sich dies im
asymptotischen Verhalten dndert, wird im nédchsten Kapitel berechnet.
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4.4 Analytische Berechnungen fiir // =0

Die Ergebnisse des letzten Kapitels basieren auf der numerischen Berechnung der Wer-
tepaare (M, ji). Diese Ergebnisse lassen sich im Grenzwert 7' — 0 und M — 0 auch
analytisch reproduzieren. Auch hier ist M — 0 ein sinnvoller Grenzwert. Eine Uberein-
stimmung mit den numerischen Resultaten ist jedoch nur fiir hinreichend grolse Werte
von 4 zu erwarten, da der Grenzwert M — 0 erst nach dem Phaseniibergang giiltig ist.
Fiir die analytische Berechnung wird zunéchst das effektive Potenzial im Grenzfall T — 0
bestimmt. Der Grenzwert ist nur in der Funktion 2, von Bedeutung

6 A
lim Qu (T, p: M, i) = —— ’E
Jm Qg (T, 5 M, 1) WQ/O p Ep dp

6 [ 2 1. _Ep-i _Bpti
—2/ dp p* lim {Tlog <1—|—e T )—i—Tlog <1+6 T )] (4.18)
s 0 T—0

Fiir die folgenden Uberlegungen wird das renormierte chemische Potenzial j als positiv
angenommen. Der Antiteilchenbeitrag, welcher den zweiten Summanden im zweiten
Integral darstellt, verschwindet im Grenzwert 7" — 0.

Der erste Summand im zweiten Integral verschwindet nur fiir den Fall £, > f. Im
umgekehrten Fall E,, < i strebt die Exponentialfunktion gegen co. Die Eins im Argument
des Logarithmus kann im Vergleich zur divergierenden Exponentialfunktion vernachléssigt
werden. Zudem wird die nackte Quarkmasse m zu Null gesetzt. Es ergibt sich fiir das
effektive Potenzial

M (p— )
Q(M;M,M)Z4GS—(4GV)
6 A 2 o 2/~ ~
T2 /OpEpdp+/0 p (— Ep)O( — Ep) dp ¢ . (4.19)

Die Heaviside-Funktion stellt sicher, dass die Bedingung E, < f erfiillt ist, indem sie die
obere Integralgrenze auf den Wert von p beschrénkt, der diese Bedingung erfiillt. Durch das
Einfiihren des zweiten Grenzwertes M — 0 und die Uberfithrung der Heaviside-Funktion
in die Integralgrenzen resultiert fiir das effektive Potenzial

o) =~ S [ [ ). (4:20)
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Die Integrale sind nun problemlos analytisch l6sbar

_ M2 6 A4 ~4
Qs 1) = %Gs) =) ( . ) : (4.21)

FINST
Zur Minimierung des Potenzials ist nun lediglich die zweite Gap-Gleichung relevant, da
M durch den Grenzwert verschwindet. Die zweite Gap-Gleichung ergibt sich durch die
Ableitungsrelation aus (4.17)

00 _ p—p 2

%= G o Lo (4.22)

Diese Gleichung lasst sich nun nach j auflésen und gegen p auftragen. Der analytische
Ausdruck fiir das renormierte chemische Potenzial ji lautet

win

—33Gy7s + 33 (QG%/ML + \/377\/@%/(7?2 + 27GVM2))
p) = : : (4.23)

6Gy (9G 1+ V3G (72 + 27Gy a2) )

Abbildung 4.9 zeigt den Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den analytischen
Ergebnissen. Es ist zu erkennen, dass die numerischen Ergebnisse mit den Analytischen
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Abbildung 4.9: Renormiertes Potenzial : gegen chemisches Potenzial 1 aus der numeri-
schen Rechnung in schwarz und aus der analytischen Rechnung in rot fir
verschiedene Werte der Kopplungskonstante Gy .

nach dem Phasensprung iibereinstimmen. Dies liegt daran, dass M = 0 fiir den chiralen
Limes eine exakte Losung ist. Vor dem Phasensprung haben die numerischen Ergebnisse
grollere Werte als die Analytischen. Die analytische Kurve ist fiir alle Félle streng monoton
steigend.
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Im néchsten Schritt lasst sich das gefundene /i(x) in das effektive Potenzial einsetzten,

um so das grolSkanonische Potenzial zu erhalten. Durch die Ableitungsrelation n = —g—ﬁ
ergibt sich die Teilchendichte
1/3
L, x2/3 (QG%/,LL v \/5\/(;@ (n2 + 27Gvu2))
4/3
i (4.24)

2 3 2 2 1/3
(27Gvu +3v3,/GY (72 +27Gyp ))

Diese kann nun in Abhingigkeit von y dargestellt und mit den numerischen Resultaten
verglichen werden. Das Ergebnis ist in Abbildung 4.10 zu sehen. Auch hier stimmen die
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(a) Fur Gy = 0.5Gg. (b) Fir Gy = Gss. (c) Fir Gy = 1.5G5s.

Abbildung 4.10: Teilchendichte n gegen chemisches Potenzial 4 fiir die analytische Rech-
nung in Rot und fiir die numerische Rechnung in Schwarz fiir verschiede-
ne Werte der Kopplungskonstante Gy .

numerischen Resultate nach dem Phaseniibergang mit den analytischen Werten iiberein.

Im letzten Schritt wird die Schallgeschwindigkeit untersucht. Dazu wird erneut Gleichung
3.20 verwendet. Da die Teilchendichte n bereits bekannt ist, muss diese hier nur eingesetzt
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und nach p abgeleitet werden. Fiir das Quadrat der Schallgeschwindigkeit ergibt sich

2/3

9G3 72/3 1 + 31/6\/G%/(7r2 +27Gy12) (9G2Vu + \/5\/(;%(772 + 27va,2))
B 9G3 w23

1/3
G2 (27G2Vu n 3\/§\/G§”,(7r2 + 27GW2))
a 9G3 w23
1/3
(Tr4/3 +3u (27G%/u + 3\/5\/G?¢.(7r2 + 27GW2)) >
9G3 23

3 (p)

(4.25)

Der Vergleich mit den numerischen Resultaten findet sich in Abbildung 4.11. Da nun ein
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(a) Fir Gy = 0.5Gg. (b) Fir Gy = Gs. (c) Fir Gy = 1.5Gs.

Abbildung 4.11: Quadrat der Schallgeschwindigkeit c? aus der numerischen Berechnung
in Schwarz und aus der analytischen Berechnung in Rot fiir verschiedene
Werte der Kopplungskonstante Gy, .

analytischer Ausdruck fiir das Quadrat der Schallgeschwindigkeit gegeben ist, lasst sich
dieses im Grenzwert fiir grof’e ;- untersuchen. Dies ist in Abbildung 4.12 zu sehen. Dabei
wurde die Teilchendichte e {iber eine logarithmische Skala aufgetragen. Die Schallge-
schwindigkeit ¢ strebt, unabhéngig vom Wert der Kopplungskonstante, asymptotisch
gegen eins. Somit ist klar, dass eine zusatzliche 4-Punkt-Vektorwechselwirkung die Kausa-
litat der Theorie nicht verletzt. Jedoch erhoht sie die Schallgeschwindigkeit von ¢, = %
in der Theorie ohne jegliche Vektorwechselwirkung auf ¢ = 1. Nun stellt sich die Frage
wie eine Vektorwechselwirkung hoherer Ordnung die Schallgeschwindigkeit beeinflusst.
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Abbildung 4.12: Asymptotisches Verhalten des Quadrats der Schallgeschwindigkeit c2
aus der analytischen Berechnung fiir verschiedenen Werten der Kopp-
lungskonstante Gy .
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5 Das NJL-Modell mit einer
8-Punkt-Vektorwechselwirkung

Ahnlich wie die 4-Punkt Vektorwechselwirkung, stellt auch die 8-Punkt Vektorwechsel-
wirkung eine repulsive Kraft dar, die somit von grol3er Bedeutung bei der Stabilitat und
der Existenz von Neutronensternen ist. Es stellt sich die Frage, ob die zusétzliche 8-Punkt-
Vektorwechselwirkung auch zu einer kausalen Theorie fiihrt.

5.1 Grundlagen

Ein weiterer Vektorwechselwirkungsterm wird der Lagrangedichte hinzugefiigt. Die er-
weiterte Lagrangedichte lautet

& =Lp+Gg (V) + (ivsT)?] — Gy [(¥y*¥)?] — Gvs [(@’YM#)@V“W]Q- (5.1)

Der zusatzliche Wechselwirkungsterm stellt eine 8-Punkt-Vektorwechselwirkung dar, mit
der zugehorigen Kopplungskonsante Gyg. Diese wird insbesondere bei hohen Dichten
relevant. Die Mean-Field-Rechnung wird analog zu Kapitel 3 und 4 durchgefiihrt. Die
relevanten Kondensate bleiben unverdndert und entsprechen den Definitionen aus den
Gleichungen (4.2) und (4.3). Die Mean-Field-Lagrangedichte lautet

Lar = L + Gg 2000 — 0°] — Gy [2nbyoy — n?] — Gys [4nPyow —n'] . (5.2)

Diese Lagrangedichte wird nun umgeformt, sodass sie die Definition einer Konstituen-
tenmasse M und eines renormierte chemischen Potenzial i erlaubt. Zudem wird der

37



Ubergang in ein Medium mit chemischen Potenzial ;. durchgefiihrt

L + ' = d(—(m — 2Gg0) + i)Y + T (=2Gyn — 4Gygn® + )1
=:M :T/1

— Ggo? + Gyn® + 3Gysn™. (5.3)
Diese Definition fiihrt zu den Gap-Gleichungen
M =m —2Ggo, (5.4)

i = —2Gyn — 4Gygn® + L. (5.5)

Das effektive Potenzial ergibt sich in Analogie zu Kapitel 3 und 4 zu

(M —m)*

QT M, 1) = 1Gs

— Gyn? — 3Gvsn* + Qur, (5.6)
wobei ), in Gleichung (3.8) gegeben ist. Diese Definition bleibt unveréndert, da die
Form der Lagrangedichte erhalten bleibt und sich lediglich die Definition des /i dndert.
Die zweite Gap-Gleichung (5.5) ist nicht mehr explizit nach dem Kondensat n auflosbar,
was die Minimierung des Potenzials erschwert. Analog zu Kapitel 4 ist zur Minimierung
des Potenzials ein Ausdruck fiir die Ableitung ‘3—9 notig. Diese Ableitung ist kompliziert,
da die p-Abhéngigkeit der Teilchendichte n beacﬁtet werden muss. Durch die Kettenregel
ergibt sich

o 002 6Q0n

on  on onop

Im folgenden wird die 4-Punkt-Vektorwechselwirkung durch Gy = 0 ausgeschaltet und le-
diglich der Einfluss der 8-Punkt-Vektorwechselwirkung untersucht. Das effektive Potenzial
lautet nun

(5.7)

(M —m)*

QT ju; M, i) = — 3Gygn* + Q. (5.8)
4G

Fiir die Funktion ), gilt weiterhin der Ausdruck aus (3.8). Die Gap-Gleichungen lauten

nun M
M=m-—2Ggo0 =0 =— 2C_¥5m’ (5.9

N
il = —4Gygn® + = n = (“‘“) . (5.10)
4Gys
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Durch das Fehlen der 4-Punkt-Wechselwirkung lassen sich nun beide Gap-Gleichungen
nach den Kondensaten auflosen. Einsetzten in das effektive Potenzial liefert

w—=p\3
— Qus. 511
3Gvs <4GV8> + Qu ( )

(M —m)®
4Gy

T, p; M, 1) =

Die thermodynamische Konsistenz wird erneut durch die Ableitungen o = d,,Q und n =
—d, () gewahrleistet, welche sich aus Gleichung (4.12) und (4.13) ergeben, wobei erneut

die Bedingungen 0,2 < 0und 002 £ 0 erfiillt werden miissen. Diese Ableitungen lassen
sich nun explizit angeben, wobei die erste Ableitung aus Gleichung (4.14) ibernommen
werden kann. Fiir die zweite Ableitung ergibt sich

1
o 6 [ 9 _ B ~ p—ia\? o
on ), dp p~{ny(T’ ) np(T,u)}+<4GV8> = 0. (5.12)

Der Vergleich dieses Ausdrucks mit der Gap-Gleichung aus (5.10) liefert einen Integral-
ausdruck fiir das Kondensat n

6 o
n=o /0 dp p? {np(T, i) — (T, i)} (5.13)

Dieser Ausdruck ist tatsdchlich identisch mit dem Ausdruch fiir n aus Gleichung (4.17).
Auch fiir das Kondensat o ergibt sich der gleiche Ausdruck, wie in Gleichung (4.16), da
sich weder die Gap-Gleichung (5.10), noch die Ableitung §,,$2 £ 0 &ndert.

Durch das Lésen der Gap-Gleichungen und Einsetzten dieser Losungen in das effektive
Potenzial ergibt sich das grolfkanonische Potenzial. Aus diesem lassen sich mit Hilfe der
Gleichungen (3.14) bis (3.16) der Druck p, die Entropiedichte s und die Energiedichte ¢
berechnen.

5.2 Die Minimierung des Potenzials

Der Einfluss der 8-Punkt-Vektorwechselwirkung soll im chiralen Limes (m = 0) genauer
untersucht werden.

Die folgenden Ergebnisse wurden fiir verschiedene Werte der Kopplungskonstante Gvg
realisiert.

Um zu verstehen in welcher GroBenordnung die Kopplungskonstante Gyg liegt, wird eine
Dimensionanalyse durchgefiihrt. Das effektive Potenzial hat die Dimension [Energie®]
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in natiirlichen Einheiten und ist proportional zu Gyg(y¥y*¢)*, wobei jedes Quark die

Dimension [Energie%] hat. Insgesamt ergibt das eine Dimension von [Energie!?] fiir den
Ausdruck ()y*1)%. Um nun die Dimension des Potenzials zu erhalten, muss die Kopplungs-
konstante eine Dimension von [Energie ®] haben. Um die Kopplungskonstante Gyg wieder
in Einheiten der skalaren Kopplungskonstante GGg anzugeben, muss Gyg proportional zu
G% sein, da G5 eine Dimension von [Energie 2] hat. Fiir die skalare Kopplungskonstante
G und den Cut-Off Parameter A gelten die bekannten Werte.

Abbildung 5.1 zeigt die Konstituentenmasse M gegen das chemische Potenzial y. Fiir alle

F Y ——— — a0 — 400
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3 3 3
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= = =
100 100 100
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0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
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(@FirGy =0,m =0und (b)FirGy = 0,m = 0und (c) Fir Gy = 0, m = 0 und
Gvs = 0.5G%. Gys = G. Gve = 1.5G.

Abbildung 5.1: Konstituentenmasse M gegen chemisches Potenzial i bei Gy = 0 und
verschiedenen Werten der Kopplungskonstante Gysg.

drei Flle ist ein abrupter Abfall der Konstituentenmasse M zu erkennen. Aufgrund dessen
handelt es sich hierbei um einen Phaseniibergang erster Ordnung. In allen drei Féllen gibt
es einen Phaseniibergang von der chiral gebrochenen Phase bei kleinen Werten von x in
die restaurierte Phase bei grofsen Werten von p.

Nun lasst sich die Losung der Gap-Gleichung fiir i1 gegen pu auftragen. Abbildung 5.2
zeigt das renormierte chemische Potenzial /i gegen das chemische Potenzial . Fiir alle
drei Abbildungen ist der zunéchst typische lineare Verlauf fiir kleine Werte von u zu
erkennen. Beim Phaseniibergang féllt das renormierte chemische Potenzial abrupt ab und
steigt nach dem Phaseniibergang stetig an. Wie in Kapitel 4 ist diese Reduktion durch die
Teilchendichte n zu erkldren. Der Einfluss der Teilchendichte n wird bei wachsendem
chemischen Potenzial grof3er und ist vor dem Phaseniibergang Null.

Durch Einsetzten der Losungen der Gap-Gleichung in das effektive Potenzial ergibt sich
das groBkanonische Potenzial. Zudem lasst sich aus dem grofskanonischen Potenzial durch
(3.14) direkt der Druck berechnen. Abbildung 5.3 zeigt das groffkanonische Potenzial
Qck gegen p und Abbildung 5.4 zeigt den Druck p gegen p. Die Abbildungen aus 5.3
weisen fiir alle drei Fille einen sehr dhnlichen Verlauf auf. Das groRkanonische Potenzial
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Abbildung 5.2: Renormiertes Potenzial ;i gegen chemisches Potenzial n bei Gy = 0 und
verschiedenen Werten der Kopplungskonstante Gysg.
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Abbildung 5.3: GrolRkanonisches Potenzial Q¢¢ gegen chemisches Potenzial i bei Gy =
0 und verschiedenen Werten der Kopplungskonstante Gysg.
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ist in der chiral gebrochenen Phase null. Nach dem Phaseniibergang fangt es an zu fallen.
Abbildung 5.4 zeigt das gleiche Ergebnis, nur dass der Druck nach dem Phasentibergang
steigt. Der Unterschied in den drei Féllen liegt jeweils in der Steigung der Kurven. Fiir
den Gys = 0.5G% Fall fallt das Potenzial am schnellsten ab beziehungsweise steigt der
Druck am schnellsten an. Mit wachsender Kopplungskonstante Gyg steigt somit der Druck
immer langsamer an.

In Gleichung (5.13) ist die Teilchendichte n gegeben. Durch Einsetzen der Losungen der
Gap-Gleichung in diese Formel, kann die Teilchendichte grafisch gegen i aufgetragen
werden. Dies ist zu sehen in Abbildung 5.5. Die Teilchendichte n ist vor dem Phaseniiber-
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Gyg = 0.5G%. Gyg = G%. Gyg = 1.5G§.

Abbildung 5.5: Teilchendichte ;- gegen chemisches Potenzial ;i bei Gy = 0 und ver-
schiedenen Werten der Kopplungskonstante Gysg.

gang null und nimmt beim Phaseniibergang einen endlichen Wert an. Mit wachsendem
chemischen Potenzial y steigt auch die Teilchendichte weiter.

Abbildung 5.6 zeigt die Entropiedichte, welche durch Gleichung (3.15) berechnet wird.
Auch die Entropiedichte ist vor dem Phaseniibergang null. Beim Phaseniibergang nimmt
die Entropiedichte durch die endliche Teilchendichte einen endlichen Wert an, welcher
bei wachsendem p anwachst.

Die Zustandsgleichung p(e¢) ergibt sich durch die Berechnung der Energiedichte e aus(3.16).
Der Druck wird in Abbildung 5.7 gegen die Energiedichte dargestellt. Der Druck weist
einen sehr dhnlichen Verlauf zu Abbildung 5.4 auf. Die Kurven wurden auch hier durch
Interpolation erstellt.

Im letzten Schritt 1asst sich das Quadrat der Schallgeschwindigkeit berechnen. Dieses ist
gegeben durch die Ableitung des Drucks p nach der Energiedichte e. Durch die Interpolation
lasst sich die interpolierte p(e) Funktion nach e ableiten. Die Ergebnisse sind in Abbildung
5.8 zu sehen. Das Quadrat der Schallgeschwindigkeit ist vor dem Phaseniibergang null und
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nimmt bei einem diskontinuierlichen Sprung am Phaseniibergang einen endlichen Wert
an. Von dort an steigt das Quadrat der Schallgeschwindigkeit kontinuierlich an. In den
Abbildungen nimmt die Schallgeschwindigkeit fiir jeden Wert der Kopplungskonstante
Gvg bereits einen Wert hoher Eins an. Somit kann festgehalten werden, dass die 8-Punkt
Vektorwechselwirkung die Kausalitét verletzt.

5.3 Analytische Berechnungen bei M/ =0

Der Grenzwert 7' — 0 und M — 0 mit m = 0 wird betrachtet. An Gleichung (5.6) ist
zu erkennen, dass lediglich die Funktion 25, von der Temperatur 7 abhédngt. Die Wahl
G'v = 0 wird hier beibehalten, wodurch der zweite Summand verschwindet. Zudem ist
das Kondensat n unabhéngig von M und m. Somit bleibt der dritte Summand unveréndert.
Der erste Summand verschwindet aufgrund der verschwindenden Massen. Da sich die
Funktion ), aus Kapitel 4 lediglich in der Definition von dem /i unterscheidet, lassen
sich die Ergebnisse aus Kapitel 4 hier iibernehmen. Das effektive Potenzial lautet somit im
Grenzwert

- 6 (At

wobei die Teilchendichte n durch Gleichung (5.10) gegeben ist.
Zur Minimierung des Potenzials wird die Bedingung 6,2 £ 0 berechnet

1
00 (n—-p\* 2@
—_— = — :0. 5.15
Op (4Gvg> 2 (5.13)

Hierbei wurde bereits der explizite Ausdruck fiir die Teilchendichte n aus (5.10) eingesetzt.
Diese Gleichung lasst sich nun nach p auflésen und ergibt somit einen analytischen
Ausdruck fiir p(f1)

(5.16)

32Gvs o .
i+ .

Um diese Gleichung nun nach dem gesuchten renormierten Potenzial & aufzulosen, werden
die Lambertschen W-Funktionen W (z) gebraucht. Dadurch lésst sich ein analytischer
Ausdruck fiir i aufschreiben, dieser wird hier jedoch nicht angegeben.

Nun ist es moglich das /i grafisch gegen i darzustellen. Die Ergebnisse sind in Abbildung
5.9 zu sehen. Nach dem Phaseniibergang stimmen die numerischen Ergebnisse mit den
analytischen Ergebnissen {iberein. Die analytische Kurve ist streng monoton steigend.
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Da nun der analytische Ausdruck fiir das grolfkanonische Potenzial bekannt ist, 1dsst
sich durch die Ableitung (4.13) die Teilchendichte berechnen. Abbildung 5.10 zeigt den
Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den analytischen Ergebnissen. Der Vergleich
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Abbildung 5.10: Teilchendichte - gegen chemisches Potenzial 1 aus der numerischen
Berechnung in Schwarz und aus der analytischen Berechnung in Rot bei
Gy = 0, m = 0 und verschiedenen Werten der Kopplungskonstante Gysg.

zeigt, dass die numerischen Ergebnisse mit den Analytischen nach dem Phasentibergang
iibereinstimmen.

Zuletzt wird mit Hilfe der Formel (3.20) das Quadrat der Schallgeschwindigkeit ¢2 analy-
tisch aus der Teilchendichte n berechnet. Die Ergebnisse werden mit den numerischen
Ergebnissen verglichen und sind in Abbildung 5.11 zu sehen. Der analytische Ausdruck
wird im folgenden fiir sehr grofse Werte des chemischen Potenzials ; und somit sehr
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grof3e Teilchendichten - betrachtet, um so das asymptotische Verhalten des Quadrates
der Schallgeschwmdlgkelt zu betrachten. Aus dem Grund wird die x-Achse logarithmisch
skaliert. Die Resultate sind in Abbildung 5.12 zu sehen. Es wird deutlich, dass die Schallge-
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Abbildung 5.12: Quadrat der Schallgeschwindigkeit ¢Z gegen die Teilchendichte - aus
der analytischen Berechnung fiir sehr hohe Werte des Chemlschen Po-
tenzial . bei Gy = 0, m = 0 und verschiedenen Werten der Kopplungs-
konstante Gysg.

schwindigkeit unabhangig vom Wert der Kopplungskonstante gegen eine feste Konstante
strebt. Fiir die 8-Punkt-Vektorwechselwirkung ist diese Konstante drei. Somit ist klar, dass
eine repulsive 8-Punkt Vektorwechselwirkung die Kausalitdt der Theorie verletzt.
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6 Das NJL-Modell mit einer
4N-Punkt-Vektorwechselwirkung

Es wurde nachgewiesen, dass eine 4-Punkt Vektorwechselwirkung die Kausalitat der Theo-
rie bewahrt, wohingegen dies bei der 8-Punkt Vektorwechselwirkung nicht mehr zutrifft.
Nun stellt sich die Frage, ob durch die Erhéhung der Ordnung der Vektorwechselwirkung
die Kausalitat wieder gewihrleistet werden kann. Um dies zu beantworten, wird eine
allgemeine 4 N -Punkt-Vektorwechselwirkung betrachtet, die zusatzlich zur skalaren und
pseudoskalaren Wechselwirkung in die Lagrangedichte eingefiihrt wird. Die allgemeine
Lagrangedichte hat die folgende Form

& = Lp+Gs [0V + (B’ F0)?] - Guax [(@7"9) % |, neN. (6.1

Da eine skalare-und eine Vektorwechselwirkung betrachtet wird, sind die bekannten
Kondensate aus den Gleichungen (4.3) und (4.2) ausreichend. Die Rechenschritte fiir die
skalare und pseudoskalare Wechselwirkung sind identisch zu Kapitel 4 und werden hier
nicht wiederholt.

Die Lagrangedichte lautet somit

£ = (i) —m) ¥+ Gs 2000 — 0%] — Gyan [n+ ("0 —n)]*" . (6.2)
Dabei ist die Lagrangedichte fiir das Kondensat o bereits in der Mean-Field Niherung
angegeben. Zur genaueren Berechnung der allgemeinen 4 N-Punkt Vektorwechselwirkung
wird der Term [n + (7% — n)] N mit Hilfe der Binomialformel berechnet, sodass der
Ausdruck /7% lediglich in linearer Form auftritt. Die Anwendung der Binomialformel

47



auf diesen Ausdruck fithrt zu

2N
I+ (7% — )2 = <2N) 2N (0 — )

2\ k
= zzi k!(g\szl i)
=n*t (Qﬁj\_f)!l);”wl (¥7°% — n)
+ QEN: mn”‘k ($7°% —n)". (6.3)
s

Es werden lediglich die ersten zwei Summanden der Summe betrachtet, wahrend alle
hoheren Ordnungen vernachlassigt werden. Zudem wird die Fakultat (2/V)! umgeschrieben
zu 2N (2N — 1)!

)] 2N ~ nQN +

[n+ @7°% —n (2N)! !n2N—1 (9% — n)

(2N —1)
— 2N 4 oNp2N-1 (7_#701# _ n)
=2Nn2N =10 — (2N — 1)n*Y (6.4)

In diesem Ausdruck tritt ¢»y"1 lediglich in linearer Form auf. Aus der 4-Punkt-und 8-Punkt-
Vektorwechselwirkung sind folgende Ausdriicke bekannt

[n+ (979 —n)]* = 20y % — n?, (6.5)

[n + (% — n)} - 4n3~yO9y — 3n?, (6.6)
Diese werden durch die allgemeine Formel aus Gleichung (6.4) reproduziert, indem fiir

die 4-Punkt Wechselwirkung N = 1 und fiir die 8-Punkt Wechselwirkung N = 2 gesetzt
wird.

Dieser allgemeine Ausdruck ldsst sich nun in die Lagrangedichte einsetzten und wieder
so umformen, dass die Definition einer Konstituentenmasse M und eines renormierten
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chemischen Potenzials ji moglich ist. Das ergibt die Mean-Field Lagrangedichte

Sr = (i — (m — 2G50))0 + T (1 = 2Gyan No*N )y — Ggo? + (2N — 1) Gyann™".

=:M =
(6.7)
Die verallgemeinerten Gap-Gleichungen lauten
M —
M=m—-2Gg0 =0 =— QGSm’ (6.8)
1 i\ V=T
P —_ 9N 2N—-1 — - = [ - ) ]
= Gyann =N <2N Guan (6.9)

Beide Gap-Gleichungen lassen sich explizit nach den Kondensaten auflésen. Das effektive
Potenzial kann somit wie folgt aufgeschrieben werden

(M —m)*

T, p; M, 1) = 1Gs

U (e A (6.10)
- V4N( - )<2]VGV4N) + M( aM)? .
wobei ), aus Gleichung 3.8 und das renormierten chemischen Potenzial i aus Gleichung
(6.9) bekannt sind.

Ziel dieser Untersuchung ist es, das asymptotische Verhalten der Schallgeschwindigkeit
zu analysieren. Dazu wird das Potenzial in dem bereits bekannten Grenzwert 7' — 0 und
M — 0 betrachtet. Des weiteren wird die nackte Quarkmasse m ebenso zu Null gewahlt.

2N
L 1 p—p\2n—1 6 /A4 /]4
Q(p; r) = —Gvan(2N — 1) (ZN GV4N> 2 ( YRR (6.11)

Fiir die Minimierung des Potenzials ist erneut lediglich die Bedingung % = 0 erforder-
lich, da die erste Gap-Gleichung durch das Verschwinden der Konstituentenmasse M
trivialerweise erfiillt ist. Die partielle Ableitung des Potenzials nach fi ergibt

1
oQ 1 p—p\2d—1 203
== - 12
8[L <2N GV4N> 2 (6 )

Diese Gleichung soll nun Null werden

(2N Gyan)2N 1 ( — )it = 2 (6.13)
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Um weitere analytische Berechnungen durchfiihren zu konnen, wird die Annahme von
asymptotisch hohen /i und p ausgenutzt. Fiir solch hohe chemische und renormierte
Potenziale ist lediglich die hochste Potenz von /i beziehungsweise y interessant. Auf der
rechten Seite der Gleichung ist die hochste Potenz von f drei. Auf der linken Seite ist die
hochste Potenz ﬁ, was fiir einen beliebigen Wert von N € N kleiner als drei ist. Somit
ist die hochste Potenz von i in der gesamten Gleichung drei. Fiir sehr hohe Werte von
it konnen alle kleineren Potenzen von i vernachldssigt werden. Dadurch ergibt sich der
Ausdruck

(2N Gyan )2V 1t = 21 (6.14)

Dieser Ausdruck lasst sich problemlos nach i auflésen

1

fi = ApsanT, (6.15)

wobei die Vorfaktoren in der Konstante A zusammengefasst wurden. Das somit gefundene
ii(p) kann in das effektive Potenzial eingesetzt werden, was das gro3kanonische Potenzial
ergibt

1 p— Auisn=s T Api=T
Qck = —Gvan(2N — 1) <2NGV4N> ) (4 * 12) - (619

Hier ergeben sich nun unterschiedliche Potenzen des chemischen Potenzials . Durch
Finden der grof3ten Potenz konnen alle kleineren Potenzen fiir den Grenzfall groRer u

vernachlassigt werden. In der héchsten Potenz geht x4 mit dem Exponenten y = 2]2& i
Somit ergibt sich fiir das gro3kanonische Potenzial
2N
Qgk = —Bp™-1 = —BuX, (6.17)

wobei durch B erneut die Vorfaktoren zusammengefasst werden. Zur Berechnung der
Schallgeschwindigkeit wird Gleichung (3.20) genutzt. Dazu muss die Teilchendichte n
berechnet werden

006k

= =
Nun kann die partielle Ableitung der Teilchendichte n nach dem chemischen Potenzial
berechnet werden

BypX~ L. (6.18)

on
~—— = By(x — 1)uX"2. 1
an x(x — 1p (6.19)
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Einsetzen der Teilchendichte und der Ableitung in (3.20) ergibt

ByuX1 1 1 1
2= 2X - - —9N 1. (6.20)

S _ -2 _ 2N
I Bx(x — 1)px x—1 -1

Dieses Ergebnis fiir das Quadrat der Schallgeschwindigkeit reproduziert die zuvor be-
rechneten Ergebnisse. Fiir eine 4-Punkt-Vektorwechselwirkung strebt die Schallgeschwin-
digkeit fiir grol3e Werte fiir u gegen 1, zu sehen in Abbildung 4.12. Fiir eine 8-Punkt-
Vektorwechselwirkung strebt die Schallgeschwindigkeit gegen 3, zu sehen in Abbildung
5.12. Des Weiteren lassen sich durch diese allgemeine Formel Vorhersagen zu weiteren Vek-
torwechselwirkungen machen. Die Schallgeschwindigkeit wéachst linear mit der Ordnung
der Vektorwechselwirkung an. Somit ist fiir h6here Ordnungen der Vektorwechselwirkung
keine kausale Theorie zu erwarten. Lediglich die 4-Punkt Vektorwechselwirkung kann die
Kausalitdt gewéahrleisten. Dies ist das zentrale Ergebnis dieser Arbeit.
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7 Fazit und Ausblick

Zum Abschluss werden die zentralen Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst. Das Ziel
dieser Arbeit bestand darin, den Einfluss unterschiedlicher Vektorwechselwirkungen auf
die Schallgeschwindigkeit zu untersuchen und einen allgemeinen Ausdruck des Quadrates
der Schallgeschwindigkeit herzuleiten.

Zu Beginn wurde die NJL-Lagrangedichte mit einem skalaren und einem pseudoskalaren
Wechselwirkungsterm betrachtet. Durch die Mean-Field Rechnung konnte die Lagran-
gedichte liniearisiert werden, was zu der Gap-Gleichung 3.5 fiihrte. Die Mean-Field
Lagrangedichte erlaubte die Formulierung des effektiven Potenzials. Die Untersuchung
dieses Potenzials ergab einen Phaseniibergang erster Ordnung von der chiral gebrochenen
Phase in die restaurierte Phase. Zudem konnte gezeigt werden, dass eine nackte Quark-
masse von m = 5.6 MeV keinen Einfluss auf die Ordnung des Phaseniibergangs, sondern
lediglich auf die Symmetrie des effektiven Potenzials, nimmt. Insbesondere wurde in dem
Kapitel gezeigt, dass die Schallgeschwindigkeit den erwarteten Wert ¢, = %, welcher

von der QCD gefordert wird, erreicht. Dies ist zu sehen in Abbildung 3.8.

Im néchsten Abschnitt wurde der Lagrangedichte eine zusatzliche 4-Punkt Vektorwechsel-
wirkung hinzugefiigt. Nach Durchfithrung der Mean-Field Rechnung ergab sich auch hier
das effektive Potenzial. Es wurde gezeigt, dass die Ordnung des Phaseniibergangs vom
Wert der Kopplungskonstante GGy, abhingt. Durch steigende Werte von Gy wurde aus
dem Phaseniibergang erster Ordnung ein Phaseniibergang zweiter Ordnung. Die numeri-
schen Ergebnisse konnten im Abschnitt 4.4 mit den analytischen Ergebnissen verglichen
werden. Von besonderer Bedeutung ist der analytische Ausdruck fiir das Quadrat der
Schallgeschwindigkeit aus 4.25. Fiir sehr hohe Werte des chemischen Potenzials strebt
dieser Ausdruck gegen eins, gezeigt in Abbildung 4.12. Somit gewéihrleistet die 4-Punkt
Vektorwechselwirkung die Kausalitédt der Theorie.

Als eine weitere Vektorwechselwirkung wurde die 8-Punkt Vektorwechselwirkung gewéhlt
und der Lagrangedichte hinzugefiigt. Die Mean-Field Rechnung lieferte erneut das effektive
Potenzial. Durch eine Dimensionsanalyse konnten passende Werte der Kopplungskonstante
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Gvg gewdhlt werden. Es wurden wichtige thermodynamische Grof3en untersucht, bis hin
zur Schallgeschwindigkeit ¢2. Der genaue asymptotische Wert der Schallgeschwindigkeit
erschloss sich erst durch die analytischen Berechnungen im Grenzwert 7' — 0 und M — 0.
Abbildung 5.12 zeigt, dass das Quadrat der Schallgeschwindigkeit gegen drei strebt, und
somit die Kausalitit der Theorie verletzt.

Im letzten Abschnitt wird eine allgemeine 4N-Punkt Vektorwechselwirkung betrachtet.
Die Form der Lagrangedichte ist in Gleichung 6.1 zu sehen. Durch die Binomialformel
lief3 sich ein allgemeiner Ausdruck fiir die 4N-Punkt Vektorwechselwirkung in der Mean-
Field Rechnung formulieren. Die Mean-Field Lagrangedichte ist in Gleichung 6.2 gegeben.
Durch diese ergibt sich das effektive Potenzial analog zu Kapitel 4. Da lediglich das
asymptotische Verhalten der Schallgeschwindigkeit untersucht werden soll, werden nur
die hochsten Potenzen von g und /i betrachtet. Der finale Ausdruck fiir das Quadrat der
Schallgeschwindigkeit ist in Gleichung 6.20 zu sehen. Die Schallgeschwindigkeit steigt
mit wachsender Ordnung der Vektorwechselwirkung linear an. Somit ist nur durch eine
4-Punkt Vektorwechselwirkung eine kausale Theorie zu erwarten.

In dieser Arbeit wurde der Einfluss verschiedener Vektorwechselwirkungen auf ein Sys-
tem im chiralen Limes (m = 0) untersucht. Zuniinftige Arbeiten konnten sich mit einer
endlichen nackten Quarkmasse m beschéftigen und den Einfluss dieser auf das System
priifen. Zudem wurden in den Abschnitten 3.4, 4.4 und 5.3 eine explizite analytische
Untersuchung durchgefiihrt, wohingegen in der analytischen Berechnung aus Kapitel 6
lediglich die hochsten Potenzen miteinbezogen wurden. Somit sollten die analytischen
Ausdriicke aus den zwei Methoden fiir asymptotisch hohe Dichten identisch sein. In
kiinftigen Untersuchungen lassen sich die beiden analytischen Ausdriicke miteinander
vergleichen.

Ein interessanter Ansatz fiir zukiinftige Forschungen wire die Betrachtung verschiedener
Vektorwechselwirkungen in Kombination. Insbesondere stellt sich die Frage, inwiefern
die Kombination unterschiedlicher Vektorwechselwirkungen das Quadrat der Schallge-
schwindigkeit beeinflusst und ob dies moglicherweise zu einer kausalen Theorie fithren
konnte.
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