Theoretische Physik I: TECHNISCHE
Vorlesung 15: Hamilton’sche Mechanik DARMSTADT

Hamilton’sche Mechanik ist eine andere Formulierung der klassischen Mechanik

» Wahrend die Lagrangefunktion L(q, §) eine Funktion von Koordinaten g; und
deren Geschwindigkeiten § ist, ist die Hamilton-Funktion H(q, p) eine
Funktion von Koordinaten g; und deren kanonischen Impulse p;.

» Man kann H von L und L von H ableiten, und zwar lber ein Verfahren, das
Legendre-Transformation genannt wird.

» Aus der Hamilton-Funktion kann man die Hamilton-Gleichungen ableiten, die
die Zeitentwicklung, ¢ und p, bestimmen.

Der Hamilton-Formalismus ist ungeféhr so kompliziert wie der Lagrange-Formalismus.
Warum denn 2 Formalismen?

» Der Hamilton-Formalismus gibt ein besseres physikalisches Bild: Phasenraum.
» Der Hamilton-Formalismus wird in der Quantenmechanik benutzt.

Wir brauchen 3 Vorlesungen, um die Hamilton’sche Mechanik vollstandig zu erforschen.



2: Wer hat recht?
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Bevor wir den Hamilton-Formalismus einfihren, missen wir zuerst Uber partielle
Ableitungen, Abhangigkeit, und was konstant bleibt diskutieren.

Hier ist ein Rétsel.

2 Studierende betrachten das gleiche System: Zentralkraft

L(r, ) = g (P + r2?) — V()
Student/in A leitet die Euler-Lagrange Gleichungen ab:
L L
%% _ % N mi = mrg? — V'(r)
doL IL d 5.
—_—— = = 0
atop - op ot ()

Man kann mr2¢ = p,, nennen:

L

mr =
mr3

— V().  Das ist alles richtig. Gut!



3: Eine falsche Alternative
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Student/in B betrachtet die gleiche Lagrangefunktion:
L(r, ¢) = g (7 + r2g?) — V(n)
und leitet zuerst die p-Euler-Lagrange Funktion ab:

doL oL d, ..
&%—% @a(mrgﬁ)—o

Wir nennen p, = mr2. Das schreiben wir in unsere Lagrangefunktion um:

2
m
L= Er 2 + 25;0,’2 — V(f ) Das ist richtig aber geféhrlich!
Als néchstes berechnet Student/in B die r Euler-Lagrange Gleichung:
doL L d 2
EE = E = mi = E <2lrjfrz> — V/(I’) Stimmt, aber...
p2
mi = ——2-—V'(r) Falsch! Aber warum?



4: Alternative, richtig gemacht
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Wir fangen wieder an mit:

doL oL o ( P2
— == Fe— -V
at or  or - or <2mr2> ")

Obwohl p,, zeitunabhangig wird, dp,, /dt = 0, ist p, formell eine Funktion von ¢ und r:
— 2
P = mrep.

Wenn ich % schreibe — muss ich sagen, was sich nicht andert:
— Vv

9 2

mi= 2 Pe
or \ 2mr2 o
.Fp

P01 1 9,

“omorre " am2 arPe

16)
= —mr?p=2mry = oPe
ar r
1
p?a +4 Pe _ 4
2mr3 2mr? r
2
mi=+22 _ v/ die richtige Antwort!
= ' g !
mr

— Vv
@1

0
ber: —
aber ar Py

@,

mf=—-2



5: Was bleibt fest?
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Wenn ich eine Funktion mit mehreren Variablen habe, ist es wichtig, was fest
bleibt, wenn ich eine Ableitung rechne:

©S N ¥ © ® o Q@ ¥ © ® 9

A = = R A N T Betrachten Sie eine Funktion
e R R R F(r, ¢). Wenn wir OF /Or rechnen,
astb |0 L N L missen wir sagen:
oot 6 RN Bleibt ¢ fest? (Schwarzer Pfeil)
NI ) o Bleibt r¢ fest? (Blauer Pfeil)
¢=1.4 A A BN
B=12 N N IS S N : ;

e I ; ) S R Im Lfagrange. Formalllsmus'
¢=1.0 L\ S S - arbeiten wir immer mit (qg;, §;) als
$=08 | ", N L unabhangig:

. ey ~L -~
$=0.6 s S~ -
s_d4 Tl L oL _ oL
$=0.2 B0 s S S g 0a; Gt G
$=0.0 oL oL

r 04 9G; 9ot




1
6: Hamilton-Funktion
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In der Hamilton’sche Mechanik sind (g;, p;) die unabh&ngigen Variablen.
Betrachten Sie ein System: Koordinaten gq;, Lagrangefunktion L(g;, g;, t).
Die g;-Ableitungen der Lagrangefunktion sind die kanonischen Impulse

pi = pi(q;, G;)

0
pi = - Lq; g, t)
9q; 9.9t

Die p; sind (formelle) Funktionen von (g;, §;). Diese Beziehung ist invertierbar:
i = 9(qi, pi) -

Wir haben die Hamilton-Funktion schon gesehen:

H(qi, pi, 1) (ZQQ/) L(qi, §i, 1)

Weil H(q;, p;) eine formelle Funktion von (g, p) ist, sollte man §; = §;(q;, pi)
schreiben, und H als Funktion von (g;, p;) erneut schreiben.
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Ich kann alle Zeitabh&ngigkeiten direkt von H(q;, p;, t) ableiten!
das totale Differential der Hamilton-Funktion ist:

H(qi, pi H(qi, pi H(g:. pi
aH(gpinf) =) (8 (Z’;’,,’O” D, + 2 (glc,;-p“ lr)dq,-) . %dt
i ! i

=d [Z P9 — L(ar, 4 t)]

j
. , oL oL |, oL
= 2}: |:q/'dpj +pdg; — a77/61’<7/' - &-]jdqf} T

Der Begriff von p; ist p; = OL/0¢;. pjdg; und —(0L/0§;)dq; heben sich auf.
Und 0L/0q; = p; (Euler-Lagrange):

8H(q,-, pi, t) 6H 6H 6 (i, i, t

) . .



8: Hamilton’sche Gleichungen Il
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Totales Differential der Hamilton Funktion'

8H s Pis oL i\ .',t . ]
dH(Gi, Py, 1) = q’ A OH@.pi ) gy, Z dp,+ dq = _%mz oy
J

Die dp;, dg;, und dt Anderungen sind jeweils unabhangig.
Deshalb lerne ich:

OH(qi, pi 1) OL(gi, pi, 1)

ot ot
aH(gl'y pi: t) j (2)
'Oj Qi»Pisf
OH@.p 0| -
867/ Qisf:Pj '

Wenn L eine explizite Zeitabhangigkeit aufweist, hat H die umgekehrte
Zeitabhangigkeit.
Und GI.(2) und GI.(3) sind die Hamilton’schen Gleichungen
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9: Beispiel: Teilchen mit V/(r)
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Als einfaches Beispiel betrachten wir ein Teilchen im 3-dimensionalen Raum, mit
potenzieller Energie V(x, y, 2):

L(x,y,z,X,y,2) = g

()’(2 + )'/2 + 22) - V(x,y,2).

» Die kanonischen Impulse sind: py = % = mx, p, = my, p, = mz (oder g = mv)

> Deshalb sind: x = px/m, y = p,/m, Z = p,/m (oder V = p/m)
» die Hamilton-Funktion ist

H(X, Y, 2, Px, Py, Pz) = PxX + Py Y + P22 —

2 2 2 2 2 2
P P P P Py P
ps + Py + P
=+

P 4 V(.. 2)
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10: Beispiel Il
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Von der letzten Folie:
» die Hamilton-Funktion ist

5 + 3 + P2
H(X,¥,2,px Py, Pe) = =52 + V(x, 5, 2)
m
» Die Hamilton’sche Gleichungen sind:
H

gpx =X = p—r; = X (schon gewusst)
oH . oV ,
o =Py = B = —py (Newton II)

Die Hamilton’sche Gleichungen sind ein Begriff fiir p und die erwartete
Bewegungsgleichungen (Newton I).



11: Zentralkraft |
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Nicht-triviales Beispiel: Zentralkraft in Kugelkoordinaten

L(r,0, 0, 7,0,5) = g (7 + 202 + 2 sin?(60) ¢?) — V()

Kanonische Impulse wie vorher rechnen:
pr=mi, pg=mrfd, p,=mr?sin’(f) .
Hamilton-Funktion:

H

pri + pald + pop — g (P + 207 + P sin?(0) ¢%) + V(r)

P, P PG
2m " 2mr2 " 2mr2sin?(9)

+ V(r)

Die Koeffizienten m/2, mr? /2, mr? sin?()/2 sind jetzt 1/2m, 1/2mr?,
1/2mr? sin(6).
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12: Zentralkraft i

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
~ DARMSTADT

N P
H=om* ome™* 2mr2 sin?(6) Vi)
Bewegungsgleichungen (Hamilton’sche Gleichungen)
OH _ pr . O0H P Pe :
= — = — = ——— = —F _— V
op, m A P - sin?(f) "
j_OH _ P by - _OH __ PoooslO)
T Opy  mr? T 00 T mrzsind(9)
. OH , OH
(p = pr ) = ——— = O

" Op,  mresin?(6)

Die Gleichungen fiir 7,6, > kennen wir schon — sie sind die Ausdriicke, die wir fiir
pr, Py, P, gefunden haben.

Aber wenn man direkt mit H(q, p) anfangt, missen wir die ableiten.

Die anderen 3 Gleichungen sind identisch zu den Euler-Lagrange Gleichungen,
wenn wir die linken Gleichungen benutzen, um die p; als Funktionen von g;
umzuschreiben.
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13: Und wenn ich mit H anfange?
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Jemand gibt mir eine Hamilton-Funktion H(q;, p;)-
Ich kann direkt die Hamilton’sche Gleichungen rechnen.
Aber kdnnen wir L(qg;, §;) auch finden? Yes We Can!

> Die generalisierten Geschwindigkeiten durch §; = 9H/0p; rechnen
» Davon p;(q;, g;) rechnen
» Die Lagrangefunktion durch Legendre-Transformation finden

q!qi ijqj q”p” )

wobei ich die p; (explizit und in H) in §; umschreiben muss.
Die Legendre-Transformation geht in beide Richtungen.
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14: Warum? Was lerne ich?
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Ist der Hamilton-Formalismus “besser?”
Ja und nein.

» Die Hamilton- und Lagrange-Formalismen sind aquivalent.

» Die Euler-Lagrange Gleichungen zu rechnen ist ungeféhr so einfach/hart wie
die Hamilton-Gleichungen zu rechnen.

» Es braucht extra Arbeit, von L(q, §) zu H(q, p) abzuleiten
ABER
Wir brauchen H(q, p) fir Quantenmechanik
» Wir brauchen H(q, p) fir (quanten und klassische) statistische Physik
» (g, p) — Phasenraum — hat schéne Eigenschaften (Liouville Theorem)
>

Die Transformationen innerhalb (g, p) sind breiter als innerhalb (q, §)
(kanonische Transformationen)

v

» Hamilton-Gleichungen sind 1. Ordnung — besser flir numerische Rechnungen.
Diese Themen werden wir ndchste Woche weiter diskutieren.
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English summary
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One must be careful, when taking partial derivatives, about what is held constant.
We write L(q, §) precisely because, in the Euler-Lagrange equations, one must
take derivatives holding the other g, g fixed.

One can also derive all dynamics from the Hamiltonian:
H(q,p) = Z pigi — L(q, §) Legendre transform
i

_ g 9H(q. p) S
=d;, = i -
Gt 9q; ot}

OH(q, p)
api

Here it is important to solve for §; in terms of the (q;, p;) and write H strictly in terms
of (g, p), to avoid making a mistake when differentiating.

The first Hamilton’s equation is equivalent to the defintion of p;. The second is
equivalent to the Euler-Lagrange equation.

One can also start with H and derive L through the same Legendre transform
which leads from L to H.



