Theoretische Physik I: TECHNISCHE
UNIVERSITAT

Vorlesung 17: Hamilton Il DARMSTADT

Wir diskutieren zwei weitere Themen:

» Phasenraum: wo Zustande (q;(t), pi(t)) “leben”.
Wichtige Eigenschaften: Einheiten, Phasenvolumen.

» Kanonische Transformationen: weitere Umschreibungen des Hamilton’schen
Systems.
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2: Phasenraum
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Betrachten Sie ein System mit N Koordinaten g;.
Als wir numerische Methoden diskutiert haben, haben wir es praktisch gefunden,
den 2N-dimensionalen Raum (g, --.-, v, G4, --- » Gn) ZU betrachten.

P.
In der Hamilton’sche Mechanik haben wir
. stattdessen den Phasenraum

(91, ---5Qn, P15 -, PN)- Das hat eine
Dimension und eine Achse fiir jede
Koordinate g; und jeden kanonischen Impuls
pi-

Der Harmonische Oszillator: (x, px)

Anfangsdaten (x(f), px(f)) sind ein Punkt in Phasenraum.



3: Zeitentwicklung in Phasenraum
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Zeitentwicklung ist Bewegung durch den Phasenraum.
Die Zeitgeschichte eines Systems ist eine Bahn durch den Phasenraum.

Der harmonische Oszillator,

hat als Zeitentwicklung

Vertikal: py = —Z—X =—Dx

OH
Horizont: X = — = m
orizont: X by +Px/

Die Zeitentwicklungbahn ist eine Ellipse.
Im Allgemeinen kann die Zeitentwicklungsbahn eine offene Kurve durch den
Phasenraum sein.



4: Einheiten und Phasenraum
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Betrachten Sie die Einheiten der Koordinaten g; und entweder §; oder p;.

Die Einheiten der Koordinaten g; missen nicht alle gleich sein.
Zum Beispiel, Kugelkoordinaten sind (r, 8, ¢):

> ristin Meter. Zeit ist in Sekunden. Deshalb ist 7 = dr/dt in m/s.
> 0, p sind einheitslos. Deshalb ist 6 in 1/s (Hertz).

Aber p; = 9L/94§;. Deshalb hat p; die gleichen Einheiten wie L (Energie),
Uber den Einheiten der §;.

> Fistin m/s. Deshalb ist p, in (kg m?/s2)/(m/s) = kg m/s (wie dblich).
> Aber p,, = mr?sin®(d) ¢ hat die Einheiten (kg m?/s2)/(1/s) = kg m?/s.

Das Produkt g;p; (keine Summe Uber /) hat immer die gleichen Einheiten:
kgm?/s = J s, die gleichen Einheiten wie Wirkung — oder .



5: Phasenraum Volumen
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Betrachten Sie eine Koordinatenanderung: g = x/2.
Wie schon gesehen ist § = /2, aber pg = 2py:

q
X f\ q
\J (x, X) — (q, Q): beide
Achsen nehmen ab.

P,

e

(X, px) = (q, pg): wenn
eine abnimmt, nimmt die

O andere zu.

QO

Bei (x, px) —+ (g, pg) “bleibt die Flache gleich.”
Kénnen wir das genauer sagen?



6: Integration iber Phasenraum
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Normalerweise kann ich (g, p) nicht genau messen.
Dann habe ich eine Wahrscheinlichkeitsdichte P(q, p).
Die Wahrscheinlichkeit, dass g € [q1, 2] und p € [p, po] ist

Q2 P2

[ aa[ wrap
[]] P1

oder im N-dimensionalen Raum:

Wabhrscheinlichkeit, in Region R zu sein: / qu,- de,- P(qi, pi)
R

Unter Koordinatentransformationen kann das Integrationsmaf3 sich &ndern:

aq; opi
= Qia) : NoidVp; = NQdVP, D D _
Qi = Qiq) /d gd"p /d Qd eta j etaP,-

Hier ist Det 0g;/0Q; die Jacobi-Determinante ...
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7: Jacobi-Determinante
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Errinern Sie sich: bei neue Koordinaten Q; = Q;(g;) andert sich die
Integrationsmaf3 um eine Jacobi-Determinante:

1 Koordinat: /f(q)dq= /f(q(o))%g)do
und flir mehrere Koordinaten:
9q1  Oqi
le) %222

/f(q1, Qo, ) dq1 dQQ e = /f(Q1(Q,'), Q2(Q,'), ) Det % adQ, dQs ...

.o
R

eine Zeile flr jeder g;-Koordinate und eine Spalte fir jeder Q;-Koordinate.
Dieses Determinante heif3t die Jacobi-Determinante.
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8: Jacobi-Determinante als verallgemeinernde
Kreutzprodukt
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9: Zuriick zum Phasenraum
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Betrachten wir wieder eine Koordinatentransformation:

aq; opi
= Qi(a) - NgidNp, = NQd"P. D D _
Qi = Qi(q) /d gd"p /d Qd eta j etaP/

Hier sind die Determinanten die Jacobi-Determinanten der
Koordinatentransformation. Aber

P =

Zaq,-@zzaq,- 99 op; _ 9q;

7 —Pi = = = .
ao, 00,04 ~ 2= 00" = 22 ag," ap; ~ 0Q)

und deshalb ist Det gq, =1/Det 52 8”’ . Phasenvolumen ist koordinatenunabhéngig:

/ dVg.dVp, - / NP, Pa.p) = P(QIg). Py q).



I
10: Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeits-
dichte?
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Betrachten Sie ein Teilchen.
Es bewegt sich in der +x-Richtung, mit Geschwindigkeit
v = dx/dt.

Wahrschein.

Dichte Aber ich kenne x(t = 0) nicht genau.

Ich habe nur eine Wahrscheinlichkeitsdichte P(x, t).
/ \ / |, Nach Zeit At bewegt sich das Teilchen Ax = VAL
Deshalb muss P(x + Ax, t + At) = P(x, t).
Wie andert sich P fiir kleine At?

VAL 9P(x, t)

‘Wabhrschein.

Dichte, 0= v

= ox |,

/\ . OP(x, t) B OP(x, t) S OP(x, ) dx

ot ox ox dt

OP(x, 1)

At
* ot

X
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11: Andert sich Wahrscheinlichkeitsdichte?
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Und wenn dx/dt x-abhangig ist?

AWahr. Dichte

Der Bereich der x-Werte wird groBer.
Damit die Gesamtwahrscheinlichkeit 1
bleibt, muss die Wahrscheinlichkeitsdichte
daher kleiner werden.

. ~ 0P(x,1) OP(x, 1) dx
. In diesem Fall: T # % o

A BC A B C

In mehreren Dimensionen ist die Frage nicht
mehr, ob dx/dt x-abhangig ist.

Die Frage ist: &ndert sich die mégliche Flache
(Phasenraumvolumen)?




12: Zeitentwicklung: Satz von Liouville
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Wenn ich (qi(t), pi(fo)) kenne, kenne ich die Zeitentwicklung:

OH . OH

ql(t) = 87[), ’

Und wenn ich nur die Anfangsbedingungen ungefdhr kenne?

coe o 05 N~ 0P(g,pit)OH  OP(q;, pi, t) OH
Satz von Liouville: = P(q, pi, 1) = > o Op, op, 9
—[P(q, P, H]
aq, ’ op;

Bedeutung: P(q, p, t) andert sich durch zeit nur, weil p, g sich andern.

Phasenvolumen &ndert sich nicht durch Zeit.



13: Satz von Liouville in Bilder
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Harmonischer

Oszillator Wenn ich in einem Bereich anfange,

’ muss ich die Zeitentwicklung der
Punkte in dem Bereich folgen. Der
/& Bereich entwickelt sich mit der Zeit.

Die Flache bleibt gleich.

2
Komplexe
System
Far kompliziertere Systeme kann der /f ’
erlaubte Bereich sich verdrehen, aber f X

die Flache bleibt gleich. /‘
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14: Phasenraum: Kommentare
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» Es wird wichtig sein in statistischer Physik, dass Phasenraumvolumen
konserviert ist.

» In Quantentheorie kann ein System nicht ein einzelner Punkt im Phasenraum
sein. Ungefahr darf es ein Phasenraumvolumen von dqdp > h ausfillen.
Um das genauer zu erklaren, mussen wir auf Theorie Il warten.

Jetzt lassen wir den Phasenraum hinter uns, und diskutieren noch ein weiteres
Thema.



15: Nachste Thema: Kanonische Transformatio-
nen
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Q Darf ich (p, q) rotieren?
Punkttransformationen mischen verschiedene
g-Werte, und sie mischen verschiedene

q p-Werte. Aber sie mischen g nicht mit p.
Aber die Rolle, die q und p in H(q, p) spielen,
ist mehr symmetrisch.

Kénnen solche Transformationen wichtig sein?

v

Nicht alle méglichen invertierbaren Transformationen

Qi =Qiq,p), P; = Pi(q, p)

sind “erlaubt.” Aber mehr als nur die Punkttransformationen @Q; = Q;(q)!
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16: Was macht eine Transformation kanonisch?

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
~ DARMSTADT

So dass eine Transformation “erlaubt” ist, brauchen wir Folgendes:
1. Die Transformation Q; = Qi(q, p, t), P; = Pi(q, p, t) ist invertierbar;
2. Es gibt eine neue “Hamilton-Funktion” K(Q, P, t), wobei

_aH(q!pit) _8K(Q,P,t)
T Op; - “= oP;
(N Pi =T a~
P aq; - oQ

die gleiche Dynamik enthalt.

Alle Transformationen, die diesen beiden Bedingungen gehorchen, sind
kanonische Transformationen.

Solche Transformationen, wie Koordinatentransformationen, sind Umschreibungen
unseres Systems, mit der gleichen Dynamik.
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b

Hamilton’sche Prinzip: § L(g,q,t)dt=0=§ (Z pigi — H(q, p, ))

ty

Eine Transformation Q = Q(q, p, t), P = P(q, p, t) ist nur dann kanonisch, wenn es
eine Funktion K(Q, P, t) gibt, die folgende Bedingungen erflillt:

(Z POI - Q P t)) dt=0 flr C?l' = ol(q(t)!p(t)! t), Pi = Pl(q(t)f p(t)7 t)

Wenn wir die Lésungen, von H(q, p), in unsere Transformation einschreiben, finden
wir, dass sie auch eine Lésung fiir Hamilton’sche Dynamik mit K(Q, P, t) sind.



18: Kanonische Transformationen
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Unsere Kondition ist automatisch genau dann, wenn

d
Zp,q,— (@.pt=c ZPQ,—K(Q,P,t) + 4 F@p. QP

wobei %F(q, p, Q, P, t) eine totale Ableitung ist.
Das ist so, weil

5/ dF(q,p, Q, P, 1)

o dt =6 (F(q(t2), p(&2), -..) — F(a(tr), p(t), ...))

aber §q, ép verschwinden zu den Zeiten t; und t, und sind nur nicht trivial far
h<t<tb.

Die Méglichkeit ¢ 1 ist langweilig — ich kénnte Q; — ¢~ 'Q;und K — ¢ 'K
umschreiben, und ¢ — 1.
Die interessante Falle, die Kanonischen Transformationen, sind die mit ¢ = 1.
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19: Die standarde Mdglichkeiten
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Wir haben F(q, Q, p, P, t). Aber es braucht nur halb so viele Variablen, weil sie
nicht alle unabhéngig sind. Die vier Standardmdglichkeiten sind:

1. F=F(q, Q,1): g, Q sind unabhéngig.
2. F = Fx(q, P, t): q, P sind unabhangig.
3. F=F3(p,Q, t): p, Q sind unabhéangig.
4. F = F4(p, P, t): p, P sind unabhangig.

(Die Méglichkeiten, wobei es nur (g, p) oder (Q, P) Abhangigkeit gibt, sind
langweilig.)
Wir werden F;, F> weiter diskutieren; die anderen sind &hnlich.
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20: F(qg, Q, 1)
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. . dRi(gQt) OF . OF] OF
Wir haben: —a - E { Fr O’E)Q Ll
. ; oF; , (9F1 OF;
Ei pig — H(qg,p, t) = Ei PiQi+ Tqiq: 8701 K(Q, P, t) + 8t

Weil (g, Q) alle unabhéngig sind, sind ¢, Q auch alle unabhangig. Deshalb miissen die
Koeffizienten von ¢ und von Q verschwinden:

_9R@Q)  ,_ 9A@.Q.D
= 8qf s i = o )
OF;
K(Q, P, 1) = H(q(Q. P, 1), p(Q. P, 1), ) + 5=
Als Beispiel, betrachten wir Fi(q, Q) = —Q/q:
_OR_Q 2
“9q @ Q=pq
po OB _1 p_1

0Q  q q



21: F2

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Wir schreiben:  Fa(q, P, t) = Fa(q, P, t) — ZP,Q,

aF2 8F2
S pa -~ Hap ;y{ K(@.P0+a 0 O ZP,O,—;}%{

Diesmal sind g, P unabhéngig: die Koeffizienten auf g, P miissen verschwinden:

oF, oF,
pl = 6q, ) QI = 3P,

K(Q,P,t) = Hq(Q, P, t),p(Q, P, 1), 1) + % .



22: Triviales Beispiel
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Betrachten Sie Fi(q, Q) = >, q;Q;. Wir finden:

F
i = gC; = Qi QI Pi
i
OF;
P; = _801- =—q Pi=—q

(p, q) ausgetauscht, mit — Zeichen.
Das ist eine 90° Rotation im Phasenraum!
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23: Nicht-triviales Beispiel
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Betrachten Sie den harmonischen Oszillator:

2 mw
Hig.p) = 2+

2 2
= = =D
ot 59 (W =D/m)
Probieren wir: F1(g, Q, 1) = £ ¢? cot(Q)
oF OF1  mwg?
= — = mwqcot(Q P=——r= ————
P= g = Mwacol@ 80 ~ 2sin?(Q)
2P
q= o sin(Q) p=v2mwP cos(Q)
(%)
0
2 2
K(Q, P) = Hig,p) + O = 2mwPoos™(Q)  mw” 2P (o) _ up
t 2m 2 mw
Q ist zyklisch, P ist konserviert!
O=g—:§=w = Q=Q+wt

2P
q= \/misin(wt + Qo) p =V2mwP cos(wt + Qp)
(%)

System gel6st!
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The 2N-dimensional space (g, .., gn, P1, -+, Pn) is called phase space.
Contrary to (q, g)-space, the integration measure of phase space is preserved
under coordinate transformations.

In addition, the combination dg;dp; has the same units as h.

And Liouville’s Theorem states that the volume of a region of phase space is
preserved by its time-evolution under Hamiltonian dynamics.

We also discussed canonical transformations, a generalization of coordinate
transformations in which we make rotations which mix the (q, p) into the (Q, P)
variables.

Sadly (?), we will not have time to further explore the utility and application of
canonical transformations.



