Theoretische Physik I: TECHNISCHE
Vorlesung 19: Schwingungen | DARMSTADT

Dieser Kurs hat 3 Komponenten:

Kernthemen
» Zusammenfassung der Newton’sche Mechanik
» Minimierung der Wirkung, Lagrange I
» Symmetrie, Nother
» Lagrange |
» Hamilton’sche Mechanik, Phasenraum, Liouville
Anwendungen
» Zentralkraft: das grundsétzliche Problem der Mechanik
» Starre Kdrper: wenn Objekte nicht punktférmig sind
» Schwingungen: I6sbare Systeme mit (extrem) vielen Freiheitsgraden

Relativitat: wenn Objekte sich extrem schnell bewegen
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2: Limes der Klassischen Mechanik
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» Extrem schnelle Teilchen: Relativitatstheorie.
» Extrem kleine Systeme: Quantentheorie.
» Extrem viele Freiheitsgrade: statistische Physik

In 3 Vorlesungen diskutieren wir eine Annaherung, wobei Systeme mit extrem
vielen Freiheitsgraden trotzdem lésbar sein kdnnen: kleine Schwingungen

Dieses Problem hat auch viele Anwendungen.
Wir werden die Lésungen in statistischer Physik oft brauchen.
Sie sind auch im Maschinenbau usw. oft gebraucht.
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3: Schwingungen: was Sie alle schon kennen
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Betrachten Sie:

;
H(p,q) = 5 —p* + V()

V(q) hat ein Minimum bei qo
Bei kleinen Ausfligen: Taylor

Potentielle Energie V(r)

0
V(q) = V(qo) + (g — qo)V4ao)”
a2
* w V//(qO) E 1 1 1 1
3 0 0.5 1 15 2
+ (@ —q)° V" (qo) + ... Koordinat r

V'(qo) = 0 weil V(qo) ein Minimum ist.



4: Schwingungen: l6sen
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_ 2 _ 3
Vi) = Vigo) + T2 vy + =B  yy

Bei kleiner (g — qo) kénnen wir (g — go)® usw. vergessen, und
V(q) — V(9) — V(q), V'(qo) = D, g — qo = Q, neu benennen:

2 DQ@?
HQ.p) = o+ .

Die Bewegungsgleichungen sind
p=-DQ, @=2 - 0--ufa, w=D/m
Die allgemeine Lésung ist:

Q(t) = Qo sin(wot + @), p(t) = mwQy cos(wot + @).



5: gedampft harmonischer Oszillator
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Oszillatoren sind oft gedampft. Das folgt nicht aus einer Lagrangefunktion, aber wir
kénnen es phanomenologisch angehen:

mQ+cQ+DQ=0, cdie Dampfung

mit wy = D/m die ungedampfte Winkelfrequenz.
Wir schreiben auch v = ¢/2m, und machen einen Ansatz:

Qlt) = Qe = Q\+2yA+wd)=0

Die Lésungen sind

A=—yxiy/wi—72 oder \=-—vy+t4/7?—wi

et (01 cos(ty/wi — 72) + Ca sin(ty/wi — ,yz)) wo >y
Q) =¢ e (c +cat) wo ="

_ 2__,,2 2__,,2
e ! (c1e WY =@ 4 gettVY ‘”o) v > wo



6: Erzwungene Schwingungen
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Dies haben Sie auch schon gesehen:

2
Hp. gt = 2=« g x02,  x(t) = xocos(wi)

Auch mit Dadmpfung:
mg + cq + Dg = Dx(t).
Wir erwarten eine Antwort der Form:
q(t) = gc cos(wt) + gs sin(wt)
Wir kdnnen die zwei kombinieren:
q(t) =Re Ae ™! mit A=qc+igs
Wenn wir diesen Ansatz in unsere Differentialgleichung einfligen, finden wir:

DXO

A (—mw2 —jwe + D) e Wt 2 one"“t = A= S —
D — iwec — mw
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7: Erzwungene Schwingungen
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Wir kénnen die GréBe der Schwingungen A als

X 2
0 tan¢ = % schreiben.

3
2 —
;w2 4 wh —w
wg wg

Bei v < wp gibt es ein Resonanz um w = wg: A — Xowo /27, ¢ = 7/2.

A=|A€?, A=

Wir nennen Q = wg /2 den Gutefaktor oder Q-Faktor. So gréBer Q ist, umso
enger die “Bandbreite” wo diese Resonanz passiert, und so gréBer sind die
Schwingungen bei w = wy.



8: Gekoppelte Schwingungen
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Und bei zwei Kérpern und zwei oder mehr Federn?

M .. Ti1, . T,

2
L(x1, X2, X1, X2) = Xt TiaXx1 X2 + - %
D Vi V2o
>
— 2 ViaXy X — —=x
2 1 2 2

M X, Warum brauche ich Ty, und V4,?
Wie geschrieben, ist T11 = M = T, und Ty = 0, aber

X; D Viy =2D, Vo = D, Vip = —D.
Wenn ich x; = xo — x; statt x; als Koordinate benutze,
///'/ I7S—t Vﬂ,\; D= V22, V12=0, aber T11 =2M, T22=M,
12 = M.

Wenn ich Vby = V4o und Toy = Ty, definiere, kann ich L als

L(x;, X;) Z =X Tjix; — x, Viixj umschreiben.



9: Schwingungen, Tj, V;
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Betrachten Sie ein System von 4 Massen in
m der Ebene:

M
g L
M

Wenn ich V(x;, y;) in ihrer vollen Form
000000/ ausschreibe, ist sie sehr lang und kompliziert.

(32 +3?)

Il
LM -
SIS

((X1 — X3)2 + (X2 — X4)2 + )

INIR)

M
M
Beide T und V sind quadratisch in g oder g.
Deshalb kann ich sie als Matrizen schreiben.

Es gibt ein starkes Standardset von Methoden, um Matrizen zu bearbeiten.
Deshalb ist es auch sinnvoll.




10: 7;, V; Matrizen
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Mit 8 Koordinaten werden die Ausdriicke zu lang. Um das einfacher zu schreiben,
betrachten wir stattdessen 3 Koordinaten: T = ¥ (%2 + X2 + X2)

M 0 0 Xi
0 M 0 %o
0 0 M X

Fir diese Koordinaten ist T; diagonal. Aber das ist koordinatenabhéngig.
Wenn V(x;, X2, X3) = 21 (x1 — x2)2 + 2 (x; — x3)? ist, kénnten wir das umschreiben:

Mo 1 e X
T=E(x12+x22+x32)=§

1.
= 5XiTiX;

D , 1 [x1 x2 xs] Dy -Dy 0 X1
?(X1 —X)° = > -Dy Dy O Xo
L o 0 o] x
D, , 1 [x1 x2 xs] D> 0 —-D X4
?(x1 — X3)° = > 0 0 0 Xo
| —Do D X3

g o x) Di+D> —Dy —D» Xy 1

V=— —D1 D1 0 X2 = 7X,'V,7Xj
2 7D2 0 D1 + D2 X3 2



11: N gekoppelte Oszillatoren, Matrizen
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Bei N gekoppelte Oszillatoren haben wir:

: LI .
L(qi, q) = > TiGig; — > Viqiq Lagrangefunktion
Y Tig=—> Vi Euler-Lagrange Gleichungen
i I
N 2. Ordnung gDGlI. Wir suchen 2N unabhangige Lésungen.
Geratenen Ansatz. gj = € g cos(wt), > af =1
2
Zeitabhangigkeit: g = —C a; cos(wt)

dt 2
=—w?cC a; cos(wt)
Euler-Lagrange: Z cw T,,a, cos(wt) = Zc\/,,a, cos(wt)

J J
nur wann Z (—w?Tj+Vj)a=0
j



12: g; als Eigenvektor
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Wirklich, zwei Lésungen gefunden:
g = a; (c cos(wt) + s sin(wt)) ,

mit (c, s) zwei unabhangige Koeffizienten.
Wir kénnen die zwei Koeffizienten kompakter umschreiben:

g=Reke ™a, k=c+iscC.

Hier missen (w, g;) die folgende Bedingung erfillen:
Y (~wPTj+ Vy) g =0.
)

Hier ist g; ein null Eigenvektor der Matrix —w? T} + Vjj, und w? ist &hnlich wie ein
Eigenwert — aber noch nicht ganz genau....



13: Die Matrix T;
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]
Die kinetische Energieist T = > Z X;Tj%;. Deshalbist T

p
> reel.

> symmetrisch T; = T; — reele Eigenwerte, orthogonale Eigenvektoren.
» positiv: alle Eigenwerte missen > 0 sein, dass T immer > 0 bleibt.
» invertierbar.

( Wenn die Eigenwerte und Eigenvektoren taund &g sind, Tjlaj = ta€ai Mit >, Eailpi = dab ,
ist Tj = 3, talaila, und T;' = 37, 15 "aibyy)

0= Z (—w2 Tkj + ij) aj Mal T,;‘ ist
J

0=-%"T7," Z (—w2 Ty + vk,-) 3

0= Z( o+ (T7V)) &

w? sind die Eigenwerte, und a; die Eigenvektoren, der Matrix T~ ' V.



14: Wiederholung: Eigenvektorprobleme
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Far eine N x N Matrix Dy ist
Det (—Adj + Dj) = coA® + i A" + ...+ epAN

das charakteristische Polynom, ein Polynom N-ter Ordnung. Es hat N Wurzeln
A1, ..., An. Diese sind die Eigenwerte der Matrix. Fir jeden Eigenwert )\, ist

Det (*>\r5ij + D,/) =0
Die Matrix ist singular. Deshalb muss es ein a;, geben, wobei
(—)\,5,-] + D,'j) ajr= 0 oder D,-,-a,-,, = )\,a,-,r.

Um die A\,-Werte zu finden, muss man die Wurzeln eines Polynoms N-ter Ordnung finden.
N < 4: Algorithmus. N > 4: numerisch (im Allgemeinen)

Fir gréBere Matrizen muss das Eigenwert/Vektorproblem numerisch gelést werden.
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15: Entartete Eigenwerte
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Ein Polynom N-ter Ordnung ist
N
o\ + ... + ey \N = H(A =), )\, die Eigenwerte.
r=1
Es kann sein, dass )\, = )\ (das heiBt, ein (A — \,)? passiert).
Dann gibt es 2 linear unabhangige Eigenvektoren

(D = Ardy)ajr = 0 = (Dj — Ardy)as -
Eine willkirliche Linearkombination ist ebenfalls ein Eigenvektor:
(Dj — Mrdj)(cray + coajs) = 0

Wenn a;, und a; s nicht orthogonal sind, kann ich immer Linearkombinationen
finden, die orthogonal sind. Ein Algorithmus dafir ist das Gram-Schmidt’sches
Verfahren.

Wenn Sie das nicht kennen, sollten Sie es googeln.

Der Artikel in Wikipedia ist ganz gut.
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16: Die allgemeinen Lésungen
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. , 1., 1
Lagrangefunktion Lai. @) = 5 Tyaig; — 5 Viaig;

Euler-Lagrange TiG = —Vjq;

Lésung Re ke ayje 't

(c, cos(wrt) + s sm(w,t))

sind 2N unabhé&ngige Lésungen.
Hier sind w? die Eigenwerten der Matrix T~'V,
und a,; sind die zugehérigen Eigenvektoren.
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17: Beispiel: Schaukel, 2 Kinder
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® Zwei Kinder auf Schaukeln. Die Stange ist nicht
i ganz starr!

‘i

m1€1 02 mgéz 92 my g€1 012_ mggég

5 > 5 62 — k16,

[ . my é"f 0 Vi = my g£1 k
- ¥ 0 mgég ’ v k m2g€2 ’
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18: Schaukel, 2 Kinder
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2 interessante Falle:

1. 4y >l und k < mg(¢y — £5).
Die Kinder haben verschiedene Schwingungsfrequenzen:

~9 ,_|0 ~9 ]
NS S L R S )

Das eine oder das andere Kind schwingt.
2. k> mg(f1 — 62), z.B. [1 = éz:

1/4 1/4
g k m, m,
wi=zi7£2 e a+mlm:/4], a_mlm;/4 .

Die Kinder schwingen zusammen oder versetzt.



19: Und wenn nur ein Kind schwingt?

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Was passiert wenn my = mo, ¢ = {2, und am Anfang schwingt nur Kind 1?

HEIEEIE

Das ist eine Mischung von (zusammen) und
< (versetzt).
g 0o
< 04(t) = > (cos(w,t) + cos(w_t))
< hy

0a(t) = > (cos(w,t) — cos(w_t))

s L | \ \
o 20 M 50 ) 100
Zeit t/w

Schwebungen: T =



20: Summary in English
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When a potential function V(qy, ..., gn) has a minimum and q; stay close to the
minimum, we can work to quadratic order:

. 1_ ..
L(qi, q) = > TiGiq; — Viqiqg;

This is a coupled system of harmonic oscillators. We solve it by finding the inverse
of the Tj matrix, 7',./-_1, and solving the eigenvalue / eigenvector problem for T='V:

(T "Vi)aw; = w2aw;, w=1,..,N

in which case the most general solution is:
(1) =Y _ aw,i (Cwc COS(wut) + Sw,s Sin(wut)) -
w

Here cu.c, cw,s are 2N parameters which give the most general solution.
When two frequencies are close to each other, one can observe beats.



