Theoretische Physik I: TECHNISCHE

Vorlesung 22: Gleichzeitigkeit DARMSTADT

Letztes Mal: Zeitdilatation + Langekontraktion.
Dieses Mal: Wie sind die mit einander konsistent?

Betrachten Sie 2 Beobachter A (Alice) und B (Bob).
Bob bewegt sich mit Geschwindigkeit vé, (in Alices Perspektive).
Alice bewegt sich mit Geschwindigkeit —vé, (in Bobs Perspektive).
Jeder hat eine Uhr und ein MaBband, Lange L.
Letztes Mal haben wir gelernt:
» In Alices Perspektive tickt Bobs Uhr zu langsam: ein Tick dauert yAt,
y=1/4/1-Vv2/c2
> Alice sagt auch, dass Bobs MaBband eine Lange L/~ hat.
» Im Gegenteil findet Bob, dass Alices Uhr yAt pro “Tick” braucht und Alices
MaBband eine Lénge L/~ hat.
Heute sehen wir, wie das alles konsistent ist:
Relativitat der Gleichzeitigkeit



2: Alice und Bob
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Alice und Bob setzen sich mitten in zwei Bahnwagen.
Wenn die Wagen nebeneinander sitzen, haben sie Lénge L.
Aber jetzt fliegen sie aneinander vorbei, mit Relativgeschwindigkeit v
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(Die blauen Kreise sind Uhren.) Wie sind diese zwei Perspektiven miteinander vertraglich?
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3: Die Uhren
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Woher weif3 Alice, dass Bobs Zug kiirzer und seine Uhr langsamer ist?

Alice-Perspektive Bobs Wagen ist kiirzer, weil die Riickseite an der
e & 4 Ruickseite von Alices Wagen vorbeifahrt, bevor
A 5 & 3 die Vorderseite an der Vorderseite von Alices
: Wagen vorbeifahrt.
Alice weil3, dass Bobs Uhr langsamer ist, weil es

(Zeit)

Mitte l t Sekunden braucht, von dem Moment, wenn
e & 4 Bobs Uhr an der Rickseite des Zuges vorbei
fahrt, bis zu dem Moment, wenn sie die
Anfang A S Vorderseite des Zuges passiert. Aber Bobs Uhr
b & 4 geht nur t/~ Sekunden in diesem Zeitraum voran.

Aber um alles zu messen, braucht Alice 3 Uhren: eine hinten im Wagen, eine
vorne, und eine in der Mitte.
Und diese 3 Uhren missen korrekt synchronisiert (abgestimmt) sein.



4: Uhren synchronisieren
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Wie kann Alice ihre Uhren synchronisieren? Mit Licht, natrlich!

A
O Zeitt=L/2c

D Zeit t=0

O Zeit t=—L/2c

Alices Uhr lasst einen Lichtblitz los.

In der Zeit At = L/2c erreicht es die zwei
Uhren, vorne und hinten.

In diesem Moment werden die zwei Uhren
auf Zeit t = 0 gestellt.

Jede Uhr schickt einen Lichtblitz zurlick.
Diese Blitze kommen zum Zeitpunkt

t = L/2c bei der mittleren Uhr an.

Die Gesamtzeit ist At = L/c.

Dadurch habe ich auch L gemessen,

und weil3 ich, dass ich die mittlere Uhr auf
die Zeit t = L/2c stellen muss.
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5: Minkowski-Diagramm

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Um dies genauer zu erklaren, fihren wir das

Objekt, v=c/2 Minkowski-Diagramm ein.
pZeitt 2 Ein Diagramm zeigt eine Zeitgeschichte. Jeder
Licht Punkt ist ein Punkt im Raum und ein Moment in

der Zeit — ein Ereignis.
Zeit verlauft vertikal, der Raum (wir werden nur
die x-Richtung betrachten) ist die horizontale

~——FEreignis, wo die Achse.

Objekten sich treffen Die Bewegung eines Objekts mit der Zeit wird
im Diagramm zu einer Linie oder Kurve.
o= Objekt, v=0 Ein Objekt mit v = 0 ist eine vertikale Linie.

Rumx Die Steigung einer Linie betréagt 1/v. Daher
bewegt sich Licht entlang diagonaler Linien.
Ich werde auch cf statt t benutzen, sodass x und ct die gleiche Einheiten haben.
Die Steigung einer Lichtlinie ist deshalb 1, eine andere Linie ist c/v = 1/5.
Die letzten zwei Folien haben Minkowski-Diagramme schon benutzt!
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6: Bob synchronisiert seine Uhren
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Bob muss ein &hnliches System benutzen, um seine Uhren zu synchronisieren.
Alice schaut zu, als Bob seine Uhren synchronisiert:

Von Alices Perspektive stellt Bob die
Uhr am hinteren Ende des Wagens zu
frih auf t' = 0, und die am vorderen
Ende wird zu spat gestellt.
Ereignisse, die Bob als gleichzeitig
betrachtet, sind aus der Sicht von
Alice nicht gleichzeitig. Und
umgekehrt.

Relativitat der Gleichzeitigkeit



7: Bob, ein bisschen genauer
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Betrachten Sie wieder wie Bob seine Uhren synchronisiert: 5 = v/c, t — ct

Wir finden
schnell:

D=C+L/2
C=pD
A=-B+L'/2
B =pBA

-t = = =; it 1 = = _ 732
D-t+—2(1_5), A=t Tk mit L' = L/y = Ly/1— 32

L1 —-p2 LA -3 BL/ -2
Al=tt=50=p ~2d+p - t-p -t

Deshalb ist t4 = ytg + SyX5-




8: Alice und Bob und Minkowski
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Minkowski Diagramm Minkowski Diagramm
Alices Perspektive Bobs Perspektive

- - -t=0 (Alice) I - - -t=0 (Bob)

In jeder Perspektive ist der andere Wagen kdrzer.
Aber jeder kann die andere Perspektive verstehen.



1
9: Lorentz-Transformation
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Wenn Alice und Bob beide Bezugssysteme benutzen, mit dem gleichen Ursprung
(ta, xa) = (0,0) = (t, x5), was ist die Beziehung zwischen den Koordinaten (und
Zeit) in Alices Bezugssystem und in Bobs Bezugssystem?

Alice—P kti = —_

it ice—Perspektive X5 = YXa ’Y‘\//fA

tg = yta — ZTXA
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10: Lorentz-Transformation in Matrix Form
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Wir kdnnen dies als Matrizen schreiben:

Cta | _ | v B ctg cg | _| v B Cta
Xa By Xs X - Xa
Wir benutzen ct, weil es die gleichen Einheiten wie x hat.

Wir schreiben auch § = v/c — die einheitlose Geschwindigkeit.
Sind diese konsistent? Wir fligen die zweite Gleichung in die erste Gleichung ein:

[CtA]=|:'Y 75“7 _’76][CtA:|
XA B -8 XA
_ 10 Cta
B 0o 1 XA
Hier benutzen wir 42 = 1/(1 — 32), so ~?(1 — 3?) = 1. Ja, die Matrizen sind invers.

Diese Koordinatentransformation zwischen (ctg, xg) und (cta, xa) heiB3t
Lorentz-Transformation.
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11: Alle 4 Koordinaten
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Und die y, z Koordinaten? Wirklich hatte ich

Cta v 48 0 0 Clg
Xa | _ |8 v 00 Xg
ya| | 0 0 10 VZ:
Za 0O 0 0 1 Zp

schreiben sollen. (y, z) spielen eine passive Rolle: y4 = yg und z4 = zg.
Es gibt eine relativistische Indexnotation: Wir schreiben

cta v 8 0 0

B ARV ©wo_ XA noo_ 75 Y 00
Xy =Noxg, Xy = Va , A, = 0 0 1 0
Za 0O 0 o0 1

Hierist 1 = {0,1,2,3}: x° = ct, x' = x, x2 = y, x® = z. Obere Indizes sind
Spaltenindizes, untere Indizes sind Zeilenindizes.

Griechische Indizes laufen Gber Raumzeitrichtungen © = 0,1, 2, 3,
Rdmische Indizes laufen Gber Raumrichtungen i = 1,2, 3.



12: Warum kann v nicht > ¢ sein?
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Wie ich v > ¢ erreichen méchte:

- Eine Rakete bauen, die v = 2¢/3 erreichen
kann

Y Y Y

Bob Bob sitzt in der Rakete.
Bob hat eine elektromagnetische
Rakete Schienenkanone
Diese feuert ein Geschoss mit der
Geschwindigkeit v/ = 2¢/3 ab.
Alice Und 2¢/3 +2¢/3 = 4¢/3, oder?

Das missen wir sorgféltig abwégen.
In Bobs Perspektive hat das Geschoss Geschwindigkeit v = +2¢/3. Bobs
Geschwindigkeit = 0, Alices Geschwindigkeit = —2¢/3.



13: Addition der Geschwindigkeiten
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Was bedeutet es, dass das Geschoss eine Geschwindigkeit v = 2¢/3 hat?
Wenn das Geschoss am Ereignis (ig = 0, xg = 0) geschossen wird, ist danach
XGeschoss = (2/3)ctp. Auf Zeit t ist x = 2¢t/3, und v = x/t = 2¢/3. Das ist in Bobs
Perspektive. In Alices Perspektive?

FIRERSIEY

Xa |8 &t

Hierist 3=2/3und v =1/y/1— 32 =1/\/1—4/9 =3//5:
cta | % ct | 1—\}ct
MEEE IIEIRE >

und die Geschwindigkeit, die Alice misst, ist v = xa/ta = 12¢/13.
Langsamer als c.

Sivsle
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14: Addition der Geschwindigkeiten
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Am einfachsten gehen wir von der Geschoss-Perspektive zu der Bob-Perspektive
zu der Alice-Perspektive. Wenn die Relativgeschwindigkeiten v» und v; sind, finden
wir die Lorentz-Transformation:

[ Cla } _ [ T b ] [ Y2 V2B ] [ Clg }

xa || mBt oM v2B2 e XG
B { Ny2 (1+6182) 7172 (81 + B2) } { clg }
Tl M2 (Br+B2) e (1+ B162) XG

Das ist eine Lorentz-Transformation mit

2B +82)  Bi+be
Coyve(1+B1B2) 1+ B

Solange |v1| < cund |vo| < cist |vot| < C.
Man kann auch bestimmen, dass der y-Faktor flir diese Geschwindigkeit
Yot = Y172(1 + B152) ist.

Vi+ Vo
1+ V1V2/C2

oder Vit =
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15: English summary
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Space and time are measured, and the speed of light enters into our
measurements.

When we synchronize clocks at different positions, we must use something, such
as light, to transfer timing information. This procedure looks “wrong” in another
reference frame. Therefore the notion of simultaneity is reference frame
dependent. This combines with the effects from last week to give us the

Cta v 8 00 Clg
Lorentz Transform: Xa | |8y 00 X5
YA 0 0 1 0 VB
ZA 0 0 0 1 V4]
Multiplying two Lorentz transformations, we find that velocities 5 = v/c add as
follows:
B1+ B2
Bz = ———.
1+ B152

This combination can never exceed the speed of light, provided |51] < 1 and
|ﬂ2‘ < 1.



