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Aufgabe 9.1: Einige Klammern. 10p.

9.1a) 10p

Berechnen Sie jede der folgenden Poisson-Klammern. Hier ist L = 7 x  der Drehimpuls. Sie finden es woméglich
am einfachsten mittels Indexnotation zu rechnen und L; = ¢;;,7;p;, zu schreiben. Es sollte IThnen méglich sein, Thre
Rechnungen nur mittels der Eigenschaften der Poisson-Klammern durchzufiihren, ohne irgendeine wirkliche Ableitung
zu bilden.

[Li,r]} [L pj] [Li,Lj] [Li,LQ] 9.1.1)

Hintergrund: Im Allgemeinen ist die Poisson-Klammer des Drehimpulses L; mit irgendeinem Vektor ¥ gleich [L;, v;] =
€k Uk Fur irgendeine skalare Gro3e s hingegen, [L;, s] = 0. Sie konnen erkennen, dass die Poisson-Klammer mit L;
etwas mit der Rotation der Koordinaten zu tun hat, auf die selbe Art und Weise, wie die Poisson-Klammer mit H etwas
mit der Zeitentwicklung zu tun hat. Diese Themen werden in Threr Quantenmechanik-Vorlesung wieder aufgegriffen!
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Aufgabe 9.2: Ein Test fiir den Satz von Liouville.

Hier sehen wir, wie der Satz von Liouville kompatibel mit dem exponentiellen Wachstum der Unterschiede zwischen
dhnlichen Anfangsbedingungen ist.

Kehren Sie zum Lagrangian zuriick, den wir in den numerischen Ubungen gefunden haben,
Lia,y,a,9) = 5 (% +§7) = D1(* +y*) = Doa®y? (9.2.)

Hier werden wir das Problem numerisch betrachten, mit der Wahl m =1, D; = 1 und Dy = —1.

9.2a) 2p

Finden Sie den Hamiltonian H (z,y, ps, py)-

9.2b) 2p

Betrachten Sie die folgenden fiinf Anfangswerte bei ¢t = 0:
(@,9,pz,py)a = (1,0,0,1)
(x,v,pz,py)B = (1.001,0,0, 1)
(x,y, pz.py)c = (1,0.001,0,1) (9.2.2)
(2,9, pz,py)p = (1,0,0.001,1)

(z,y,Paspy) e = (1,0,0,1.001)

Berechnen Sie die Werte von (z,y, ps, py) zu den Zeiten: ¢ = 1, t = 3, ¢ = 10 numerisch.

9.2c) 2p

Berechnen Sie jeden Abstand ||(z,p)s — (x,p)all, ||(z,p)c — (x,p) a|| usw. zwischen A und jedem anderen Punkt, zur
Anfangszeit und zu jeder nachfolgenden Zeit ¢t = 1, 3, 10.

Hier ist der Abstand /(zp — 24)? + (yB — Ya)? + (PuB — P2a)? + (PyB — Pya)? usw. Nehmen die Abstdnde mit der
Zeit zu?

9.2d) 2p

Wir kénnen den Punkt (z4,ya,pz4,pya) als die untere Ecke eines Parallelotops betrachten (die N-dimensionale
Verallgemeinerung eines Parallelepipeds), im 4-dimensionalen Phasenraum (z,y, p,, p,) mit (B,C, D, E) den vier
benachbarten Ecken. Das 4-Volumen eines solchen Parallelotops ist

(xp—xa) (yp—ya) (PzB —DPza) (PyB —Dya)

V — Det | Fc—za) (Yo —ya) (pzc —pza) (Pyo —Dya) 9.2.3)
(xp —xa) (yp —ya) (Pzp —Pza) (PyD —Dya)
(g —2a) (Yyg—ya) (Pee —Dpza) (PyE —Dya)

Berechnen Sie dieses Volumen zu jeder Zeit aus Ihren numerisch bestimmten Koordinaten. Nimmt das Volumen mit der
Zeit zu? Wie nimmt es zu, verglichen mit der Zunahme des Abstands zwischen den Punkten?

9.2e) 2p

Wenn wir den Anfangsabstand klein genug machen und die numerische Prézision gut genug ist, dann sollte das Volumen
nicht zunehmen. Warum nicht? Wie kdnnen wir sicher sein?
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