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Nichtlineare Systeme und Chaos
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Logistic model results, by initial conditions

> nichtlineare Systeme in letzter Zeit
wieder reges Forschungsgebiet

» Ermdglichung der Untersuchung
nicht-integrabler Systeme durch
Computer

» Anfange der Chaostheorie:
Arbeiten von Edward Lorenz (um
1960)

» math. Modell der Atmosphéare

» sensitive Abhéngigkeit von den
Anfangsbedingungen

» heute: Untersuchung eines
.Phasenlbergangs” ins Chaos
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Logistische Abbildung
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e
Logistische Abbildung
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Dl )’ — —— 0‘;7 ) —
» fur r — r; durchlauft die | 1 &
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Logistische Abbildung
Feigenbaum-Konstanten
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> logistische Abbildung vollzieht
Ubergang zum Chaos durch
Periodenverdopplungen

» Chaos beginnt bei r, ~ 3.57

» Feigenbaum-Konstanten:

> 5= liMp oo 201 ~ 4.6692

fnet —7In

> a=liMpsee (;’71 ~ —2.5029

» charakterisieren horizontale bzw.

vertikale Langenskala des
Bifurkationsdiagramms
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Logistische Abbildung
Universalitat
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> « und § nicht speziell fir

logistische Abbildung! /W

andere Abbildungen:
> f(x) =rsin(rx),0 <r <A1
> f(x) = r(1 — x?)(2x — x?),

v

0<r<i o M
» physikalische Systeme: MMMMMWMMMMMMM
» Experimente zur Rayleigh-
Bénard-Konvektion in Hg [5] WWUWMMMWWU\W
—0=44+0.1
» Universalitat? WWWUWWMWM‘
— mit RG-Methoden untersuchen %

Periodenverdopplung im Experiment.
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RG-Formalismus
Praliminarien
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» U: Raum von Familien
einparametriger Abbildungen {f;}
mit ,guten” Eigenschaften

» U={f:1—Ifregular,
unimodal, quad. Maximum}
» setze: /=[—1,1]und £(0) = 1

» Universalitat sollte Eigenschaft von
U unter Anwendung eines
renormierenden Operators
R:U — U sein
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RG-Formalimus
Renormierungsoperator ‘R
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Eigenschaften von fR:

» Abbildung von Zyklen mit Periode
2" auf Zyklen mit Periode 27"

» coarse-graining der Zeitskala -
f—fof

» R:U—-U
» Reskalierung notwendig

> R(f) = af o /(%)

» untersuche dynamisches System
R:U—-U

1, 110)

5

A0, AR

Funktionsweise des Renormierungsoperators R.
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RG-Formalismus
Bestimmung von o
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v

betrachte den Fixpunkt ¢* von R
an dieser Stelle gilt: ¢*(x) = R(¢*)(X) = ad*(¢*(2))
wissen: ¢*(0) = 1

Ansatz: ¢*(x) =1+ N | c,x21 + O(x2N+2)

v

v

v

v

Einsetzen in die Fixpunkt-Gl. und Ldsen liefert Naherungen fir «
» N=3:a=x —2479,¢1 ~ —1.522,c; ~ 0.073, c3 =~ 0.046
» N=6:a~ —2502897

» vergleiche: a &~ —2.502907875
— Naherung fir N = 6 auf 10~ genau!
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Zusammenfassung
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» Ubergang der Dynamik eindimensionaler Abbildungen f.(x) ins Chaos fir
r — r. via Periodenverdopplung
» Phasenlibergang zwischen nicht-chaotischer und chaotischer Dynamik

» kritischer Punkt: r.
» Auftreten des Attraktors mit Lange 2°° <> unendliche Korrelationsléange

» Abfolge der Periodenverdopplungen (asymptotisch) selbstahnlich

» charakterisiert durch Feigenbaum-Konstanten «, §
> «, ¢ universell fir bestimmte Klassen von Abbildungen

» Phaseniibergang + Selbstéhnlichkeit + Universalitdt — RG-Methoden

» Untersuchung des RG flow ermdglicht sehr gute Naherung von « und
» flir andere Klassen von Abbildungen: andere Werte von « und §
> z.B. quartisches Maximum: a &~ —1.69030297 und ¢ = 7.28486622

19. Juli 2017 | Lara Becker | 10



Ende
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Geschafft!
Fragen?
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RG-Formalismus
Konzept: superstabile Zyklen
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» Lyapunov-Exponent: MaB fiir die
Geschwindigkeit, mit der sich

benachbarte Punkte im Phasen- a5

raum voneinander entfernen
» am Bifurkationspunkt: A = 0 - 57 / -,
» zwischen zwei Bifurkationen: N\ // \/

an einer Stelle \(7,) = —o0 b\ \

— superstabiler Zyklus \\ / u

» Werte 7, konvergieren wie die r, -
mit Rate J gegen r; ~ 3.57

Lyapunov-Exponent der logistischen Abbildung fur r > 3.
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RG-Formalismus
Analysevon R : U — U
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» untersuche dynamisches System
R:U—->U

» nehme zur Vereinfachung an:

» Jd¢* € U so, dass R(¢*) = ¢*
> nur ein EW von R(¢™) relevant
— 0

» Annahmen ermdglichen
VorStellung der Struktur von U Struktur des Raums U/ unter Anwendung von R.
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RG-Formalismus
Bestimmung von 9
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> betrachte die Stelle f,_ € U

> R(f)(X) ~ R(f)(x) +
(r—ro)®y,_ (%o )(x)

> wissen: f,_ e W n {f}
= RUF)(x) = ¢*(x) +
(r = ro) R0 (5| 1o )(X)

> entwickle o(x) = 9

Eigenfunktionen von Ry

lrer in

» flr superstabile Abbildungen:

@*(0) + (Fy — ro)Cs0"5(0) = 0

> (Fn — 10)d" &~ — =2 _ const.

¢s5(0)

Struktur des Raums U/ unter Anwendung von 3.
» die 7, konvergieren mit Rate §

> |dse also Ry« ps5(x) = dps(x)
» N=6:0~ 4.66914
> vergleiche: 6 ~ 4.669201609
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