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Einleitung

Eine zentrale Aufgabe der theoretischen Kernphysik besteht darin, die Eigenschaften
von Atomkernen zu beschreiben und Vorhersagen, zum Beispiel fiir instabile Kerne,
abzuleiten. Bei dem Versuch, diese einfach formulierte Aufgabe zu I0sen, treten jedoch
zwei grundlegende Probleme auf. Zum einen hat die nukleare Wechselwirkung eine
komplexe Struktur, die bis heute noch nicht komplett erforscht ist. Zum anderen kann
das quantenmechanische Vielteilchenproblem nicht exakt gelost werden, das heiBt, es
miissen Naherungsverfahren entwickelt werden.

Idealerweise wiirde man die nukleare Wechselwirkung aus der zugrundeliegenden
Theorie der starken Wechselwirkung, der Quantenchromodynamik, herleiten, aber das
ist bis jetzt noch nicht moglich. Eine recht neue Entwicklung stellt die chirale Wech-
selwirkung dar, die neben einer Zweiteilchenwechselwirkung auch eine Dreiteilchen-
wechselwirkung und weitere héhere Ordnungen liefert. Auf der anderen Seite wurden
im Laufe der letzten Jahrzehnte mehrere sogenannte realistische Potentiale entwickelt,
die teilweise auf der Mesonentheorie und teilweise auf der Phanomenologie der nuklea-
ren Wechselwirkung aufbauen. Eines dieser Potentiale ist das Argonne v1g [1]. Seine
Struktur und einige seiner Eigenschaften werden im ersten Kapitel vorgestellt, da es
als Grundlage fiir diese Arbeit dient.

Zur Losung des quantenmechanischen Vielteilchenproblems wurden zahlreiche Me-
thoden entwickelt. Eine Klasse von Naherungen bilden die sogenannten Mean-Field-
Verfahren. Dabei wird ein einzelnes Nukleon im mittleren Potential aller anderen Nu-
kleonen betrachtet. Bei der Beschreibung von Atomkernen durch Mean-Field-Methoden,
wie das Hartree-Fock-Verfahren, taucht ein grundsatzliches Problem auf. Die Nukleon-
Nukleon-Wechselwirkung erzeugt starke Korrelationen. Dazu gehdren zum einen Zen-
tralkorrelationen, generiert durch eine kurzreichweitige AbstoBung, und zum anderen
Tensorkorrelationen, die durch die Tensorkomponente der nuklearen Wechselwirkung
induziert werden. Aufgrund der Einschrankungen des Hilbertraumes, die zum Beispiel
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Einleitung

bei der Hartree-Fock-Methode gemacht werden, konnen diese Korrelationen nicht be-
schrieben werden. Aus diesem Grund wurde die Methode der unitdren Korrelatoren
entwickelt [2, 3, 4, 5]. Darin werden die kurzreichweitigen Korrelationen explizit durch
eine zustandsunabhangige unitdre Transformation behandelt. Die unitdre Transforma-
tion hat den Vorteil, daB die Korrelationen entweder in die Zustinde oder in die be-
trachteten Observablen eingebracht werden konnen. Mit Hilfe dieser Methode wird aus
einem realistischen Potential eine korrelierte Wechselwirkung konstruiert, die ihrerseits
als Grundlage fiir Kernstrukturrechnungen verwendet werden kann. Die Darstellung
der unitaren Transformation und ihre Eigenschaften sowie die Ableitung der korrelier-
ten Wechselwirkung werden im zweiten Kapitel diskutiert.

Auf der Grundlage dieser korrelierten Wechselwirkung kann die Hartree-Fock-Nahe-
rung auf Kernstrukturrechnungen angewendet werden [6, 7, 8]. Daher wird dieses Ver-
fahren im dritten Kapitel unter Einbeziehung einer allgemeinen Dreiteilchenwechsel-
wirkung abgeleitet. Das Hartree-Fock-Verfahren basiert auf dem Variationsprinzip und
ist gut zur Beschreibung von Grundzustandseigenschaften von Atomkernen geeignet.
Im AnschluB an die Herleitung der Hartree-Fock-Gleichungen werden einige Resultate
gezeigt, die sich aus Rechnungen mit der aus dem Argonne v;g Potential gewonnenen
korrelierten Wechselwirkung, die eine reine Zweiteilchenwechselwirkung ist, ergeben.
Dabei wird eine Reihe von Kernen untersucht, die von *He bis 2°®Pb reichen. Die
Hartree-Fock-Ergebnisse werden als Ausgangspunkt fiir die Vielteilchenstérungstheo-
rie [9] verwendet, die eine einfache Moglichkeit bietet, verbleibende langreichweitige
Korrelationen miteinzubeziehen. Diese Vorgehensweise hat im Gegensatz zu vielen an-
deren Verfahren, zum Beispiel dem No-Core-Schalenmodell, den Vorteil, daB sie iiber
die ganze Nuklidkarte hinweg angewendet werden kann. Es zeigt sich allerdings, daB ei-
ne Zweiteilchenwechselwirkung allein zur Beschreibung der Atomkerne nicht ausreicht.
Am Beispiel von Bindungsenergien und Ladungsradien wird deutlich, daB die Bindungs-
energien gut reproduziert werden, die Ladungsradien aber systematisch kleiner sind als
die experimentellen Werte.

Um die Beschreibung der Atomkerne zu verbessern, wird im vierten Kapitel eine
abstoBende Dreiteilchenwechselwirkung eingefiihrt. Als erster Ansatz wird eine Kon-
taktwechselwirkung gewahlt, die durch zwei Diracsche Deltadistributionen beschrieben
wird. Dies ist zwar keine realistische Darstellung einer Wechselwirkung, hat aber den
Vorteil, daB die Matrixelemente, die fiir alle Rechnungen bendtigt werden, relativ ein-
fach zu berechnen sind. Auf der Grundlage der Hartree-Fock-Rechnungen wird die
optimale Starke der Dreiteilchenwechselwirkung durch Vergleich mit experimentellen
Daten festgelegt. Dabei zeigt sich, daB die Ladungsradien durch Hinzunahme der Drei-
teilchenwechselwirkung optimal wiedergegeben werden konnen.
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Neben den Grundzustanden liefern kollektive Anregungen, die im Rahmen der Ran-
dom Phase Approximation beschrieben werden kénnen [6, 7, 8], wichtige Observablen,
um die Eigenschaften der Wechselwirkung zu studieren. Die Random Phase Approxima-
tion, die auf den Ergebnissen der Hartree-Fock-Rechnungen aufbaut, wird im flinften
Kapitel vorgestellt. Im AnschluB an die theoretische Behandlung der RPA-Gleichungen
wird der EinfluB der Dreiteilchenwechselwirkung auf einige Riesenresonanzen unter-
sucht. Dabei zeigt sich teilweise eine deutliche Verbesserung in der Beschreibung der
untersuchten Moden. Andererseits treten hier erste Hinweise auf die Grenzen der Kon-
taktwechselwirkung auf.

Noch deutlicher sind diese Effekte in den Resultaten der Vielteilchenstérungstheo-
rie. Diese Methode und die Probleme der Kontaktwechselwirkung werden im sechsten
Kapitel behandelt. Zum AbschluB werden im siebten Kapitel einige Moglichkeiten vor-
gestellt, mit denen diese Probleme gelost werden konnen.
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Kapitel 1

Realistische Nukleon-Nukleon-Potentiale

Die Anfange der Kernphysik liegen in der Entdeckung des Neutrons durch James Chad-
wick im Jahr 1932 [10] begriindet. Unmittelbar nach dieser Entdeckung kamen sowohl
Werner Heisenberg [11] als auch Dmitri lwanenko [12] unabhingig voneinander zu
dem SchluB, daB der Atomkern aus Protonen und Neutronen aufgebaut ist und keine
Elektronen enthalt, wie vorher angenommen. Mit dieser Erkenntnis stellte sich sofort
die Frage nach den Kraften zwischen den Kernbausteinen, den Nukleonen. Diese Frage
entwickelte sich zum zentralen Problem der Kernphysik. Es wurden im Laufe der Zeit
verschiedene Ansatze verfolgt, um diese Aufgabe zu Iosen.

Ein entscheidender Schritt war die Formulierung der Mesonentheorie durch Hide-
ki Yukawa im Jahr 1935 [13, 14]. Dieser Theorie zufolge findet die Wechselwirkung
zwischen zwei Nukleonen iiber den Austausch von Mesonen statt, analog zur elek-
tromagnetischen Wechselwirkung, die durch Photonen vermittelt wird. Die Photonen
sind masselose Teilchen, was eine unendliche Reichweite der Wechselwirkung zur Folge
hat. Im Gegensatz dazu sind die Mesonen massebehaftet, womit die Wechselwirkung
auf endliche Reichweiten begrenzt wird. Das leichteste Meson ist das Pion mit ei-
ner Masse von etwa 140 MeV/c? [7]. Damit ergibt sich aus der Comptonwellenlinge
A= % = 1.4 fm die Reichweite der Wechselwirkung, die durch Pionen vermittelt wird.
So kann zum Beispiel der langreichweitige Teil der Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung
durch Ein-Pion-Austausch beschrieben werden und die mittelreichweitige Anziehung
unter anderem durch einen korrelierten Zwei-Pionen-Austausch, wobei hier auch schwe-
rere Mesonen eine Rolle spielen [15].

Die Mesonentheorie erfiillt automatisch eine Anzahl von Symmetrien. Diese Sym-
metrieeigenschaften der nuklearen Wechselwirkung kénnen umgekehrt als Ausgangs-
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Kapitel 1 - Realistische Nukleon-Nukleon-Potentiale

punkt gewahlt werden, um die Operatorform des Nukleon-Nukleon-Potentials abzu-
leiten. Die Wechselwirkung muB bestimmte allgemeine Symmetrien, wie zum Beispiel
Translationsinvarianz, Rotationsinvarianz und so weiter, und einige spezielle Symmetri-
en, zum Beispiel Parititsinvarianz und Ladungsunabhingigkeit, erfiillen [7]. Aufgrund
dieser Bedingungen |aBt sich ein relativ kleiner Satz von Operatoren angeben, die fiir die
Beschreibung der Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung in Frage kommen. Die verbleiben-
den Radialabhangigkeiten enthalten eine Anzahl von Parametern, die durch Anpassung
an experimentelle Resultate festgelegt werden. Potentiale, die insbesondere Nukleon-
Nukleon-Streudaten und Deuteroneigenschaften reproduzieren, heiBen realistische Po-
tentiale. Es gibt verschiedene solcher Potentiale, die zwar fiir Kernstrukturrechnungen
geeignet sind, allerdings fehlt diesen Potentialen eine zugrundeliegende Theorie, auf
der sie aufbauen.

Eine solche tiefergehende Theorie ist die Quantenchromodynamik (QCD). Sie be-
schaftigt sich mit der mikroskopischen Begriindung der starken Wechselwirkung. lhr zu-
folge sind die Nukleonen aus Quarks aufgebaut, die durch den Austausch von Gluonen
miteinander wechselwirken. |dealerweise wiirde die Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung
aus der Quark-Quark-Wechselwirkung hergeleitet, aber das ist bisher (noch) nicht
moglich. Zudem werden die Quark-Freiheitsgrade erst bei sehr kleinen Abstanden be-
ziehungsweise hohen Energien wichtig. Fiir Kernstrukturuntersuchungen ist es daher
eine sinnvolle Naherung, die Substruktur der Nukleonen zu vernachlassigen und die
Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung mit Hilfe von Potentialen zu beschreiben.

Es gibt eine Anzahl unterschiedlicher Potentiale, die die experimentellen Daten mit
gleicher Genauigkeit wiedergeben. Fiir die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten
Kernstrukturrechnungen wird das Argonne v;3 Potential verwendet, das im folgenden
Abschnitt diskutiert wird.

1.1 Das Argonne vig Potential

Zu den wesentlichen Eigenschaften der Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung gehoren eine
kurzreichweitige AbstoBung bei Teilchenabstanden, die kleiner sind als 0.5fm, sowie
eine mittelreichweitige Anziehung im Bereich von 1 — 2fm. Des weiteren enthélt die
Wechselwirkung eine Spin-Bahn-Kraft und eine Tensorkraft. Die Tensorkraft hangt von
der Orientierung der Spins der beiden wechselwirkenden Teilchen ab. Sie ist analog zu
der Kraft zwischen zwei Stabmagneten (siehe Kapitel 2.2).

Das Argonne v13 Potential gehort zu den realistischen Potentialen. Es beschreibt
den langreichweitigen Teil der Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung durch den Ein-Pion-
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1.1 - Das Argonne vig Potential

[ fm]

Abbildung 1.1: Radialabhingigkeiten des Argonne v Potentials fiir den Zentralteil (oben)
und den quadratischen Bahndrehimpulsteil (unten) fiir die vier méglichen Spin-Isospin-
Kanile.

Austausch der Mesonentheorie und die mittel- und kurzreichweitigen Anteile durch
phanomenologische Terme. Des weiteren kommt ein dritter Teil hinzu, der die elektro-
magnetische Wechselwirkung enthalt [1].

Der phanomenologische Anteil des Potentials enthalt fiinf Terme: einen Zentralteil
vgp(r), einen Teil, der proportional ist zum Quadrat des Bahndrehimpulses v (r)12,
einen Spin-Bahn-Teil v5(r)(1-s), einen quadratischen Spin-Bahn-Teil v5%(r)(1-s)? und
einen Tensorteil v, (r)s12, wobei sj5 = r%(al ‘r)(o2 1) — 01 - 09 den Tensoroperator
beschreibt und o; den Spin des i-ten Teilchens. Der Ein-Pion-Austausch liefert Beitrage
zum Zentralteil und zum Tensorteil der Wechselwirkung.

Das Potential enthalt eine Anzahl von Parametern, die den Verlauf der Radial-

abhingigkeiten vi,(r) der einzelnen Anteile bestimmen. Diese Parameter werden durch
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Kapitel 1 - Realistische Nukleon-Nukleon-Potentiale

Anpassung an experimentelle Daten festgelegt. Da die Wechselwirkung zwischen zwei
Nukleonen bestimmt werden soll, werden Daten verwendet, die nach Moglichkeit nur
Informationen liber diese Zweiteilchenwechselwirkung enthalten und keine Anteile ei-
ner moglichen Drei- oder Mehrteilchenwechselwirkung. Aus diesem Grund bieten sich
einerseits die Eigenschaften des Deuterons, des einzigen gebundenen Zweinukleonen-
systems, und andererseits Resultate aus Nukleon-Nukleon-Streuexperimenten an.
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Abbildung 1.2: Radialabhingigkeiten des Argonne v1g Potentials fiir den Spin-Bahn-Teil
(oben links), den quadratischen Spin-Bahn-Teil (oben rechts) und den Tensorteil (unten) fiir
die verschiedenen Spin-Isospin-Kanile.

Bei dem Argonne v,5 Potential werden die Parameter durch Anpassung an die Ei-
genschaften des Deuterons und an Streudaten sowohl aus Proton-Proton- und Neutron-
Proton-Streuung als auch aus niederenergetischer Neutron-Neutron-Streuung bestimmt.
Durch dieses Vorgehen wird zum Beispiel im Gegensatz zu einigen anderen Potentia-
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1.1 - Das Argonne vig Potential

len erreicht, daB die Streuphasen aller genannten Streuungen sehr prazise beschrieben
werden [1].

In den Abbildungen 1.1 und 1.2 sind die Radialabhingigkeiten vi(r) der oben
aufgefiihrten Terme fiir die einzelnen Spin-Isospin-Kanile dargestellt. Bei einem Ge-
samtspin S = 0 liefern nur der Zentralteil und der quadratische Bahndrehimpulsteil
Beitrage. Bei dem Tensorteil wurde zu dem phanomenologischen Term der Anteil des
Ein-Pion-Austausches dazuaddiert, so daB die Radialabhadngigkeit des kompletten Ten-
sorteils aufgetragen ist.

Das Argonne v;5 kann mit Hilfe von 18 Operatoren beschrieben werden (daher die
Bezeichnung v15) [1]. Davon sind 14 Operatoren ladungsunabhéangig, das heiBt, es wird
nicht unterschieden, ob jeweils zwei Protonen, zwei Neutronen oder Proton und Neu-
tron miteinander wechselwirken. Offensichtlich ist die Coulombwechselwirkung nicht la-
dungsunabhangig, aber hier werden nur die Eigenschaften der starken Wechselwirkung
behandelt. Diese 14 Operatoren bilden das Argonne vy, Potential [16], den Vorganger
des Argonne vig. Beim Argonne vig werden einige Terme hinzugefiigt, die die Sym-
metrie der Ladungsunabhangigkeit der starken Wechselwirkung brechen und dadurch
die Ubereinstimmung mit Streudaten verbessern. Es gibt einen ladungsabhingigen Teil
mit drei Operatoren, das bedeutet, daB zwar die Wechselwirkung zwischen zwei Proto-
nen identisch zu der zwischen zwei Neutronen ist, aber sie unterscheidet sich von der
Wechselwirkung zwischen Proton und Neutron. SchlieBlich gibt es noch einen Teil, der
einen Operator enthalt und schwach die Ladungssymmetrie bricht. Dieser Term un-
terscheidet also auch zwischen der Wechselwirkung zwischen zwei Protonen und zwei
Neutronen.
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Kapitel 2

Die Methode der unitaren Korrelatoren

Durch die Entwicklung realistischer Potentiale ist es moglich geworden, in der Kern-
struktur sogenannte ab initio Rechnungen durchzufiihren, bei denen keine weiteren
Naherungen nétig sind. Allerdings ist dieser Weg sehr rechenaufwendig, wie zum Bei-
spiel das No-Core-Schalenmodell zeigt. Daher konnen mit dieser Methode nur kleine
Kerne mit Massenzahlen A < 16 behandelt werden [17]. Das Ziel ist nun, diese Kern-
strukturuntersuchungen auf die ganze Nuklidkarte zu erweitern und dabei moglichst
nahe am Prinzip der ab initio Methoden zu bleiben. Eine Méglichkeit, auch schwere
Kerne zu beschreiben, bietet die Hartree-Fock-Methode (siehe Kapitel 3). Dabei wird
der Grundzustand eines Kerns durch eine einzelne Slaterdeterminante beschrieben. Das
Problem, das bei diesem Ansatz auftaucht, ist, daB3 eine Slaterdeterminante die starken
kurzreichweitigen Korrelationen, die durch das realistische Nukleon-Nukleon-Potential
hervorgerufen werden, nicht beschreiben kann. Auch eine Uberlagerung von mehreren
Slaterdeterminanten reicht hier nicht aus. Um dieses Problem zu 16sen, wird die Metho-
de der unitdren Korrelatoren (Unitary Correlation Operator Method, UCOM) eingefiihrt
[2, 3, 4, 5]. Darin werden die kurzreichweitigen Korrelationen explizit behandelt, in-
dem sie dem Anfangszustand durch eine zustandsunabhangige, unitare Transformation
aufgepragt werden:

|T) = C|W) . (2.1)

Dabei ist C der zustandsunabhangige, unitare Korrelationsoperator, durch dessen An-
wendung auf den Zustand |U) der korrelierte Zustand |¥) gebildet wird, der die kurz-
reichweitigen Korrelationen enthalt. Dieser korrelierte Zustand ist nicht mehr durch
eine Slaterdeterminante darstellbar.



Kapitel 2 - Die Methode der unitaren Korrelatoren

Die Berechnung von Matrixelementen eines Operators O mit korrelierten Zustanden
ist dquivalent zur Berechnung dieser Matrixelemente mit unkorrelierten Zustanden und
statt dessen korreliertem Operator O [2, 3, 4, 5]:

(T|O[¥') = (¥|CTOC|W') = (¥|O[W') . (2.2)
Dabei ergibt sich der korrelierte Operator aus der Ahnlichkeitstransformation
O =ctoc =c'ocC. (2.3)

Da es sich bei dem Korrelator C um einen unitaren Operator handelt, ist die Darstellung
mit korrelierten Zustanden aquivalent zu der mit korrelierten Operatoren. Daher kann
je nach Anwendung die giinstigere Moglichkeit ausgewahlt werden.

Im Rahmen dieser Transformation werden zwei Korrelationsarten behandelt. Zum
einen gibt es starke kurzreichweitige Zentralkorrelationen, die aus der kurzreichweitigen
AbstoBung der nuklearen Wechselwirkung resultieren (vgl. Abbildung 1.1). Zum ande-
ren hat die Tensorkraft der Wechselwirkung starke Tensorkorrelationen zur Folge. Diese
Tensorkorrelationen haben sowohl kurzreichweitige als auch langreichweitige Anteile.
Mit dem Korrelationsoperator wird nur der kurzreichweitige Teil behandelt, worauf in
Abschnitt 2.4 noch genauer eingegangen wird.

Aufgrund dieser zwei verschiedenartigen Korrelationen wird auch der Korrelations-
operator in zwei Teile aufgespalten [5, 17]:

C=CoC, , (2.4)

wobei C,. den unitdren Zentralkorrelator beschreibt und Cq den unitdren Tensorkorre-
lator.

Der EinfluB der erwahnten Korrelationen ist bereits am Beispiel des Deuterons deut-
lich zu erkennen [5, 17, 18]. Der Gesamtspin des Deuterons betrdgt S = 1. Auf der
linken Seite von Abbildung 2.1 ist die spinprojizierte Zweiteilchendichteverteilung fiir
den Fall dargestellt, daB die magnetische Spinquantenzahl Mg = 0 betragt, das be-
deutet, daB die Spins der beiden Nukleonen antiparallel zueinander ausgerichtet sind.
Die Oberfliche ist bei einer Dichte von 0.005 fm ™ eingezeichnet. Die rechte Seite der
Abbildung zeigt die Dichteverteilung des Deuterons fiir den Fall, daB die Spins der
Nukleonen parallel zueinander stehen, also Mg = +1. In beiden Fallen ist die Wahr-
scheinlichkeit, beide Nukleonen am gleichen Ort zu finden, sehr gering, da sie durch
die abstoBenden Zentralkorrelationen voneinander entfernt werden. Die Tensorkorrela-
tionen hangen von der Orientierung der Spins ab. Sie fiihren dazu, daB sich im Fall von
antiparallelen Spins die maximale Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir das zweite Teilchen

8



Mg =0 Mg = +1
ST+ [11)) 111, [11)

PR
L%

2
PRILERRL
NN,

Abbildung 2.1: Zweiteilchendichteverteilung des Deuterons. Die Oberflache zeigt eine Dichte
von 0.005fm 3. Die Dichteverteilung wurde auf die beiden Moglichkeiten von antiparallelen
Spins (links) beziehungsweise parallelen Spins (rechts) projiziert (aus [17]).

in einem Torus um das erste Teilchen konzentriert, dagegen bildet sich bei parallelen
Spins eine Art Hantel aus.

Allein an diesem Beispiel ist zu erkennen, daB diese Korrelationen einen wesent-
lichen Beitrag zu den Eigenschaften der Kerne liefern und es daher sinnvoll ist, sie
explizit zu behandeln. Da es sich bei den hier verwendeten Korrelatoren um unitare
Operatoren handelt, kdnnen sie als Exponentialfunktion eines hermiteschen Generators
G geschrieben werden [3, 17]:

Cr = e*iGr:exp{—ing’j}

1<j

Cq = e% = exp{—iZgQ,ij} .

i<j

(2.5)

Dabei werden die Generatoren G durch Zweiteilchenoperatoren dargestellt, da es sich
bei den zu beschreibenden Korrelationen um Zweiteilchenkorrelationen handelt. Die
Form der Generatoren g, und g wird durch die Struktur der Korrelationen festgelegt.
Die Darstellung der Korrelatoren wird fiir den Zentralkorrelator in Abschnitt 2.1 und
fiir den Tensorkorrelator in Abschnitt 2.2 diskutiert. AnschlieBend wird auf die Spin-
Isospin-Abhangigkeit der Korrelatoren eingegangen (Abschnitt 2.3) und eine wichtige
Eigenschaft von korrelierten Operatoren, die Clusterentwicklung, behandelt (Abschnitt
2.4). Danach werden in Abschnitt 2.5 die korrelierte Wechselwirkung Vycom und in
Abschnitt 2.6 ihre Zweiteilchenmatrixelemente bestimmt. SchlieBlich wird noch auf die
Bestimmung der Korrelationsfunktionen eingegangen (Abschnitt 2.7).



Kapitel 2 - Die Methode der unitaren Korrelatoren

2.1 Der Zentralkorrelator

Die kurzreichweitige AbstoBung im Zentralteil der nuklearen Wechselwirkung verhin-
dert, daBB der Abstand zwischen jeweils zwei Nukleonen zu klein wird. Das hat zur Folge,
daB die Zweiteilchendichteverteilung bei kleinen Teilchenabstanden ein Loch aufweist.
Dieses Korrelationsloch kann jedoch mit Hilfe von einfachen Mean-Field-Zustanden,
wie zum Beispiel Slaterdeterminanten bei der Hartree-Fock-Methode, nicht reprodu-
ziert werden. Um diese kurzreichweitige AbstoBung in die Mean-Field-Zustande ein-
zubringen, wird der Zentralkorrelator so konstruiert, daB zwei Nukleonen in radialer
Richtung voneinander entfernt werden, sobald ihr Abstand zu klein wird [2, 3].

Radiale Verschiebungen werden durch den Radialteil des Relativimpulses q = %(pl—
p,) der beiden Teilchen generiert:

1 r r
i L. 2.
qr 2((1 r+r Q), (6)

wobei r = x; — X5 den Teilchenabstand beschreibt. Zusatzlich muB die Verschiebung
abstandsabhangig sein, denn je kleiner ihr Abstand ist umso weiter miissen die Teilchen
voneinander entfernt werden. Und wenn der Teilchenabstand bereits groB genug ist, soll
der Korrelator nicht mehr wirken. Zu diesem Zweck wird die Verschiebungsfunktion s(r)
eingefiihrt, liber die die Abstandsabhangigkeit der Verschiebung definiert wird. Damit
kann der Generator des Zentralkorrelators in hermitescher Darstellung folgendermaBen
geschrieben werden [2, 3:

g = 5 (s()ar +a:5(0)) (2.7)

Als Beispiel wird im folgenden der Zentralkorrelator im Zweiteilchenraum auf eine
Zweiteilchenwellenfunktion |U) = |®) @ |¢) angewendet. Der Korrelator wirkt nicht
auf den Schwerpunktanteil |®), sondern nur auf die Relativwellenfunktion |¢). Die
Anwendung des Generators liefert in Ortsdarstellung

rleder = =i(572 + s il
o 9
= _17’ e 5(7’)5 ry/s(r) (rle) . (2.8)

Im Zweiteilchenraum ist der Zentralkorrelator durch ¢, = exp{—ig,} gegeben. Daraus
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2.2 - Der Tensorkorrelator

ergibt sich
1 d
lele) = exp = str) 5 VAT )
= - 1(@ exp{ - s(r)%} ry/ s(r) (rle) , (2.9)

wobei die letzte Zeile folgt, wenn die Exponentialfunktion als Reihe ausgeschrieben
wird [2, 3].

Diese Darstellung legt es nahe, eine Koordinatentransformation s(’r’)% — a% durch-
zufiihren. Diese Transformation liefert als Ergebnis [2, 3]

(rlee) = R_(r) (R-(r)=l¢) - (2.10)

Das bedeutet, daB die Anwendung des Korrelationsoperators ¢, zu einer normerhal-
tenden Koordinatentransformation » — R_(r)” fiihrt. Dabei werden die Funktionen
R_(r) und ihre Inverse R, (r) Korrelationsfunktionen genannt. Sie sind mit der Ver-
schiebungsfunktion s(r) iiber folgende Beziehung verkniipft:

+(7)
/TR % 41 (2.11)

Auf die Bestimmung des Verlaufs der Korrelationsfunktionen wird in Abschnitt 2.7
eingegangen.
Aus der ersten Ordnung der Taylorentwicklung

Ri(r)=r=+s(r)+... (2.12)

wird ersichtlich, daB die Nukleonen fiir s(r) < r gerade um s(r) voneinander entfernt
werden, wenn sie sich vorher im Abstand r zueinander befanden [3]. Damit wurde also
die gewiinschte abstandsabhangige Verschiebung durchgefiihrt.

2.2 Der Tensorkorrelator

Die Tensorkraft der nuklearen Wechselwirkung fiihrt zu starken Korrelationen zwischen
den Spins oy und o5 von zwei Nukleonen und ihrer relativen raumlichen Orientierung.
Diese Art der Wechselwirkung ist in Abbildung 2.2 anschaulich dargestellt. Die Zahlen
geben Werte fiir die Tensorwechselwirkungsenergie Vi = — (2 (o1-1)(02:7)—(01-02))
an [17, 18]. Fiir den Fall von antiparallel zueinander ausgerichteten Spins (links) ist eine

11



Kapitel 2 - Die Methode der unitaren Korrelatoren

(b)

Abbildung 2.2: Veranschaulichung der Tensorwechselwirkung fiir (a) antiparallele Spins und
(b) parallele Spins. Die Zahlen geben Werte fiir die Tensorwechselwirkungsenergie Vp an
(aus [17]).

Ausrichtung der Spins senkrecht zu ihrer Verbindungsachse 7 energetisch am giinstigs-
ten. Parallele Spins (rechts) richten sich dagegen entlang ihrer Verbindungsachse aus.
Die Tensorwechselwirkung ist also analog zur magnetischen Wechselwirkung zwischen
zwei Dipolen.

Um diese Tensorkorrelationen in den Anfangszustand einzubauen, werden die Nu-
kleonen senkrecht zu ihrer Verbindungsachse verschoben. Radiale Verschiebungen wer-
den durch den Radialteil des Relativimpulses generiert (siehe Abschnitt 2.1), dazu
senkrechte Verschiebungen durch den verbleibenden Winkelteil des Relativimpulses:

r 1

QQ:q—;Qr:@(IXF—I‘Xl), (2.13)

wobei I = r x q den Bahndrehimpulsoperator bezeichnet. Zusammen mit den Spinope-
ratoren o; und o, wird hieraus ein Tensorgenerator konstruiert, der den komplexen
Zusammenhang zwischen den Spins und ihrer relativen raumlichen Orientierung wie-
dergibt [5, 17]:

3
go = 50(1)[(01-dg)(02 - 1) + (01 - 1) (02 - qo)] = V(r)si2(rdq) - (2.14)
Dabei hat der Tensoroperator allgemein die folgende Form [19]:

sio(a, b) = ;[(0'1 -a)(o2-b)+ (o1 -b)(oy-a)] — %(0'1 -oy)(a-b+b-a). (2.15)

12
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Abbildung 2.3: Konstruktion einer realistischen Deuteronwellenfunktion durch Anwendung
der unitaren Korrelatoren. Auf die unkorrelierte Anfangswellenfunktion (a) wird der Zentral-
korrelator mit der Korrelationsfunktion (d) angewendet. Dies fiihrt zu der Wellenfunktion
(b), auf die der Tensorkorrelator mit der Korrelationsfunktion (e) wirkt. Das Ergebnis (c) ist
eine realistische Deuteronwellenfunktion mit D-Wellenbeimischung (aus [17]).

Daraus wird ersichtlich, daB der neu eingefiihrte Tensoroperator sy5(r, qg,) die gleiche
Struktur hat wie der gewdhnliche Tensoroperator sj5 = r%(o-l ‘r)(oy-r)—0- 09 =
s12(%, T). Die Tensorkorrelationsfunktion 1)(r) gibt analog zu s(r) die Starke und radiale

T

Abhangigkeit der Transversalverschiebung an.

Zur lllustration wird nun der Tensorkorrelator cq = exp{—igq} auf einen Zweiteil-
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Kapitel 2 - Die Methode der unitaren Korrelatoren

chenzustand angewendet. Dazu wird ein Zustand |p; (LS).J) verwendet, dessen Einteil-
chenbahndrehimpulse und -spins zu einem Gesamtbahndrehimpuls L beziehungsweise
Gesamtspin S gekoppelt sind. Diese sind wiederum zu einem Gesamtdrehimpuls J
gekoppelt. Als Beispiel werden die Quantenzahlen des Deuterons eingesetzt: L = 0,
S =1und J = 1. Die Anwendung des Tensorkorrelators liefert in Ortsdarstellung [17]

(Plealw; (01)1) = cos(3v20(r)) (rlp; (01)1)

§snEVaI) (rle: (21)1) (210

Das bedeutet, daB der korrelierte Zustand eine Uberlagerung aus dem modifizierten
L = 0 Zustand und einem L = 2 Zustand ist, wobei der Anteil der L = 2 Beimischung
durch die Korrelationsfunktion () festgelegt wird.

In Abbildung 2.3 werden die Wirkungen des Zentralkorrelators und des Tensor-
korrelators noch einmal zusammengefaBt. Feld (a) zeigt eine einfache, unkorrelierte
Wellenfunktion des Deuterons mit Bahndrehimpuls L = 0. Die Anwendung des Zen-
tralkorrelators fiihrt zu der Wellenfunktion (b), die bereits das Korrelationsloch bei klei-
nen Teilchenabstinden aufweist. Der Verlauf der Korrelationsfunktion ist in Feld (d)
dargestellt. Um die Aufenthaltswahrscheinlichkeit aus dem Zentralbereich nach aus-
sen zu schieben, muB die Korrelationsfunktion bei sehr kleinen Abstinden eine groBe
Amplitude aufweisen und nach auBen hin schnell abfallen. Die anschlieBende Anwen-
dung des Tensorkorrelators liefert eine D-Wellenbeimischung (Feld (c)) und damit eine
realistische Deuteronwellenfunktion. In Feld (e) ist zu sehen, daB die Tensorkorrela-
tionsfunktion sehr langreichweitig ist, was eine langreichweitige D-Wellenbeimischung
zur Folge hat [17].

2.3 Spin-Isospin-Abhangigkeit

Die Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung kann auf die vier verschiedenen Spin-Isospin
(ST') Kanile projiziert werden [1]. Dies ist eine niitzliche Darstellung, da zum Bei-
spiel die Spin-Bahn-Kraft und die Tensorkraft nur Beitrdge zu den S = 1 Kanailen
liefern. Es ist daher naheliegend, auch die Generatoren des Zentralkorrelators und des
Tensorkorrelators in diese Anteile zu zerlegen [17, 18]:

g=> gorllsr (2.17)
ST
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2.4 - Clusterentwicklung

wobei [Ig7 auf den ST-Unterraum projiziert. Damit gilt fiir die Korrelatoren im Zwei-
teilchenraum:

¢ = exp{—ig} = exp{—i Y gerllor} = Y exp{—igsr}llsr = » corllsr .
ST ST ST

(2.18)
Das bedeutet, daB die Korrelatoren fiir die einzelnen Spin-Isospin-Kanale getrennt be-
handelt werden konnen.

2.4 Clusterentwicklung

Der Korrelationsoperator C im Vielteilchenraum ist als Exponentialfunktion einer Sum-
me liber Zweiteilchenoperatoren definiert. Das bedeutet, daB der Korrelationsoperator
selbst und alle korrelierten Operatoren O irreduzible Anteile von Operatoren mit héher-
er Teilchenzahl enthalten [5, 17, 18]. Ein korrelierter Operator kann folgendermaBen
zerlegt werden:

O=CloC=0M+0 4+ 0B 4. | (2.19)

wobei O einen irreduziblen n-Teilchenoperator bezeichnet. In einer orthonormalen
Einteilchenbasis {|k)} mit |k) = al|0) lassen sich die irreduziblen Operatoren rekursiv
darstellen [5, 18]:

O = S (k[CrOCIK Yajar = > (kO|K )ajay | (2.20)
kK kK
- 1 ~
o = < D alkr, ko CTOC — Ok, KS) af af aggan (2.21)
o
1 n—1
Al 1 _ Ol g !
O = G 2 el k|00 =3O, .. ),
W -
xal al a 2.22

Dabei deutet der Index a an, daB es sich um antisymmetrisierte Zustande handelt. Das
bedeutet, daB bei jeder Ordnung der sogenannten Clusterentwicklung die Beitrage aller
vorangegangenen Ordnungen abgezogen werden miissen.

Wenn es sich bei dem Operator O um einen k-Teilchenoperator handelt, so ver-
schwinden in der Clusterentwicklung alle irreduziblen Beitrdge mit n < k. Daraus
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Kapitel 2 - Die Methode der unitaren Korrelatoren

folgt, daB zum Beispiel die korrelierte Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung aus einem ir-
reduziblen Zweiteilchenoperator, einem Dreiteilchenoperator und so weiter aufgebaut
ist.

Die Beitrage der irreduziblen Operatoren nehmen mit steigender Ordnungszahl ab.
Da bereits die Berechnung der dritten Ordnung recht aufwendig ist, ware es wiinschens-
wert, alle Beitrage jenseits der zweiten Ordnung zu vernachlassigen. Dies fiihrt zu der
sogenannten Zweiteilchenndherung:

52 — Ol 4 B2 (2.23)

Diese Naherung ist gerechtfertigt, wenn die Dichte des betrachteten Systems klein
ist und die Reichweiten der beiden Korrelatoren hinreichend kurz [17, 18]. Wenn die
Korrelatorreichweite groBer wird als der mittlere Teilchenabstand, so erhoht sich die
Wahrscheinlichkeit, daB sich mehr als zwei Teilchen gleichzeitig im Korrelationsvolumen
aufhalten. Dann liefern auch hohere Ordnungen wesentliche Beitrage zur Clusterent-
wicklung.

Fiir den Zentralkorrelator ist diese Bedingung automatisch erfiillt, da er lediglich
die kurzreichweitige AbstoBung der nuklearen Wechselwirkung behandelt. In Abbildung
2.3(d) ist zu sehen, daB die Reichweite des Zentralkorrelators kleiner ist als der mittle-
re Teilchenabstand, der bei Sattigungsdichte 1.8 fm betragt. Dagegen ist der Tensor-
korrelator sehr langreichweitig, wie in Abbildung 2.3(e) gezeigt. Hier ist allerdings die
Korrelationsfunktion fiir den Fall des Deuterons dargestellt. In groBeren Kernen kdnnen
sich die Tensorkorrelationen zwischen zwei Nukleonen nicht iliber so groBe Abstinde
ausbilden, da sich dann mehr als zwei Nukleonen im Korrelationsvolumen aufhalten
und eine effektive Abschirmung bewirken [17]. Das bedeutet, daB die Reichweite des
Tensorkorrelators sinnvoll begrenzt werden kann und somit die Zweiteilchennaherung
(2.23) giiltig ist.

2.5  Korrelierte Wechselwirkung

Durch Anwendung der in Abschnitt 2.1 und 2.2 bestimmten Korrelationsoperatoren
wird im folgenden die korrelierte Wechselwirkung Vycom bestimmt, die sich aus dem
Argonne v;5 Potential ergibt. Der korrelierte Hamiltonoperator im Zweiteilchenraum

f= T4V = Tl 4l 4 12 (2.28)

setzt sich zusammen aus der unkorrelierten kinetischen Energie TH = T, sowie der
korrelierten kinetischen Energie T und der korrelierten Zweiteilchenwechselwirkung
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VI [17, 19]. Die erste Ordnung der kinetischen Energie TI! ist gleich der unkorrelier-
ten kinetischen Energie T, da es sich bei den Generatoren der Korrelationsoperatoren
um Zweiteilchenoperatoren handelt, die keine Wirkung auf den Einteilchenteil von Ein-
teilchenoperatoren haben (siehe Gleichung (2.20)). Die korrelierte kinetische Energie
und die korrelierte Zweiteilchenwechselwirkung bilden zusammen die korrelierte Wech-
selwirkung Vycowm:

H=T+ T +VE =T+ Vycom . (2.25)

Die kinetische Energie kann zerlegt werden in einen Schwerpunktanteil t.,, der von
den Korrelatoren nicht beeinfluBt wird, und einen Relativteil t,o, der wiederum in einen
Radial- und einen Winkelterm aufgespalten wird:

1/, I
T = tem + trel = tem + 6 +to = tem + — q, + =] (226)
m T

Dabei bezeichnet m die Nukleonenmasse.
Der ladungsunabhangige Teil des Argonne v;g Potentials kann folgendermaBen ge-
schrieben werden (vgl. Kapitel 1.1) [1]:

Vo= ) {ugr(r) + oG ()P sy
ST

2.27
+ > {vp()sio +oE()(1-s) + o (1) (1- )" iy 220

wobei ITgr auf Spin S und Isospin T" projiziert. Mit dem Projektionsoperator Ilg, der
auf den Spinraum projiziert, und dem Tensoroperator si2(a, b) aus Gleichung (2.15)
kann der quadratische Spin-Bahn-Term in

2 1 1
(1-8)? = 21T — —(1-8) + —s1o(1, 1) (2.28)
3 2 6
umgeschrieben werden [17].
Um die korrelierte Wechselwirkung zu bestimmen, werden zunachst die auftreten-
den Operatoren korreliert. Dazu miissen die Operatoren r, 2,1, (1-s), 515 und s35(1, 1)

betrachtet werden.

Tensorkorrelierte Operatoren

In einem ersten Schritt wird der Tensorkorrelator ¢ = exp{—ign} auf die Operatoren
angewendet. Um die Ahnlichkeitstransformation c}zOcQ auszuwerten, kann die Baker-
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Kapitel 2 - Die Methode der unitaren Korrelatoren

Campbell-Hausdorff-Beziehung

2

cf,0cq = exp{iga} O exp{—iga} = O +i[ga, O] + %[gn, [0, O] +...  (2:29)

verwendet werden [17, 19].

Die einzigen Operatoren, die nach der Transformation exakt in geschlossener Form
angegeben werden konnen, sind der Abstandsoperator r und der quadratische Re-
lativimpuls ¢?. Fiir alle anderen bendtigten Operatoren liefert die Baker-Campbell-
Hausdorff-Entwicklung eine unendliche Reihe. Der Abstandsoperator r kommutiert mit
dem Generator g, das bedeutet, daB r unter Tensorkorrelationen invariant ist:

chreg =1 (2.30)

Fiir den quadratischen Relativimpuls g? bricht die Kommutatorentwicklung nach der
ersten Ordnung ab und liefert als Ergebnis

chalca = @ — [V (1)qr + @9 (1)]s12(r, dg) + (¥ (1)s12(r, qg))?
= q; — [V'(t)ar + @0 (1)]s12(r, dq) + 99'(r)*[s* + 3(1-s) + (1-8)7] .
(2.31)

Bei den verbleibenden vier Operatoren muB die gesamte Baker-Campbell-Hausdorff-

Entwicklung ausgewertet werden. In der ersten Ordnung treten folgende Kommutatoren
auf [17, 19]:

8o, 1] = W(r)(2 S1z2(do, ap)) (2.32)

(g, (1-8)] = 1W(r)(=S12(dq; go)) (2.33)
[gQ, 812] = 119(1")(—241_.[1 — ]_8(1 . S) + 3812) (234)

2o, s12(LD] = 10(r)(7 812(d0, d0)) - (2.35)

Dabei wurde die Abkiirzung

1
S12(dg, do) = 2r°s12(dg, dg) + s12(1,1) — 512 (2.36)

eingefiihrt. Der Operator S15(qq, ) kommt in der ersten Ordnung der Entwicklung
neu hinzu. In der zweiten Ordnung muB dann der Kommutator [gq, S12(qq, dq)] be-
rechnet werden, der wiederum einen neuen Operator generiert und so weiter. Um eine
geschlossene Darstellung der tensorkorrelierten Operatoren zu erhalten, wird die Anzahl
der neu auftretenden Operatoren begrenzt. Fiir diese wird dann die gesamte Baker-
Campell-Hausdorff-Entwicklung berechnet [17].
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Abbildung 2.4: Wirkung des Tensorkorrelators auf den Tensorteil des Argonne v1g Potentials
im S = 1,7 = 0 Kanal. (a) Radialabhingigkeiten des unkorrelierten (gestrichelt) und des
korrelierten (durchgezogen) Tensorteils sowie neue Beitrage im Zentralteil (b) und im Spin-
Bahn-Teil (c), die durch Anwendung des Tensorkorrelators generiert werden (aus [17]).

Um die Wirkung des Tensorkorrelators zu veranschaulichen, wird er auf den Ten-
sorteil des Argonne v1g Potentials im S = 1,7 = 0 Kanal angewendet. Das Ergebnis
ist in Abbildung 2.4 dargestellt. In Feld (a) sind die unkorrelierte (gestrichelt) und die
korrelierte (durchgezogen) Radialabhingigkeit des Tensorteils aufgetragen. Zusatzlich
werden neue Beitrdge zum Zentralteil und zum Spin-Bahn-Teil des Potentials erzeugt,
deren Radialabhangigkeiten in den Feldern (b) und (c) dargestellt sind. Das bedeutet,
daB ein Teil der Tensoranziehung auf andere Operatorkanile iibertragen wird [17].

Zentral- und tensorkorrelierte Operatoren

Auf die tensorkorrelierten Operatoren muB anschlieBend noch der Zentralkorrelator an-
gewendet werden, um die vollstandige Transformation zu erhalten. Wie in Abschnitt
2.1 gezeigt wurde, kann die Wirkung des Zentralkorrelators auf eine Zweiteilchenwel-
lenfunktion durch eine normerhaltende Koordinatentransformation dargestellt werden.
Dies kann auf die korrelierten Operatoren iibertragen werden, so daB diese exakt be-
stimmt werden konnen. Dafiir ist es nicht notwendig, die Baker-Campbell-Hausdorff-
Entwicklung auszuwerten.

Der zentralkorrelierte Abstandsoperator r wird durch die Korrelationsfunktion R (r)
(siehe Abschnitt 2.1) beschrieben:

clre, = Ry () . (2.37)
Dariiber hinaus transformiert sich eine beliebige Funktion von r wie folgt [19]:

ot f()e, = flelre,) = F(R(1)) - (2.38)
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Kapitel 2 - Die Methode der unitaren Korrelatoren

Auf diese Weise lassen sich zum Beispiel die Radialabhangigkeiten der Zweiteilchen-
wechselwirkung korrelieren: clvi,(r)c, = vi (R, (1)).

Fiir die Komponenten des Relativimpulses ergibt sich nach Anwendung des Zen-
tralkorrelators [17]

Cj« rCp = bzw. ci qoCr =

VE® VR

und fiir den quadratischen Radialteil erhalt man

1 1 o, 2 1 TRi(r)*  RY(r)
. - . 2.40
e {H(F%+%RHN}+Mﬂ®423MP (2.40)

Dabei fallt auf, daB zusatzlich zum impulsabhangigen Teil ein lokales Potential erzeugt
wird.

Alle anderen Operatoren, die in der Zweiteilchenwechselwirkung auftreten (12,
(I-s),s12 und s12(1,1)) sowie alle Operatoren, die bei Anwendung des Tensorkorrelators
durch die Baker-Campbell-Hausdorff-Entwicklung generiert werden (S12(qq,dq), ---),
sind invariant unter der Ahnlichkeitstransformation des Zentralkorrelators.

Korrelierte Wechselwirkung

Aus den Beziehungen der vorangegangenen Unterabschnitte lassen sich die Ausdriicke
fiir die korrelierte kinetische Energie E?] = cicgtchcr —t, und Eg} = cicthchr —to
sowie fiir die korrelierte Zweiteilchenwechselwirkung Vi = cichchr direkt ablesen.
Die korrelierte Wechselwirkung Vycom kann ebenso wie die unkorrelierte Zweiteilchen-

wechselwirkung in Operatorform dargestellt werden [17, 19]:
1 r r ~
Vucom = Z{UST( )+ Q[qug( r)q; + gy (1)] + 56 (1) P Hlgr
+ Z{v )(1-8) + 04 (r)s1o + 08 (r)s12(1, 1) (2.41)

+ 50 (r)S12(dgs dg) + - - - Hir

Dabei deuten die Punkte an, daB hier nicht alle Operatoren, die durch die Baker-
Campbell-Hausdorff-Entwicklung generiert werden, aufgeschrieben wurden.

Die Existenz dieser Operatordarstellung ist wesentlich fiir einige Vielteilchen-
modelle, die nicht auf einfachen Basen, wie zum Beispiel harmonischen Oszillator-
zustanden oder ebenen Wellen, aufgebaut sind. Dariiber hinaus kénnen ohne groBen
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Aufwand verschiedene Observablen untersucht werden. Es miissen lediglich alle Ope-
ratoren konsistent transformiert werden [19]. Die Anwendung der Korrelatoren auf
Observablen wie zum Beispiel quadratische Radien, Dichten, Impulsverteilungen oder
Ubergangsmatrixelemente verliuft analog zur Transformation der Wechselwirkung.

Eine wesentliche Eigenschaft der korrelierten Wechselwirkung Vycom liegt in der
kurzen Reichweite der Korrelationsoperatoren begriindet. Bei der unitdaren Transfor-
mation bleiben die asymptotischen Eigenschaften einer Zweiteilchenwellenfunktion un-
verandert. Das bedeutet, daB die Streuphasen der unkorrelierten Zweiteilchenwechsel-
wirkung erhalten bleiben [17, 19]. Durch die Anwendung der unitaren Transformation
erhalt man also wiederum ein realistisches Potential, das als Ausgangspunkt fiir Kern-
strukturrechnungen verwendet werden kann. Dieses neue Potential hat den Vorteil, daB
es die kurzreichweitigen Korrelationen bereits enthalt.

2.6 Korrelierte Matrixelemente

Nachdem im letzten Abschnitt die Operatordarstellung der korrelierten Wechselwirkung
abgeleitet wurde, sollen nun ihre Zweiteilchenmatrixelemente berechnet werden. Dazu
werden allgemeine Relativzustande |n(LS)JM T My) mit der Radialquantenzahl n,
dem Bahndrehimpuls L, Spin S, Gesamtdrehimpuls J, M und Isospin T'; M verwendet.
Die Matrixelemente haben daher die Gestalt [19]

Die folgenden Berechnungen sind unabhangig von der gewahlten Basis, es miissen
lediglich die Drehimpulse wie in Gleichung (2.42) gekoppelt werden. Der Schwerpunkt-
anteil der Zustande wird hier nicht behandelt, da er invariant unter Anwendung der
unitaren Korrelatoren ist. Dariiber hinaus werden hier nur die ladungsunabhangigen
Terme der Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung betrachtet. Daher hangen die Matrix-
elemente nicht von den Projektionsquantenzahlen M und My ab, die im folgenden
weggelassen werden.

Fiir die Berechnung der Matrixelemente kann die korrelierte Wechselwirkung in
Operatordarstellung eingesetzt werden. Fiir diese Darstellung wurde allerdings die Baker-
Campbell-Hausdorff-Entwicklung nach einem bestimmten Kriterium begrenzt (siehe
Abschnitt 2.5). Diese Naherung kann bei der Berechnung von Matrixelementen umgan-
gen werden. Im Gegensatz zur korrelierten Wechselwirkung konnen die Matrixelemente
exakt angegeben werden. Dazu wird der Tensorkorrelator auf die Zweiteilchenzustande
angewendet und der Zentralkorrelator weiterhin auf die Operatoren. Daraus folgt, daB
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die Reihenfolge der Korrelatoren vertauscht werden muB [19]:
C:[C}L)OCQCT = (C:[CI)CT)CIOCT(CICQCT) = égc;[Ocrég ) (2.43)
Dabei ist der zentralkorrelierte Tensorkorrelator durch
¢q = clcqe, = exp{—iI(R, (1))s12(r, qq)} (2.44)

gegeben.

Der Tensorkorrelator wirkt nur auf Zustande mit Spin S = 1. Der Bahndrehimpuls
L kann daher die Werte J — 1,.J oder J + 1 annehmen. Die Zustinde mit L = J
bleiben bei Anwendung des Tensorkorrelators ¢ unverandert [19]:

Ea|n(JS)JT) = |n(JS)JT) . (2.45)

Fiir Zustande mit L = J & 1 generiert der Tensorkorrelator Beimischungen mit AL =
+2:

Coln(J F1,1)JT) = cosf,(r)|n(J T1,1)JT)

o (2.46)
+ sindy(r)|n(J £1,1)JT) ,

wobei die Abkiirzung
0;(r) =3/ J(J + 1)9(R.(r)) (2.47)

verwendet wurde.
Der Hamiltonoperator ist durch

H=twm+t +tq+V (2.48)

gegeben, wobei fiir die Zweiteilchenwechselwirkung V wiederum das Argonne vig3 Po-
tential eingesetzt wird. Daraus folgt, daB die Matrixelemente der Operatoren ¢2, 1%, (1-
s),s12 und sjo(1,1) bestimmt werden miissen.

Zunichst werden alle Operatoren auBer q? betrachtet. Sie treten jeweils in der Form
v(r)O auf, wobei v(r) die Radialabhiangigkeit des unkorrelierten Potentials beschreibt.
Bei den diagonalen Matrixelementen mit . = L/ = J wirkt nur der Zentralkorrelator.
In Ortsdarstellung ergibt sich [19]:

(n(JS)JT|cl clo(r)Oc,éqln’ (JS)JT)
= /dr wp () s (r) o(r) ((JS)JT|O|(JS)JT) . (2.49)
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Dabei beschreibt o(r) = v(R,(r)) die korrelierte Radialabhingigkeit und w,(r) =
7, (r) den Radialteil der Relativwellenfunktion. Fiir die diagonalen Matrixelemente
mit L = L' = J F 1 ergibt sich

(n(J F1,1)JT|chclo(r)Oc,éqln’(J T 1,1)JT)
= [ (s () 50)
x{cos?0,(r) (J F1,1)JT|O|(J T 1,1)JT)

+ sin?0,(r) ((J £1,1)JT|O|(J £1,1)JT)
+ 2 cosfy(r) sinfy(r) (JF1,1)JT|O|(J £1,1)JT)} .

(2.50)

Analog lassen sich die auBerdiagonalen Matrixelemente mit L = JF1und ' = J+1
berechnen:

(n(J T 1,1)JT|chclo(r)Oc,éqln’(J £ 1,1)JT)
= /dr u;‘LJjFl(r)un/Jil(r) o(r)

x{cos?0;(r) ((J F1,1)JT|O|(J £ 1,1)JT) (2.51)

— sinG,(r) ((J £1,1)JT|O|(J F1,1)JT)

T cosf(r) sinf,(r) ((J F1,1)JT|0|(J F1,1)J7T)

+ sinf; (r) cosfy(r) (J £+ 1,1)JT|O|(J £1,1)JT)} .
Das bedeutet, daB einerseits die Integrale liber die Radialwellenfunktionen und ande-
rerseits die Matrixelemente der Operatoren O mit den Drehimpulszustianden berechnet
werden miissen. Dabei stellt sich heraus, daB die auBerdiagonalen Matrixelemente auf

der rechten Seite der Gleichungen (2.50) und (2.51) nur fiir den Standardtensoropera-
tor O = s, Beitrage liefern [19].

Fiir den Radialteil des Relativimpulses kann die gesamte unitdre Transformation
auf den Operator angewendet und exakt ausgewertet werden. Als erstes wirkt der
Tensorkorrelator auf den Operator [19]:

chu(r)aien = v(r)q} = ()0 (1) + a0 (1)]si2(r, do) + v (0)[0' (1)s12(r, )
(2.52)
AnschlieBend wird der Zentralkorrelator angewendet und fiihrt auf folgende diagonale
Matrixelemente mit L = L/ = J:
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(n(JS)JT|ctehv(r)eqe,|n'(JS)JT)
= [ar {u;J(T)un/J(T) {@(T) wlr) =7 (0) '

(2.53)
]' * ! 1% 17(7“)
Sl (s 1)+ s O s
wobei die Abkiirzung
/! 2 /1

w(r) = AR (r)} - 2R, (r)3

eingefiihrt wurde [19]. Dieser Term tritt bei Anwendung des Zentralkorrelators auf ¢?
auf (siehe Gleichung (2.40)). Wie zuvor haben die Tensorkorrelationen keinen EinfluB
auf diese Matrixelemente. Fiir die diagonalen Matrixelemente mit L = L' = J F 1
ergibt sich

(n(J T 1,1)JT|clchvr)q?eqe, |0/ (J F1,1)JT)
= [ {usm ) [o0) wlo) + 5098072 - 70

1 N " 1% 17(7“)
— [ (1)t g (1) + “"JjFl(T)u”/”l(T)]W} '

R (r)
fﬂ@J (2.55)

Und schlieBlich lauten die auBerdiagonalen Matrixelemente mit L = J F 1 und L' =
J+E1

(n(J T 1,1)JT|clchv(r)Peqe, |n(J £1,1)JT)

= i/dr [UZJ:H(T)U/ruJﬂ(T) —u;ijFl(r)un/Jﬂ(r)]76(T)957(T) (2.56)

R (r)

Aus diesen Beziehungen konnen nun die Matrixelemente fiir alle Beitrage zur korrelier-
ten Wechselwirkung (2.48) konstruiert werden.

2.7 Bestimmung der Korrelationsfunktionen

Bisher wurden die Korrelationsfunktionen R, (r) und 9J(r) nur formal verwendet. Im
folgenden geht es darum, wie die optimalen Korrelationsfunktionen — und damit die
optimalen Korrelatoren — bestimmt werden konnen. Es gibt zwei Moglichkeiten, die
Korrelationsfunktionen festzulegen. Die erste Moglichkeit besteht darin, einen Ver-
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suchszustand durch Variation des Korrelators an einen exakten Zustand anzupassen
[4]. Bei der anderen Moglichkeit, die hier verwendet wird, wird eine Energieminimie-
rung im Zweiteilchensystem durchgefiihrt [19, 4]. Dazu wird der Zustand c|y) als
Variationsansatz fiir den Grundzustand betrachtet. Es wird gefordert, daB der Korre-
lator nur EinfluB auf den kurzreichweitigen Teil des Zustandes hat. Langreichweitige
Korrelationen werden durch den Zustand selbst beschrieben. Beide Methoden liefern
sehr dhnliche Ergebnisse.

Die Korrelationsfunktionen R, (r) und ¥(r) werden fiir jeden Spin-Isospin-Kanal ge-
trennt festgelegt. Die unkorrelierte Radialwellenfunktion sollte keine kurzreichweitigen
Korrelationen enthalten, da diese durch die unitaren Korrelatoren behandelt werden.
Aus diesem Grund wird eine Streuldsung ¢, (1) ~ ¥ mit der Energie 0 verwendet [19].
Dabei wird fiir jeden Kanal der Streuzustand mit dem niedrigsten Bahndrehimpuls L
ausgewahlt, der aus Symmetriegriinden erlaubt ist. Die Korrelationsfunktionen, die die
Starke und Radialabhangigkeit der Korrelatoren festlegen, werden durch Parametrisie-
rungen mit drei Variationsparametern «, 3,y beziehungsweise «, 3,7 dargestellt [19].
Sie werden durch einen doppelt exponentiellen Abfall in ihrer Reichweite beschrankt.
Fiir die Zentralkorrelationsfunktion gibt es zwei Ansatze

Ri(r) = r+ a(%)nexp{ - exp(%)} , (2.57)
RY(r) = 7’+a<1—exp{§})exp{ —exp(%)}, (2.58)

bei denen fiir jeden Kanal die Funktion verwendet wird, die die niedrigere Energie liefert.
Die Tensorkorrelationsfunktion wird durch folgende Parametrisierung beschrieben:

I(r) = a <1 - exp{%})exp{ — exp <%) } . (2.59)

S T | Param. a [fm] B [fm] v [fm] n
0 O IT 0.7971 1.2638 0.4621 -
0 1 I 1.3793 0.8853 - 0.3724
1 0 I 1.3265 0.8342 - 0.4471
1 1 IT 0.5665 1.3888 0.1786 -

Tabelle 2.1: Parameter der Zentralkorrelationsfunktion R (r) fiir die verschiedenen Spin-
Isospin-Kanile.
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In Tabelle 2.1 sind die Parameter der Zentralkorrelationsfunktion fiir die einzelnen
Kanale aufgelistet. Der Reichweitenparameter wurde dabei auf I, = 0.1 fm* gesetzt.
Tabelle 2.2 gibt die Parameter der Tensorkorrelationsfunktion wieder. Dabei werden die
Werte fiir die Reichweiten angegeben, die fiir die folgenden Berechnungen verwendet
werden.

7| 15" [fm] o 3 [ fm] ¥ [fm]
0 0.09 536.67 1.2608 1000.0
0 0.15 495.99 1.4610 1000.0
0 0.20 450.67 1.6081 1000.0
0 0.30 408.40 1.8240 1000.0
0 0.40 370.62 2.0083 1000.0
1 0.00 0.0 1.0 1.0

1 0.05 -0.0463 2.6004 0.9983
1 0.10 -0.0353 3.4349 0.4997

Tabelle 2.2: Parameter der Tensorkorrelationsfunktion 9(r) fiir die im folgenden verwendeten
Reichweiten.

In den beiden S = 0 Kanalen wirkt nur der Zentralkorrelator. Da der Zweiteilchen-
zustand antisymmetrisch sein muB, ist fiir S = 0,7 = 0 der niedrigste Bahndrehimpuls
L=1und fir S=0,T=1ist L =0. Fiirden S = 0,7 = 1 Kanal kann die Ener-
gieminimierung ohne Probleme durchgefiihrt werden. Fiir S = 0,7 = 0 ist dagegen
das Potential rein abstoBend (siehe Abbildung 1.1). Das hat zur Folge, daB die Kor-
relationsfunktion R, (r) sehr langreichweitig wird. Um dies zu verhindern, wird der
Reichweitenparameter

In, — / dr 1R (r) — 1) (2.60)

eingefiihrt [19]. In Ubereinstimmung mit den anderen Kanilen wird sein Wert auf
Ir, = 0.1fm* gesetzt.

In den S = 1 Kanilen werden die Korrelationsfunktionen R (r) und ¥(r) gleich-
zeitig bestimmt. Fiir S = 1 und T = 0 ist der niedrigste Bahndrehimpuls L = 0. Im
S =1,T = 1 Kanal ist L = 1, das bedeutet, daB der Gesamtdrehimpuls J zu den
Werten 0,1 und 2 gekoppelt werden kann. Daher wird zur Energieminimierung eine
Uberlagerung dieser drei Moglichkeiten verwendet [19].
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Abbildung 2.5: Optimale Korrelationsfunktionen. Links: Zentralkorrelationsfunktionen fiir
die Spin-lsospin-Kandle (S,7) = (0,1)(-—-—- ), (1,0)( ), (0,0)(------- ) und
(1,1)(— — =) (aus [19]). Rechts: Tensorkorrelationsfunktionen fiir 7' = 0 (oben) mit den
Reichweitenparametern 11(910) = 0.09fm?3,0.15fm?,0.20 fm? und fiir T = 1 (unten) mit den
Reichweitenparametern Ién) = 0.01fm3,0.05fm?,0.10 fm?. Die Pfeile zeigen in die Richtung
von zunehmender Reichweite.

Wie bereits erwahnt, haben die Tensorkorrelationen im Zweiteilchensystem einen
langreichweitigen Charakter (siehe Abschnitt 2.4). Mit dem Tensorkorrelator sollen
jedoch nur die kurzreichweitigen Korrelationen behandelt werden, da anderenfalls die
Zweiteilchenniherung der Clusterentwicklung (2.23) nicht mehr giiltig ist. Dariiber
hinaus hangen die langreichweitigen Korrelationen stark von dem betrachteten Kern
ab. Die unitaren Korrelatoren sollen aber zustandsunabhangig sein. Daher wird analog
zur Zentralkorrelationsfunktion der Reichweitenparameter

Iy = /dr r29(r) (2.61)

eingefiihrt, durch den das Korrelationsvolumen begrenzt werden kann [19].
In Abbildung 2.5 (links) sind die optimalen Zentralkorrelationsfunktionen fiir die
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einzelnen Kanile dargestellt. In den geraden Kanilen (S = 0,7 =1und S = 1,7 = 0)
fallen die Korrelationsfunktionen schnell ab. Dagegen sind sie in den ungeraden Kanalen
(S=0,T=0und S =1,T = 1) deutlich schwacher und etwas langreichweitiger, da
hier die Zentrifugalbarriere bereits verhindert, daB der Abstand zwischen zwei Teilchen
zu klein wird.

Die Tensorkorrelationsfunktionen sind in Abbildung 2.5 (rechts) fiir verschiedene
Werte des Reichweitenparameters aufgetragen. Die Pfeile deuten in die Richtung von
zunehmender Reichweite. Fiir 7" = 1 sind die Tensorkorrelationen deutlich schwacher
als fir T' = 0, daher sind auch die Werte fiir das Korrelationsvolumen [y kleiner.
Auf die Zentralkorrelationsfunktionen hat die Wahl der Tensorkorrelatorreichweite nur
einen minimalen EinfluB. Die optimalen Reichweiten der Tensorkorrelatoren kdnnen
im Zweiteilchensystem noch nicht bestimmt werden. Sie werden erst in Kapitel 4.2
diskutiert. In Abbildung 2.5 sind einige der Werte fiir die Reichweitenparameter ]7(910)
und Iém dargestellt, die in Kapitel 4.2 betrachtet werden.
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Kapitel 3

Die Hartree-Fock-Methode

Die Hartree-Fock-Methode wurde urspriinglich fiir Berechnungen in der Atombhiille an-
gewendet. Dort bewegen sich die Elektronen einerseits in einem mittleren Potential,
das von dem Atomkern erzeugt wird. Andererseits muB die Wechselwirkung der Elek-
tronen untereinander beriicksichtigt werden. Um dieses Verfahren auf den Atomkern
ibertragen zu konnen, muB aus der Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung ein mittleres
Einteilchenpotential abgeleitet werden [6]. Dazu wird zundchst in Abschnitt 3.1 das
Ritzsche Variationsverfahren diskutiert. Auf dieser Grundlage werden in Abschnitt 3.2
die allgemeinen Hartree-Fock-Gleichungen hergeleitet. AnschlieBend wird gezeigt, wie
die Hartree-Fock-Methode in Verbindung mit der Methode der unitaren Korrelatoren
angewendet werden kann (Abschnitt 3.3). In Abschnitt 3.4 werden dann einige Ergeb-
nisse dargestellt, die sich aus Rechnungen mit der reinen Zweiteilchenwechselwirkung
ergeben und die die Notwendigkeit einer Dreiteilchenwechselwirkung belegen.

3.1 Das Ritzsche Variationsverfahren

Variationsverfahren werden in zahlreichen Gebieten der Physik angewendet. So 13Bt
sich zum Beispiel in der Quantenmechanik zeigen, daB die Schrodingergleichung

H|V) = E|T) (3.1)
aquivalent ist zu der Variationsgleichung
SE[|W)] = E[|¥) + |0W)] — E[[W)] =0, (3.2)
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wobei die Energie
(V[H|W)
Bl = (3)
(VW)
als Funktional des Zustandes |W) betrachtet wird [6, 7, 8]. Der Zustand |0W) ist eine
beliebige infinitesimale Variation des Anfangszustandes | V).

Wird der Zustand |¥) zum Beispiel in einer beliebigen Basis {|i)} entwickelt:

7

so 1aBt sich die Variation durch
6W) = deild) (3.5)

ausdriicken, wobei |d¢;| < 1.
Die Variation des Energiefunktionals liefert

I = <TT‘P>{<5\P‘H|‘I’>+<‘I"H|5‘I’>—%(@\PWHODM\B))}
1
— W{<5W\H|\I'>+<\I/\H|5\I!>—E(<5\11|\If>+<\11\5\p>)}_ (3.6)

Dabei wurden Terme hoherer Ordnung in |0W) vernachldssigt, da es sich um eine
infinitesimale Variation handelt ((0¥|0¥) < 1). Die Variation des Energiefunktionals
soll stationar sein (Gleichung (3.2)), daher folgt aus (3.6)

(SU|H — E|U) + (U[H — E|§T) = 0. (3.7)

Der Zustand | ) ist im allgemeinen komplex, daher kann die Variation unabhangig fiir
den Realteil und fiir den Imaginarteil durchgefiihrt werden. Dies ist aquivalent dazu,
iber den Ket |0W) beziehungsweise iiber den Bra (0¥| zu variieren. Da |dW) beliebig
ist, kann ebensogut i|0W) eingesetzt werden [6, 7, 8]. Die Variation liefert dann

—i(0U|H — E|V) +(¥|H — E|6¥) =0 . (3.8)
Zusammen mit (3.7) ergibt sich daraus
(SU[H — E[W) = 0. (3.9)

Diese Gleichung muB fiir beliebige Variationen |§W) erfiillt sein, daher folgt hieraus die
Schrédingergleichung (H — E)| W) = 0. Das bedeutet, daB fiir jeden Eigenwert E des
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Hamiltonoperators die Variation des Energiefunktionals  E[|¥)] um den zugehdrigen
Eigenzustand |¥) stationar ist. Fiir den Grundzustand besitzt F[|W)] ein absolutes
Minimum, fiir die angeregten Zustande sind es im allgemeinen Sattelpunkte [7, 8].

Bis zu diesem Punkt sind alle Gleichungen exakt. In der Praxis wird allerdings nicht
mit dem allgemeinsten Zustand | W) variiert, sondern es werden mathematisch einfache
Versuchszustande verwendet. Sobald die exakte Losung nicht mehr in der Menge der
Versuchszustande enthalten ist, liefert das Variationsverfahren eine genaherte Lésung.

Das Variationsverfahren ist insbesondere zur Approximation des Grundzustands ge-
eignet. Der Energieerwartungswert E|[|W)] eines beliebigen Zustandes |¥) ist immer
groBer oder gleich der exakten Grundzustandsenergie [6, 7, 8]:

E[|¥)] > E - (3.10)

Dies ist das Ritzsche Variationsverfahren. Es 138t sich leicht beweisen, wenn der Zustand
|W) in der Eigenbasis {|n)} des Hamiltonoperators entwickelt wird:

(@) =) culn)  mit  Hln) = Euln) . (3.11)

Damit lautet der Energieerwartungswert

E c’:lcm<n\H|m) Z ‘CnPEn Z |Cn‘2EO
El¥)] = = ==

> —Fp . (3.12)
> lenl? > lenl? > lenl?

Dabei wird vorausgesetzt, daB die Energieeigenwerte aufsteigend sortiert sind: Ey <
Ei<FE,<...

Das bedeutet, daB zur Naherung des Grundzustands lediglich eine Minimierung
des Energieerwartungswertes unter Variation des Versuchszustandes durchgefiihrt wer-
den muB. Zusatzlich liefert der Satz von Ritz ein Kriterium dafiir, welcher von zwei
Versuchszustanden den Grundzustand besser approximiert. Je niedriger der Energie-
erwartungswert E[|U)] eines Zustandes ist, umso groBer ist sein Uberlapp mit dem
exakten Grundzustand.

3.2 Das Hartree-Fock-Verfahren

Bei der Hartree-Fock-Methode wird das Variationsverfahren auf ein System aus A
Fermionen angewendet [6, 7, 8]. Dabei wird der Versuchszustand durch eine einzelne

Slaterdeterminante
|®) = alal .. al|0) (3.13)
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beschrieben. Zur Minimierung des Energieerwartungswertes E[|®)] werden die A be-
setzten Einteilchenzustinde |;.) = af |0) variiert. Diese Einteilchenzustinde werden in
einer vollstindigen, orthogonalen Rechenbasis {|x;)} mit |x;) = c/|0) entwickelt:

lok) =D Dulxi)  bzw.  al =) Dyc/ . (3.14)
=1 =1

Dabei beschreibt D eine unitdre Transformation, da beide Basen vollstandig und or-
thogonal sind [6]. Fiir die Rechenbasis {|x;)} kdnnen beispielsweise die Eigenzustinde
des harmonischen Oszillators oder ebene Wellen verwendet werden.

Eine besondere Eigenschaft von Slaterdeterminanten ist, daB sie bis auf eine Phase
invariant sind unter unitdren Transformationen, die innerhalb der besetzten Zustande
stattfinden [6, 7, 8]. Das heiBt, daB keine eindeutige Beziehung zwischen der Slater-
determinante |®) und den Einteilchenzustanden |gy) existiert. Die Slaterdeterminan-
te wird lediglich durch einen Einteilchenunterraum beziehungsweise durch den Projek-
tionsoperator ') auf diesen Unterraum festgelegt. Es liegt daher nahe, anstelle der Re-
chenbasis {|y;)} die Einteilchendichtematrix, die durch die Matrixelemente (x;|o™|x)
definiert ist, fiir die Variationsrechnung zu verwenden. Diese Matrixelemente lassen sich
durch die Entwicklungskoeffizienten ausdriicken:

1
951’) = <X1|Q(1)|X1/> = ((I)|C;f,cl|q>>

0o A
= > DiDjy(®lal,a5|®) = > DDy . (3.15)
k=1

kK

Dabei gilt das letzte Gleichheitszeichen, weil Q(l) in der Basis der a,t diagonal ist und
die Eigenwerte 1 fiir besetzte und 0 fiir unbesetzte Zusténde hat [6]. Die Einteilchen-
dichtematrix einer Slaterdeterminante ist hermitesch und idempotent:

(eNT=0o"  und (M) =Y (3.16)

Aus (3.15) folgt, daB die Entwicklungskoeffizienten Dy, die Variationsparameter dar-
stellen.

Um zu der Aufgabe der Energieminimierung zuriickzukehren, wird zunachst der
Hamiltonoperator in der Rechenbasis dargestellt:
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H = Ztaa clca
+1 3 v CTCZCI;Ca
4 - ab,ab (317)
ab
1 B telet
+36 ‘/abcabc CaCpCcleCpla -
abe
Dabei sind
taa = (Xal Tlxa) (3.18)
die Einteilchenmatrixelemente der kinetischen Energie,
2
Vs = alxaxolV xaxs)a (3.19)

die antisymmetrisierten Zweiteilchenmatrixelemente der Nukleon-Nukleon-Wechsel-
wirkung und
3
Va(bc),aBE - a<XaXbXC|V(3)|X&XBXE>a (3.20)
die antisymmetrisierten Dreiteilchenmatrixelemente einer Dreiteilchenwechselwirkung.
Damit ergibt sich der Energieerwartungswert zu [6, 7, 8|

Zta@ (®|cfca|®)

2)
E Va(b - (®|cfclepea|®)
ab
ab

1 o
3—2 abcabc (®|c! cb clcacpea| ®)

abce
abe

Z taa Z ab, ab ab ab 31_6 Z V:z(sc),&I;E Q((i?li))é,abc ’ (321)

abe
abe

wobei 0® und ¢ die Zwei- beziehungsweise Dreiteilchendichtematrix bezeichnen. Da
es sich bei dem Zustand |®) um eine Slaterdeterminante handelt, kdnnen die Zwei- und
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die Dreiteilchendichtematrix durch die Einteilchendichtematrix ausgedriickt werden:

2 1 1 1 1

Oy = a0y — 04 0} (3.22)
3 1 1 1 1 1 1 1
0% e = b0y ol + 0% ) ol + 0 ol ok

—04 0 0l — 08 ol olh) — ol ol o)) . (3.23)

Damit [aBt sich die Energie als Funktional der Einteilchendichtematrix schreiben:

Z taa Qaa + Z ab ab aa be + Z abc abC Qaa be) Qgc) ° (324)

abe
abe

Die Variation des Energiefunktionals lautet unter Vernachlassigung der Terme, die
quadratisch in 6o sind [7, 8]

SE[oV] = § :taa 305,
0 (1) 5,0
+ ab V(008 0l + o) sol))

)

+= Z ) e 00k 0l o) + ofoal) ol + ol ol 50l2)

abc
abe

_ Z{tuﬁz i o) + Z abcabc o\ ol }59 . (3.25)

aa

Die Wechselwirkungsterme in diesem Ausdruck lassen sich formal mit dem eingangs
geforderten Einteilchenpotential, das von der Einteilchendichtematrix abhangt, identi-

fizieren:
o0

1 )
Uaa[Q( )] Z abab bb + Z abcabc % ' (326)

bb

Zusammen mit diesem Potential ergeben sich d|e Matrixelemente des Einteilchenha-

miltonoperators
ha&[g(l)] = taa + Ua&[g(l)] . (327)

Die Variationsgleichung lautet dann

Zh )50 (3.28)
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3.2 - Das Hartree-Fock-Verfahren

Dabei muB beriicksichtigt werden, daB die variierte Einteilchendichtematrix o) + 5o
immernoch eine Slaterdeterminante beschreibt. Daher muB sie idempotent sein: (o) +
§0M)2 = o) + 50N Daraus ergeben sich die Bedingungen [6, 7, 8]

Mo oM =0 und (1—oM)soM (1 — M) =0. (3.29)

In der Hartree-Fock-Basis ist die Einteilchendichtematrix diagonal, das heiBt, sie verbin-
det nur besetzte Zustande miteinander. Damit die Bedingungen (3.29) erfiillt sind, darf
die Variation 60" daher nur zwischen besetzten und unbesetzten Zustinden erfolgen.

Als Ergebnis der Variationsrechnung erhalt man schlieBlich die allgemeinste, basi-
sunabhangige Form der Hartree-Fock-Gleichungen [6, 7, 8]:

[h[o™] M) =0 (3.30)

Das bedeutet, daB der Einteilchenhamiltonoperator

W1 =" a)hro®

o

=

(3.31)

und der Einteilchendichteoperator
= > habely (xil (332)
w

eine simultane Eigenbasis besitzen.
Anstelle dieser allgemeinen Kommutatorgleichung kann auch das Eigenwertproblem
des Einteilchenhamiltonoperators

h[o™M][er) = exlier) (3.33)

gelost werden [6, 7, 8]. Dabei bezeichnet {|py)} die Hartree-Fock-Basis, die bereits zu
Beginn dieses Abschnitts eingefiihrt wurde. Nach der Transformation in die Rechenbasis
{Ix:)} (siehe Gleichung (3.14)) ergibt sich

Z h'aa D ak — EkDak . (334)

Einsetzen des Einteilchenhamiltonoperators (3.31) und der Einteilchendichtematrix
(3.15) liefert schlieBlich die Hartree-Fock-Gleichungen in Basisdarstellung:

o9 A
Z {t‘w + Z Z Va(anbDbZDbz +5 Z Z ‘/a(lfc abcDbZDbl Déj DZJ }Dak = ekDak

a i=1 pp Zj 1 bc

fir k=1,2,...,A. (3.35)
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Da der Einteilchenhamiltonoperator selbst von der Einteilchendichtematrix abhangt, ist
dies ein nichtlineares Eigenwertproblem fiir die Einteilchenenergien ¢; und die Entwick-
lungskoeffizienten Dy. In der Praxis werden die Hartree-Fock-Gleichungen durch ein
iteratives Verfahren geldst. Das heiBt, es werden die Dy, geraten, daraus wird h[o(")]
berechnet und anschlieBend Gleichung (3.35) gelost. Das liefert neue Dy, und so weiter.
Diese Schritte werden wiederholt, bis die Losung konvergiert ist.

Die Naherung fiir den Grundzustand wird aus der Slaterdeterminante der niedrigsten
A Einteilchenzusténde des Einteilchenhamiltonoperators gebildet:

IHF) = |®) = alal...al|0) . (3.36)

Die Energie des Grundzustands betragt [6, 7, 8]

E[|HF)] = (HF|H|HF)
A 1 A
= D (@ilTled +5 D oleis VO 0igs)a
i=1 ij=1
1 A
+g > aleioienl VO oipion)a
i,5,k=1
A 1 A
- ZEZ 2 Z o{pis| Ve |0i%))a
=1 i,7=1
1 A
zgk:l

Die Grundzustandsenergie ist damit nicht gleich der Summe iiber die Einteilchenener-
gien.

3.3 Hartree-Fock mit der korrelierten
Wechselwirkung

Nachdem die Hartree-Fock-Gleichungen im letzten Abschnitt allgemein hergeleitet wur-
den, wird nun ihre Anwendung auf die korrelierte Wechselwirkung diskutiert. Der
korrelierte Hamiltonoperator besteht aus der kinetischen Energie T, der korrelierten
Wechselwirkung Vycom und der Dreiteilchenwechselwirkung V®). Von der kinetischen
Energie wird der Schwerpunktanteil T, abgezogen. Dies fiihrt zu dem intrinsischen
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3.3 - Hartree-Fock mit der korrelierten Wechselwirkung

Hamiltonoperator [20]
Hipt = T — Tem + Vucom + V® = Tine + Vycom + V. (3.38)

Die intrinsische kinetische Energie T;,: 1Bt sich durch den Zweiteilchenrelativimpuls g
ausdriicken:

|nt - Z qz] ’ (339)

z<]
wobei m die mittlere Nukleonenmasse bezeichnet. Der intrinsische Hamiltonoperator
) = Tipe+ Vucom und

ist folglich zusammengesetzt aus einem Zweiteilchenoperator H; . =

dem Dreiteilchenoperator V)

Als Rechenbasis fiir das Hartree-Fock-Verfahren werden die Eigenzustande des har-
monischen Oszillators |nljmm;) mit der Radialquantenzahl n, dem Bahndrehimpuls /,
dem Gesamtdrehimpuls 7, m und der Projektionsquantenzahl des Isospins m; verwen-
det. Im folgenden wird angenommen, daB die betrachteten Kerne spharisch symme-
trisch sind. Dann lassen sich die Einteilchenzustande der Hartree-Fock-Basis folgen-
dermaBen darstellen [20]:

|vljmmy) = Z Cwlmme) |nlimmy) . (3.40)

n

Bei spharischer Symmetrie tragen zu der Entwicklung der Hartree-Fock-Zustande nur
Oszillatorzustande mit gleichem [, j und m bei. Des weiteren werden nur Kerne mit
abgeschlossenen Schalen betrachtet. Das bedeutet, daB die Entwicklungskoeffizienten
colamme) _ clime) oo gewshlt werden kénnen, daB sie nicht von der Projektionsquan-
tenzahl m abhangen. Diese Entwicklungskoeffizienten sind die Variationsparameter fiir
die Minimierung des Energieerwartungswertes.
In dieser Darstellung lauten die Hartree-Fock-Gleichungen (3.34):
Z Iy, l]mt C(Vl]mt = gWlime) gvigme) (3.41)

n

Dabei sind die £(*%/¢) die Einteilchenenergien der Hartree-Fock-Zustinde. Die Matrix-
elemente des Einteilchenhamiltonoperators

(l]mt ljmt l/J my) (// +)

Uj'mj n'n’/

1 B)(Ugme, '3 mi 1" 5" my)  (I'5'm), 15 ml)
500 2 2 Ve o7 QT (3 42)

l/j/m; l//j//mg n/n//ﬁ/n
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Kapitel 3 - Die Hartree-Fock-Methode

Limg ' i'm/ . . .
(LmeIJm) Jes Zweiteilchenanteils

nn nn

setzen sich zusammen aus den Matrixelementen H

des Hamiltonoperators und den Matrixelementen Vnn SWZ;ZJ M) der Dreiteil-
chenwechselwirkung. Die Einteilchendichtematrix ist durch
Q%mt) — ZO(Vljmt)c’r%”ljmt)*CT(LVljmt) (3.43)

v

gegeben, wobei O™ die Anzahl der besetzten magnetischen Unterzustinde in der
jeweiligen Schale angibt [20]. Fiir abgeschlossene Schalen gilt OWJ™) = 25 + 1.
Die m-gemittelten, antisymmetrisierten Matrixelemente des Zweiteilchenanteils

Hl(ft) = Tint + Vucom des Hamiltonoperators lassen sich folgendermaBen schreiben
[20]:

" = e
(27 +1)(25" +1)

Z(nljmmt,n'l'j mmt|H \alimmy, 7'l'j'm'm.) |

(3.44)
Alternativ konnen die Einteilchendrehimpulse zu einem Gesamtdrehimpuls gekoppelt
werden:

H(ljmfll/j/m;) _ Z (2J+ 1) . %
/ (

nn',nn . y
ar 27+ 1)(277+ 1)

x{nlj,n'l'y’"; JTMT\H

T )2
M~

(3.45)
|nlj, n'l''s JTMz) .

int

Dabei ist c( o

/ ];T) ein Clebsch-Gordan-Koeffizient, der zur Kopplung bezie-
hungsweise Entk0|:;p|ung von Drehimpulsen dient (siehe Gleichung (4.9)).

Die Berechnung der Matrixelemente wurde in Abschnitt 2.6 behandelt. Allerdings
wurden dort LS-gekoppelte Matrixelemente betrachtet und hier werden jj-gekoppelte
bendtigt. In der Basis des harmonischen Oszillators kann die Transformation zwischen
den beiden Kopplungsarten mit Hilfe der sogenannten Talmi-Moshinsky-Transformation

[21, 22] und einigen Drehimpulsumkopplungen durchgefiihrt werden [20]:

<n1l1.]17 n2l2j27 JT‘Hmt |nlll.]17 n2l2j27 JT) = \/<2j1 + 1)<2j2 + 1)(2.71 + 1)(2.75 + 1)
i Iy L ol L
X2 2.2 2.0 4% 5 Spys 3 S | |
LL'S NA vx VX j o S S J g S J
Jr g2 )\ g2 J
X (NA, wA Il nola, L) (NA, VN i nbly, L) (—1) {1 — (=1)+5+7)
x(2j+1)2S+1)(2L+1)(2L" + 1) (v ()\S)‘]T|Hmt V(N S)jT) . (3.46)

[\

AN L AN L

N[
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3.4 - Ergebnisse der Hartree-Fock-Rechnungen

Dabei treten 65 und 95 Symbole [23] sowie die Oszillatorklammern ((...|...)) auf, auf
die hier nicht niher eingegangen wird [24, 25].

Die Berechnung der Matrixelemente der Dreiteilchenwechselwirkung wird in Kapitel
4 diskutiert.

3.4 Ergebnisse der Hartree-Fock-Rechnungen

In diesem Abschnitt werden einige Resultate aus den Hartree-Fock-Rechnungen mit
der reinen Zweiteilchenwechselwirkung diskutiert. Als erstes Beispiel sind in Abbil-
dung 3.1 die Bindungsenergien pro Nukleon (oben) und Ladungsradien (unten) einiger
Kerne dargestellt. Die ausgewihlten Kerne reichen von *He bis 2°®Pb und besitzen
abgeschlossene Protonen- und Neutronenschalen. Die schwarzen Balken zeigen die ex-
perimentellen Werte und die drei anderen Kurven geben die Resultate fiir verschiedene
Werte des Tensorkorrelationsvolumens wieder: 11(910) = 0.08fm?*,0.09 fm® und 0.10 fm?.
Die Bindungsenergien sind iiber den ganzen Bereich hinweg zu klein, das heiBt, die
Kerne sind zu schwach gebunden. Ebenso sind die Ladungsradien systematisch kleiner
als die experimentellen Werte.

Die Abweichungen der Bindungsenergien von den experimentellen Werten lassen
sich dadurch erklaren, daB mit Hilfe der unitaren Korrelatoren nur die kurzreichweitigen
Korrelationen beschrieben werden. Die Tensorkorrelationen haben allerdings auch lang-
reichweitige Anteile, die einen EinfluB auf die Bindungsenergien haben [20]. Dariiber
hinaus wurden sowohl die Dreiteilchenbeitrage der Clusterentwicklung als auch die ge-
nuine Dreiteilchenwechselwirkung vernachlassigt. Die Reichweite des Tensorkorrelators
wird so gewahlt, daB sich diese beiden Dreiteilchenbeitrage zu moglichst groBen Antei-
len gegeneinander aufheben. Allerdings wird der Wert fiir den Reichweitenparameter
in Systemen mit Massenzahlen A < 4 bestimmt und betragt Iélo) = 0.09fm? [20].
Es ist keineswegs selbstverstandlich, daB der gleiche Wert auch fiir gréBere Systeme
optimal ist. Es ist wichtig, die Auswirkungen der langreichweitigen Korrelationen von
denen der Dreiteilchenbeitrage zu unterscheiden.

Die langreichweitigen Tensorkorrelationen konnen im Rahmen der Vielteilchen-
storungstheorie behandelt werden. Die Losung der Hartree-Fock-Rechnung wird da-
bei als Ausgangspunkt fiir die Storungstheorie verwendet. Es zeigt sich, daB die zweite
Ordnung der Storungstheorie die fehlenden Beitrage zu den Bindungsenergien liefert
[20] (siehe Kapitel 6.3).

Auf die Ladungsradien hat die Korrelatorreichweite kaum EinfluB (Abbildung 3.1,
unten). Das deutet daraufhin, daB hier die fehlenden Beitrage nicht aus langreichweiti-
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Abbildung 3.1: Bindungsenergien pro Nukleon (oben) und Ladungsradien (unten) einiger
Kerne. Die Hartree-Fock-Rechnungen wurden fiir drei Werte des Tensorkorrelationsvolumens
durchgefiihrt: (o): 11(910) = 0.08fm3, (m): 11(910) = 0.09fm3 und (4): 11(910) = 0.10fm3. Die
schwarzen Balken geben die experimentellen Werte wieder (aus [20]).

gen Korrelationen resultieren, sondern aus den vernachlassigten Dreiteilchenbeitragen.
Dies wird durch die Ergebnisse der Vielteilchenstérungstheorie bestatigt [20] (Kapitel
6.3). Um die Ladungsradien besser beschreiben zu kénnen, muB daher eine abstoBende
Dreiteilchenwechselwirkung eingefiihrt werden.

In einem zweiten Beispiel werden einige Einteilchenspektren betrachtet, die sich aus
den Hartree-Fock-Rechnungen ergeben. Bei der Untersuchung der Einteilchenenergien
ist jedoch Vorsicht geboten, da sie keine direkten experimentellen Observablen sind. Bei
einem konventionellen Hartree-Fock-Verfahren, bei dem auch der Schwerpunktanteil
der kinetischen Energie beriicksichtigt wird, ist die Einteilchenenergie eines besetzten
Zustandes |3) lber die Energiedifferenz E4 — E4_1(0 entfernt) definiert [6, 20]. Das
bedeutet, daB von dem Energieerwartungswert der A-Teilchen-Slaterdeterminante der
Erwartungswert der Slaterdeterminante, bei der der Zustand |(3) entfernt wurde, abge-
zogen wird. Diese direkte Beziehung gilt allerdings nicht mehr, wenn die Hartree-Fock-
Rechnung mit dem intrinsischen Hamiltonoperator H;,. (3.38) durchgefiihrt wurde. In
diesem Fall ergeben sich fiir die Anderung des Energieerwartungswertes zusitzlich zwei
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Abbildung 3.2: Einteilchenspektren von #°Ca fiir Protonen (links) und Neutronen (rechts).

Die berechneten Spektren mit Iém) = 0.08fm?,0.09fm® und 0.10fm> werden mit den ex-
perimentellen Spektren verglichen (aus [20]).

Korrekturterme [20]:

e5" = FEa— E4 (B entfernt)
(Tine) 2 <X )
— E A7
BTA i mA(A—1) labla’las) . (347)

«

wobei (Ti,:) den Erwartungswert der intrinsischen kinetischen Energie (3.39) bezeich-
net. Dies gilt fiir den Fall, daB ein Teilchen aus dem Zustand |3) entfernt wird, das
heiBt, die Einteilchenenergie des Zustandes |3) ist kleiner als die Fermienergie: e53 < ep.

Wenn es sich bei |3) um einen unbesetzten Zustand handelt, also €5 > ¢, so wird
die Anderung des Energieerwartungswertes fiir den Fall berechnet, daB ein Teilchen im
Zustand |() erganzt wird [20]:

g5 = Eau1(B hinzugefiigt) — Ey
(Tint) 2 X )
—_ — E ) A
Y +1 mAA+1) (aBla’las) (348)

o

Aus diesen Beziehungen werden die korrigierten Einteilchenenergien 7" bestimmt,
die mit einem experimentellen Einteilchenspektrum verglichen werden konnen.
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In Abbildung 3.2 werden am Beispiel des Kerns “°Ca drei berechnete Einteilchen-
spektren mit dem experimentellen Spektrum verglichen. Dabei sind auf der linken Seite
die Spektren der Protonen dargestellt und auf der rechten Seite die der Neutronen. Fiir
das Tensorkorrelationsvolumen wurden die gleichen Werte verwendet wie in Abbildung
3.1. Es zeigt sich, daB die Reihenfolge der Niveaus richtig vorhergesagt wird. Allerdings
ist der Abstand zwischen den Niveaus im Vergleich zu den experimentellen Ergebnissen
zu groB. Lediglich die Lage der obersten besetzten Zustdande stimmt mit dem Experi-
ment lberein.

Es ist anzunehmen, daB sich die Einteilchenspektren durch Hinzunahme einer ab-
stoBenden Dreiteilchenwechselwirkung verbessern. Die zusatzliche AbstoBung hat zur
Folge, daB die Nukleonen im Mittel einen groBeren Abstand zueinander haben. Dies
fiihrt dazu, daB die Niveaus des Einteilchenspektrums dichter beieinander liegen. Bei
den Untersuchungen in Kapitel 4.2 wird diese Vermutung bestatigt.
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Kapitel 4

Dreiteilchenwechselwirkung

Die einfachste Form einer Wechselwirkung zwischen zwei, drei oder auch mehr Teilchen
ist die einer Kontaktwechselwirkung. Sie wird mit Hilfe der Diracschen Deltadistribution
beschrieben und wirkt dementsprechend nur, wenn sich alle wechselwirkenden Teilchen
am selben Ort befinden. Dies ist zwar eine einfache, aber keine realistische Darstellung
einer Wechselwirkung. Es zeigt sich, daB eine Kontaktwechselwirkung nicht fiir alle
Vielteilchenmethoden geeignet ist (siehe Kapitel 6).

Wenn x;, x5 und x5 die Ortsraumkoordinaten von drei Teilchen beschreiben, so
hat die Wechselwirkung folgende Form:

Vs = Cs 0% (x — x2) 6 (x1 —x3) , (4.1)

wobei 6©)(z) die Diracsche Deltadistribution in drei Dimensionen beschreibt. Cj ist
eine Konstante, die die Starke der Wechselwirkung angibt. Sie ist positiv, da die Wech-
selwirkung abstoBend sein soll.

In diesem Kapitel werden zunachst in Abschnitt 4.1 die Matrixelemente der Dreiteil-
chenwechselwirkung bestimmt. AnschlieBend wird in Abschnitt 4.2 die optimale Starke
der Dreiteilchenwechselwirkung ermittelt, so daB die experimentellen Vergleichsdaten
moglichst genau wiedergegeben werden. Zusatzlich wird der EinfluB einiger weiterer
Parameter auf die Resultate untersucht.
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4.1 Berechnung der Matrixelemente

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Matrixelemente der Dreiteilchenwechselwir-
kung zu berechnen. Bei der sogenannten Talmi-Moshinsky-Transformation wird eine
Separation zwischen Schwerpunkt- und Relativanteil durchgefiihrt. Dadurch vereinfacht
sich die Berechnung der Matrixelemente, allerdings muB die aufwendige Transformation
zur Trennung der Koordinaten durchgefiihrt werden. Eine andere Moglichkeit ist, direkt
die Wellenfunktionen und die Wechselwirkung in Ortsdarstellung einzusetzen und die
Integrale zu berechnen. Dieser Weg ist fiir eine Kontaktwechselwirkung relativ einfach,
da die Eigenschaften der Deltadistribution ausgenutzt werden konnen.

Im folgenden werden die Matrixelemente in der Basis des harmonischen Oszilla-
tors berechnet. Dabei werden die Spin- und Isospinanteile zunédchst vernachlassigt.
Der Dreiteilchenzustand wird vorlaufig als Produkt aus drei Einteilchenzustanden ge-
schrieben. Die Eigenzustande des harmonischen Oszillators haben die Quantenzahlen n
(Hauptquantenzahl), [ (Bahndrehimpuls) und m; (magnetische Quantenzahl). Damit
sehen die Matrixelemente in Ortsdarstellung folgendermaBen aus:

(nalimy, | @ (nalymu,| @ (nslsm,|Vsnalamy,) ® [nslsmug) @ |nelemig)
— /d3x1d3x2d3x3<ml1mzlle)<n2l2m12|w2><n353ml3\w3>
XCg 5(3) (.’Bl — .’,CQ) 5(3)(ID1 — w3)<w1\n4l4ml4><w2|n5l5ml5)<w3|n616ml6)(4.2)

Wenn die Einteilchenkoordinaten x5 und x5 durch die Relativkoordinaten 73 = &1 —x>
und 713 = x; — @3 ersetzt werden, so konnen sofort die Eigenschaften der Deltadis-
tribution ausgenutzt werden:

/d3x1d3x2d3x3<n1l1mll|w1><n2l2m12|w2)(n3l3ml3|m3)
xCs 68 (@) — ) 6O (@) — 3) (@1 nalymy,) (o |nslsmy, ) (@3] nelemy, )
= /d3x1d3r12d37’13<n111m11\w1)<n212m12|w1 — ro)(nslsmy,|T; — 713)
x (3 5(3)(7“12) 5@ (r13) (21 |nglymy, ) (X1 — r1a|nslsmy, ) (@1 — r13|nelem,)
= C'g/d3x1<nlllmll\w1><n212m12|w1)(n3l3m13|w1)
X (x1|nalymy, ) (1| nslsmy, ) (21| nelem,) - (4.3)

Somit reduzieren sich die drei Raumintegrale auf ein Raumintegral.
Die Eigenzustande des harmonischen Oszillators lauten in Ortsdarstellung [26]:

(x|nlmy) = Ryy(2)Yim, () . (4.4)
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Die R, (x) sind reelle Funktionen, die den Radialteil der Wellenfunktion beschreiben,
und Y}, () bezeichnet den Winkelanteil, der durch die Kugelflachenfunktionen be-
schrieben wird. Dabei wurden die beiden Winkel im Raumwinkel €2 zusammengefaBt.
Damit haben die Matrixelemente folgende Gestalt:

(nilimy, | @ (nalamy, | @ (nalsmi, [ Valnalamy,) @ [nslsmig) @ [nelemg)

_ caO/QMnx%Rnﬂl@n)RnﬂgCvofamk<xnfamu<xnf%%h<xnf%mm<xn

[ 9 Vi, ()i O, (Vi (0 i, (DY, () - (45)

Das Raumwinkelintegral iiber die sechs Kugelflaichenfunktionen kann analytisch
ausgewertet werden. Dazu wird folgende Beziehung bendtigt, die jeweils drei Kugel-
flachenfunktionen auf eine reduziert [27]:

Yo, () Yiymy, (2)Yigm,, ()

— 211 +1 2l2+ ) l1l2 | L1 i 2 L
B Z 47 2L1 —+ 1) C( 000 )C<mzl myy | M, )YLlMLl (Q)Yiamz?, (Q)

LiMp,

o Z 2l1+1 2l2+1)c lil2| L1 c 1 2 Ly
- 4m (2L + 1) 00]0 My may | Mr,

LMy,
2L1 -+ 1 2l3 -+ 1) Lils | Loy Ly I3 | L2
X Z 17@Ly + 1) S I L T Y Yoy, (€2),(4.6)
LaMy,
dabei sind ¢ Wl; le . | die Clebsch-Gordan-Koeffizienten (vgl. Gleichung 4.9). Das
1 2 L

bedeutet, daB die beiden Bahndrehimpulse [;,m;, und ls,m,;, zu einem Drehimpuls
Ly, My, gekoppelt werden. Dieser wird dann wiederum mit I3, my, zu Lo, M, gekop-
pelt. Somit lassen sich drei Kugelflachenfunktionen durch eine Funktion mit gekoppel-

45



Kapitel 4 - Dreiteilchenwechselwirkung

tem Bahndrehimpuls ausdriicken. Fiir das Integral ergibt sich damit:

[ 49 Vi (Vi ()i, (¥ (Vi ()i, ()

Z (2L + 1)(2 + 1) [(2Ly +1)(2l5+ 1)
471' 2L1 —|— 1) 47T(2L2 —|— 1)
LoMyp,,

> 1 1o | Ly l1 la Ly L1 l3| Lo Ly I3
¢ 00O ¢ myy Miy | Mr, ¢ 0 0|0 ¢ Mrp, myq
Z (204 +1)(2l5 + 1) [(2L3 + 1)(2l + 1)
4dw(2L3 + 1) Aw(2L, + 1)
L4ML4

Iy l5 | L3 s Is L3 L3 lg | La Ls g
XC c C C
00O myy Mg | Mp, 00O Mrp, myg
*
< [0 Vi, (Vi ()

[

LMy,

Lo
ML2

LyMp,,

Ly
ML4

Vv
=OLor40Myp, My,

Z V2L +1)(20 + 1)(20 + 1)(20, + 1) (205 + 1) (20 + 1)

1672(2L, + 1)
My, Mp, M,
Ly c i b Lo
0 My Miy Mr,

e l1 l2 Ly c Ly 13| L2 c Ly ls

00 My, 00O My, myg
Iy ls | La ly s L3 L3 lg | Lo Lz s Lo

Xc c c c . (47
00| 0 myy Mg | Mp, 0 0[O Mrpy muyg | Mp,

Fiir die vollstandige Darstellung der Zustande muB noch der Spin-Isospinraum be-
trachtet werden. Da die Dreiteilchenwechselwirkung nur im Ortsraum wirkt, sind die

LiLaL3

Matrixelemente zwischen den Spin-Isospinkomponenten jeweils durch ein Kronecker-
Delta gegeben:

(nylimg,mg,my, , nalamy,mg,my, , nalsmg,mg,my, |
XV3 |n4l4ml4m84mt4a n5l5ml5m85 My, nﬁlﬁmleSGmt6>
= (nalvmyy, nalam,, nalzmug | Vanalama,, nslsmag, nelemg)
X5m51m545m52m555m53ms65mt1mt45mt2mt55mt3mt6 : (48)

Dabei wurden die Quantenzahlen fiir Spin (s = 3) und Isospin (¢ = 1) der Ubersicht-
lichkeit halber weggelassen.
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Fiir die nachfolgenden Rechnungen werden nicht diese ungekoppelten Zustande
verwendet, sondern Bahndrehimpuls und Spin werden zu einem Gesamtdrehimpuls j, m
gekoppelt. Die Kopplung (oder Entkopplung) von Drehimpulsen erfolgt mit Hilfe der
Clebsch-Gordan-Koeffizienten [7]:

ls, jm) = Z |lmy, sm) (Imy, smg|ls, jm)
mpms
— Z C(WZLZWSL i)|lml,sms> . (4.9)

mpms

Damit ergibt sich fiir die gekoppelten Matrixelemente der Dreiteilchenwechselwir-
kung:

<nlllj1m1mt1 ) n212j2m2mt2 ) n3l3.j3m3mt3 |

XV3|n4l4j4m4mt4a n5l5]5m5mt57 nﬁlﬁjﬁmﬁmte>

G

= Z C C C

myy g miy Msy | M1 Mg Msy | M2 Mg Msg
j4)c<l5 3 js)c< I 3 je)
ma miy Msy | M5 Mg Msg | 6

msy .-..Msg
X <n1l1mllm81mt1 ) nZZlezmsgth ) n3l3ml3m83mt3 |

J3
m3

Iy 1
XC
ml4 Msy
><V3\n4l4ml4 Mg My, n5l5ml5 Mgy My, n616m16 Mg mt6>

o1 : 1 1 : 1 1 :
— 2 : c 2 J1 c 2 2 J2 ¢ 33 J3
mp, Mg mi mi, Ms m2 mi, Mg m3
My emy e 1 1 2 2 3 3
Ms] ... Msg
Iy 2 ; s 1 ; lg 1 ;
xc 2 J4 ¢ 2 J5 ¢ 2 J6
My, Msy maq My Msy ms Mg Msg me

X C13 / dxeRn1l1 (x)Rn212 (x)lea (x)Rn4l4 (x)Rn5l5 (x)Rn(sl(s (ZL‘)

X

V(@21 +1)(2l + 1)(215 + 1) (24 + 1) (205 + 1) (20 + 1)
1 o | Ly Lils | Lo lals | Ls Ls lg | Lo
x LlLZQLS (2L2+1)C<000 ¢ 0 0|O0 C000 ¢ 0 0|o0
Ly ) < L1 I3 Lo ) ( ly 5 L3 ) ( Lz s Lo )
c c c
My, My, mis | Mg, myy Mg | Mg Mpg myg | Mp,

]MLIJVILQJVIL?)
X 5m31 Msy 577132 Msy 5m33 Msg 5mt1 mty 5mt2 Mty 5mt3 Mmtg * (4 10)

1672

1 2
XC

Fiir die Berechnung der Matrixelemente ist es sinnvoll, moglichst viele dieser 18
Summen direkt auszuwerten, um die Rechenzeit gering zu halten. Durch Anwendung
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der Kronecker-Deltas verschwinden drei der sechs m,-Summen. Des weiteren kann fol-
gende Eigenschaft der Clebsch-Gordan-Koeffizienten ausgenutzt werden: m;+ms; = m
beziehungsweise m; = m —m,. Auf diese Weise konnen alle m,;- und M;-Summationen
eliminiert werden. Damit sehen die Matrixelemente fiir eine effiziente Berechnung fol-
gendermaBen aus:

(nalyjimamy,, nalojamaomy,, nglsjsmamy,|
X V3 |n4l4j4m4mt47 n5l5j5m5mt5 ) n6l6j6m6mt6>

C13 5mt1 My 5mt2 Mg 577%3 Mtg

V(20 4 1) (2l + 1) (205 + 1)(21, + 1)(205 + 1)(21 + 1)

X

1672
X / dxeRnll1 (x)anb (x)lea (x)Rn4l4 ($)Rn515 (x)R%l(s (:E)

I 5 | g1 la i
X E c ’ c ’
m1—ms; Msy mi M2 —Msy Msy

Mgy ,Msg,Msg
ly 1 4 ls L 5 le 1 6
NTe 2 J c 2 J c 2 J
mga—ms; Mgy | M4 ms—mMgsy Msqy | M5 me—"mMs3 Msy me
Ly Ly 3 | Lo ly I5 | L3 L3 g
C C C
0 0 0|0 00| 0 0 0

% Z 1 c 11 12 Lo
(2L, + 1) 00 0
l1 l2 L Ly l3 Lo
XC C
mi—msy Mm2—msy | M, My, mz—msgy | Mp,

LiLaL3
lg ls L3 L3 lg Lo
xc c ; (4.11)
M4—"Msy M5—Ms, ML?, ML?, me—"msg ML2

wobei die M -Quantenzahlen folgende Bedingungen erfiillen miissen:

My, = my+my—mg —mg,
ML2 = my + mo —+ ms — m81 — m52 — m53 (4 12)
= Mg+ ms+mg— Mg — Mg, — Mg,

Mp, = m4+ms—ms —my, .

Bei den bisher behandelten Dreiteilchenzustanden handelt es sich um einfache Pro-
duktzustande. Fiir die korrekte Beschreibung von Fermionen miissen die Zustande je-
doch antisymmetrisch sein beziiglich der Vertauschung von zwei Teilchen. Dies wird
erreicht, indem die Produktzustande explizit antisymmetrisiert werden. Die Matrixele-
mente der antisymmetrisierten Dreiteilchenzustande konnen durch eine Summe iiber
die bisher behandelten Matrixelemente zwischen den Produktzustdanden dargestellt wer-
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den:
a<&1042(13w3\&4045046)a = 041@2@3|V3\044045@6
041(12(13|V3\@5044@6

{
{

+ (armas|Vi|asasoy
(aranas|Vs|agasay
{

_'_

- <Oé10(20(3 |V3|a4a6a5

Q103 |V3\046044045

L N — — L

(4.13)

Dabei wurde zur Ubersichtlichkeit der Sammelindex o eingefiihrt, der fiir die Einteil-
chenquantenzahlen nljmm; steht.

4.2 Optimierung der Parameter

Nachdem im letzten Abschnitt die Matrixelemente berechnet wurden, soll jetzt unter
anderem die optimale Starke der Dreiteilchenwechselwirkung bestimmt werden. Mit
der reinen Zweiteilchenwechselwirkung lassen sich zum Beispiel die Bindungsenergien
der Kerne iiber die ganze Nuklidkarte hinweg sehr gut beschreiben, die Ladungsradien
sind dagegen systematisch kleiner als die experimentellen Werte. Der abstoBende Cha-
rakter der Dreiteilchenwechselwirkung fiihrt dazu, daB sich einerseits die Ladungsradien
vergroBern und andererseits die Bindungsenergien verringern. Diese unerwiinschte Re-
duzierung der Bindungsenergien kann zum Teil dadurch kompensiert werden, daB die
Reichweite Iy des Tensorkorrelators (siehe Kapitel 2) vergroBert wird.

Am Beispiel dieser beiden Observablen wird nun der EinfluB der verschiedenen
Parameter untersucht. Dazu werden die Eigenschaften einiger Kerne mit der in Kapitel
3 beschriebenen Hartree-Fock-Methode berechnet. Die ausgewahlten Kerne reichen
von *He bis 2°2Pb und haben jeweils abgeschlossene Protonen- und Neutronenschalen.
Kerne mit abgeschlossenen Schalen sind spharisch symmetrisch. Es kénnen zwar auch
deformierte Kerne berechnet werden, aber dazu wird eine rechenaufwendigere Variante
der Hartree-Fock-Programme bendétigt. Die hier verwendete Variante erlaubt nur kleine
Deformationen und ist daher gut fiir Kerne geeignet, bei denen spharische Symmetrie
erwartet wird.

Zu den Parametern, die fiir die Berechnungen festgelegt werden miissen, gehoren
neben der Starke C'3 der Dreiteilchenwechselwirkung und den Tensorkorrelatorreich-
weiten 11(910) im S =1,T = 0 Kanal und 11(911) im S = 1,7 = 1 Kanal die BasisgroBe
emax Sowie die Oszillatorlange apo. Wie in Kapitel 4.1 beschrieben, werden als Basis-
zustande die Eigenzustdnde des harmonischen Oszillators verwendet. Die Begrenzung
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Abbildung 4.1: Differenz zwischen in Hartree-Fock-N3dherung berechneten und experimentel-
len Bindungsenergien pro Nukleon (oben) und Ladungsradien (unten) einiger Kerne. Fiir die
Berechnung wurden folgende Parameter verwendet: emayx = 8, ago = 1.90fm, Iﬂu) = 0fm3;
(m): 11(910) = 0.20fm3, C3 = 2000 MeV fm®. Die blaue Kurve (+) zeigt als Referenz die Resul-

10
A

tate einer Rechnung ohne Dreiteilchenwechselwirkung mit = 0.09 fm3. Die schwarzen

Balken geben die experimentellen Werte wieder [28, 29].

der BasisgroBe findet iiber die Quantenzahl e = 2n + [ < e, statt. Es ist moglich,
zusatzlich Beschrankungen fiir die Hauptquantenzahl n und die Bahndrehimpulsquan-
tenzahl [ einzufiihren. Bei den in diesem Abschnitt gezeigten Rechnungen betragt die
BasisgroBe meistens e, = 8. Die Oszillatorlange gibt die Breite des Grundzustands
des harmonischen Oszillators an. Sie wurde fiir diese und die folgenden Rechnungen auf
einen mittleren Wert von apo = 1.90 fm gesetzt. Des weiteren muB noch der Reichwei-
tenparameter des Zentralkorrelators I beriicksichtigt werden, der fiir alle Rechnungen
Ir = 0.10 fm* betragt. Dieser Parameter wird hier nicht geindert und wird daher im
folgenden nicht mit aufgefiihrt.

In Abbildung 4.1 sind die Differenzen zwischen den berechneten und den experi-
mentellen Bindungsenergien pro Nukleon (oben) und die Ladungsradien (unten) einiger
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Abbildung 4.2: Differenz zwischen in Hartree-Fock-N&dherung berechneten und experimen-
tellen Bindungsenergien pro Nukleon (oben) und Ladungsradien (unten) einiger Kerne.
Fiir die Berechnung wurden folgende Parameter verwendet: emax = 8, apo = 1.90fm,
19 = 0.20fm?, C5 = 2000MeV fm®; (m): 15 = 0fm3; (0): I = 0.05fm3; (a):
11(911) = 0.10fm3. Die blaue Kurve (+) zeigt als Referenz die Resultate einer Rechnung ohne

(10)
7

Dreiteilchenwechselwirkung mit [ = 0.09fm?®. Die schwarzen Balken geben die experi-

mentellen Werte wieder [28, 29].

Kerne dargestellt. Die Punkte zeigen die Ergebnisse einer Rechnung mit reiner Zwei-
teilchenwechselwirkung. Der Reichweitenparameter des Tensorkorrelators im S = 1,
T = 0 Kanal betragt dabei [1(910) = 0.09 fm?. Bei den Quadraten betragt die Starke der
Dreiteilchenwechselwirkung C; = 2000 MeV fm® und das Tensorkorrelationsvolumen
]7(910) = 0.20 fm>. Die schwarzen Balken geben die experimentellen Werte an. Die La-
dungsradien nahern sich im Vergleich zu den Ergebnissen mit einer reinen Zweiteilchen-
wechselwirkung gut an die experimentellen Werte an. Die mit der Dreiteilchenwech-
selwirkung berechneten Bindungsenergien liegen im gleichen Bereich wie die vorherigen
Werte. Allerdings fallt auf, daB die Abweichung vom experimentellen Wert fiir schwere
Kerne deutlich zunimmt.
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Abbildung 4.3: Differenz zwischen in Hartree-Fock-Ndherung berechneten und experimen-
tellen Bindungsenergien pro Nukleon (oben) und Ladungsradien (unten) einiger Kerne.
Fiir die Berechnung wurden folgende Parameter verwendet: emax = 8, apo = 1.90fm,
1" = 0.10fm?, C3 = 2000MeV fm®; (w): I8'? = 0.15fm3; (4): 1'% = 0.20fm?; (a):
11(910) = 0.30fm3; (0)): Iélo) = 0.40 fm®. Die blaue Kurve () zeigt als Referenz die Resul-

11(910)

tate einer Rechnung ohne Dreiteilchenwechselwirkung mit = 0.09 fm?. Die schwarzen

Balken geben die experimentellen Werte wieder [28, 29].

Diese Verkippung der Kurve kann etwas reduziert werden, wenn der EinfluB des
Tensorkorrelators im S = 1, T" = 1 Kanal betrachtet wird. Dieser Korrelator war bei
den in Abbildung 4.1 gezeigten Rechnungen ausgeschaltet.

In Abbildung 4.2 sind die gleichen Kurven wie in Abbildung 4.1 dargestellt. Die
Ergebnisse mit der reinen Zweiteilchenwechselwirkung (Punkte) dienen immer als Ver-
gleich fiir die Veranderungen bei Hinzunahme der Dreiteilchenwechselwirkung. Hin-
zu kommen zwei weitere Kurven, bei denen der Reichweitenparameter des Tensor-
korrelators fir S = 1 und 7" = 1 auf ]1(911) = 0.05fm® (Rauten) beziehungsweise
]7(911) = 0.10fm® (Dreiecke) gesetzt wurde. Dabei wird die Differenz zwischen berech-
neter und experimenteller Bindungsenergie pro Nukleon fiir den Wert ]7(911) = 0.05fm?
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Abbildung 4.4: Differenz zwischen in Hartree-Fock-N&dherung berechneten und experimen-
tellen Bindungsenergien pro Nukleon (oben) und Ladungsradien (unten) einiger Kerne.
Fiir die Berechnung wurden folgende Parameter verwendet: emax = 8, apo = 1.90fm,
I = 0.10fm?, 1Y = 0.20fm?; (): C5 = 1500 MeV fm®; (+): Cs = 2000 MeV fm";
(A): C3 = 2500 MeV fm®; (0): C3 = 3000 MeV fm®. Die blaue Kurve (+) zeigt als Referenz
die Resultate einer Rechnung ohne Dreiteilchenwechselwirkung mit 11(910) = 0.09fm3. Die
schwarzen Balken geben die experimentellen Werte wieder [28, 29].

zu den schwereren Kernen hin deutlich abgesenkt. Dagegen ist fiir [1(911) = 0.10 fm® nur
noch eine minimale Verbesserung der Bindungsenergien zu erkennen. Auf die Ladungs-
radien hat dieser Tensorkorrelator nur einen geringen EinfluB, sie werden nur leicht
abgesenkt. Fiir alle folgenden Rechnungen wird der Tensorkorrelator im S =1, T =1
Kanal auf 11(911) = 0.10 fm® gesetzt.

Als nachstes wird die Wirkung des Tensorkorrelators fiir S = 1 und 7" = 0 unter-
sucht. Abbildung 4.3 dient als lllustration dazu. Die Starke der Dreiteilchenwechselwir-
kung betrigt wiederum C5 = 2000 MeV fm®. Fiir das Tensorkorrelationsvolumen wur-
den die Werte Iém) = 0.15fm? (Quadrate), Iém) = 0.20 fm® (Rauten), Iélo) = 0.30 fm?
(Dreiecke) und Iém) = 0.40fm® (Kreuze) eingesetzt. Betrachtet man den Verlauf der
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Abbildung 4.5: Differenz zwischen in Hartree-Fock-N&dherung berechneten und experimen-
tellen Bindungsenergien pro Nukleon (oben) und Ladungsradien (unten) einiger Kerne.
Fiir die Berechnung wurden folgende Parameter verwendet: emax = 8, apo = 1.90fm,
I = 0.10fm?, 1Y = 0.30fm?; (w): C3 = 1500 MeV fmS; (+): Cs = 2000 MeV fm";
(A): C3 = 2500 MeV fm®; (0): C3 = 3000 MeV fm®. Die blaue Kurve (+) zeigt als Referenz
die Resultate einer Rechnung ohne Dreiteilchenwechselwirkung mit 11(910) = 0.09 fm3. Die
schwarzen Balken geben die experimentellen Werte wieder [28, 29].

Bindungsenergien pro Nukleon in dieser Reihenfolge, so fallt folgendes auf: Der Korrela-
tor 11(910) = 0.15 fm? liefert die groBte Diskrepanz zwischen berechneten und experimen-
tellen Werten. Bei den Werten [1(910) = 0.20 fm® und 11(910) = 0.30 fm?® tritt jeweils eine
Verbesserung der Resultate ein. Fiir 11(910) = 0.40 fm® nimmt die Differenz, zumindest
fir mittelschwere und schwere Kerne, wieder etwas zu. Des weiteren ist diese Kurve
gegeniiber der Referenzkurve der Zweiteilchenwechselwirkung deutlich starker verkippt
als die ersten drei Kurven. Damit ergibt sich ein Minimum in den Bindungsenergien
bei einem Tensorkorrelationsvolumen von Iélo) = 0.30 fm®. Dieses Minimum 14Bt sich
folgendermaBen erklaren: Mit zunehmender Reichweite des Tensorkorrelators werden

Korrelationen mit groBerer Reichweite beriicksichtigt. Dies fiihrt zu einer VergroBerung

54



4.2 - Optimierung der Parameter

— L Vs ]
2 /

- 'Y i
= ° X P U, L i N, o T = = |
SR =
~— 4 — /// |

5 L@ _
=
2 j
I |
0
L e
5 s
| o~ ]
A g m 1.70fm
- aHO 1.90 fm
[ A 220fm
4He 240 4OCa 48Ni 78Ni QOZr 114Sn 146Gd
160 34Si 48(:a 56Ni 885r IOOSn 1325n 208Pb

Abbildung 4.6: Differenz zwischen in Hartree-Fock-N&herung berechneten und experimen-
tellen Bindungsenergien pro Nukleon (oben) und Ladungsradien (unten) einiger Kerne.
Fiir die Berechnung wurden folgende Parameter verwendet: enax = 8, Iﬂu) = 0.10 fm?3,
1% = 0.20fm?®, C5 = 2500 MeV fmS; (m): apo = 1.70fm; (©): amo = 1.90fm; (A):
apo = 2.20fm. Die blaue Kurve (») zeigt als Referenz die Resultate einer Rechnung ohne
Dreiteilchenwechselwirkung mit I{'”’ = 0.09fm?®. Die schwarzen Balken geben die experi-
mentellen Werte wieder [28, 29].

der Bindungsenergie. Auf der anderen Seite wird die unitare Transformation durch Ver-
groBerung der Korrelatorreichweite zustandsabhangig (siehe Kapitel 2.4). Dies hat zur
Folge, daB den schwereren Kernen unangemessene Korrelationen aufgezwungen wer-
den, was zu einer Verringerung der Bindungsenergien fiihrt. Trotzdem wird neben dem
scheinbar optimalen Wert des Tensorkorrelationsvolumens von Iélo) = 0.30 fm® wei-
terhin auch der Wert [1(910) = 0.20fm® betrachtet. Denn bei der Untersuchung der
Einteilchenspektren zeigt sich, daB eine zu groBe Tensorkorrelatorreichweite eine Ver-
tauschung der Reihenfolge einiger Energieniveaus zur Folge hat.

Auf die Ladungsradien hat die Reichweite des Tensorkorrelators nur einen geringen

EinfluB. Mit zunehmender Korrelatorreichweite vergroBern sich die Radien kontinuier-
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Abbildung 4.7: Differenz zwischen in Hartree-Fock-N3dherung berechneten und experimentel-
len Bindungsenergien pro Nukleon (oben) und Ladungsradien (unten) einiger Kerne. Fiir
die Berechnung wurden folgende Parameter verwendet: apo optimal, 11(911) = 0.10fm?3,
1% = 0.20fm3, C5 = 2500MeV fm®; (w): emax = 6; (©): emax = 8; (A): emax = 10.
Die blaue Kurve (+) zeigt als Referenz die Resultate einer Rechnung ohne Dreiteilchenwech-
selwirkung mit Iém) = 0.09fm3. Die schwarzen Balken geben die experimentellen Werte
wieder [28, 29].

lich. Weiterhin fallt auf, daB die Resultate fiir 2°°2Pb deutlich schlechter sind als fiir alle
anderen Kerne, worauf spater noch genauer eingegangen wird.

In den Abbildungen 4.4 und 4.5 sind die Abhangigkeiten von der Starke der Drei-
teilchenwechselwirkung dargestellt. In Abbildung 4.4 betragt der Reichweitenparameter
des Tensorkorrelators ]7(910) = 0.20fm® und in Abbildung 4.5 ist Iélo) = 0.30fm?>. Die
Stirke der Dreiteilchenwechselwirkung reicht jeweils von C3 = 1500 MeV fm® (Qua-
drate) iiber C3 = 2000 MeV fm® (Rauten) und C3 = 2500 MeV fm® (Dreiecke) bis zu
Cs = 3000 MeV fm® (Kreuze). In beiden Fillen vergroBern sich kontinuierlich sowohl
die Abweichungen der Bindungsenergien pro Nukleon vom experimentellen Wert als
auch die Ladungsradien. Dieser Verlauf ist zu erwarten, da mit zunehmender Starke
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Abbildung 4.8: Differenz zwischen in Hartree-Fock-N&herung berechneten und experimen-
tellen Bindungsenergien pro Nukleon (oben) und Ladungsradien (unten) einiger Kerne.
Fiir die Berechnung wurden folgende Parameter verwendet: em.x = 10, apo optimal,
I = 0.10fm? (m): I{'” = 0.20fm? C35 = 2500MeV fm%; (4): I8'? = 0.30fm?,
C3 = 2500 MeV fm%. Die blaue Kurve (+) zeigt als Referenz die Resultate einer Rechnung
ohne Dreiteilchenwechselwirkung mit 7' = 0.09fm?. Die schwarzen Balken geben die
experimentellen Werte wieder [28, 29].

der Dreiteilchenwechselwirkung die AbstoBung zwischen den Teilchen zunimmt, das
heiBt, die Teilchen haben im Mittel einen groBeren Abstand zueinander.

Sowohl fiir ]7(910) = 0.20 fm? als auch fiir Iélo) = 0.30 fm® werden die Ladungsradien
am besten durch die Dreiteilchenwechselwirkung mit der Stirke C5 = 2500 MeV fm®
beschrieben. Bei [éw) = 0.30fm® werden bei dieser AbstoBung genau die experimen-

) = 0.20 fm? liegen die berechneten Radien knapp

tellen Werte wiedergegeben, bei [1(910
darunter.

Des weiteren miissen noch die Oszillatorlange und die BasisgroBe betrachtet wer-
den. Am Beispiel von 2%Pb |38t sich erkennen, daB die bisher verwendeten Basis-

zustande nicht optimal dafiir geeignet sind, sehr schwere und damit groBe Kerne zu
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beschreiben. Dieses Problem kann dadurch gelost werden, daB die Oszillatorlange apo
an den zu beschreibenden Kern angepaBt wird. Dazu wird im Bereich einer begrenzten
Anzahl von Oszillatorlangen eine Minimierung der Bindungsenergie durchgefiihrt. Wie
bereits erwahnt, gibt die Oszillatorlange die Breite des Grundzustands des harmonischen
Oszillators an. Fiir kleine Kerne ist es giinstig eine kleine Oszillatorlange zu wahlen und
groBe Kerne lassen sich besser mit Hlife einer etwas groBeren Oszillatorlange beschrei-
ben. In Abbildung 4.6 ist dieser Sachverhalt dargestellt. Die Eigenschaften der Kerne
wurden fiir verschiedene Werte der Oszillatorlange berechnet. In der Abbildung sind
der Ubersichtlichkeit halber nur die Ergebnisse fiir die drei Werte ayo = 1.70 fm (Qua-
drate), 1.90 fm (Rauten) und 2.20 fm (Dreiecke) dargestellt. Auf die leichten Kerne hat
die Wahl der Oszillatorlange wenig EinfluB, aber bei den schwereren Kernen zeigt sich,
daB eine groBere Oszillatorlange niedrigere Bindungsenergien liefert. Aus diesem Grund
wird die Oszillatorlange fiir jeden Kern einzeln bestimmt. Die genauen Werte sind in
Tabelle 4.1 aufgelistet. Dabei fallt auf, daB die Tendenz, daB die groBen Kerne auch
eine groBe Oszillatorlange bevorzugen, nicht so stark ausgepragt ist, wie man erwarten
wiirde.

Isotop “He 10 240 3*Si %0Ca %Ca *®Ni  *°Ni

ano [fm] || 1.70 1.70 220 190 190 210 240 220

Isotop 78Nj 8gy 907, 100G, 114G, 132G, 146Gq 208pp

ano [fm] || 240 1.90 190 190 200 200 200 2.20

Tabelle 4.1: Optimale Oszillatorlangen der hier betrachteten Kerne. Die Energieminimierung

wurde mit folgenden Parametern durchgefiihrt: 11(910) = 0.20fm?, 11(911) = 0.10fm3, C3 =
2500 MeV fm®.

SchlieBlich wird noch der EinfluB der verwendeten BasisgroBe e, untersucht. Die
BasisgroBe gibt an, wieviele Eigenzustande des harmonischen Oszillators maximal iiber-
lagert werden, um die Einteilchenzustande darzustellen, aus denen der Hartree-Fock-
Zustand aufgebaut wird (siehe Kapitel 3.3). Diese Anzahl der Zustande wird, wie bereits
erwahnt, tber die Quantenzahl e = 2n + [ < e, begrenzt. Abbildung 4.7 zeigt die
Resultate, die sich mit den BasisgroBen en., = 6 (Quadrate), enax = 8 (Rauten) und
emax = 10 (Dreiecke) ergeben. Zwischen den Ergebnissen fiir . = 6 und epay = 8
ist eine leichte Verbesserung zu sehen, vor allem fiir die schwereren Kerne. Dagegen ist
beim Ubergang zu emax = 10 kaum ein Unterschied zu erkennen. Das bedeutet, daB
diese Basis groB genug ist, um die hier untersuchten Grundzustandseigenschaften der
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Abbildung 4.9: Einteilchenspektren von 0 (oben) und #°Ca (unten). Die durchgezogenen
Linien stellen die im Grundzustand besetzten Niveaus dar und die gestrichelten die unbe-
setzten. Zur Berechnung wurde folgender Parametersatz verwendet: C3 = 2500 MeV fm®,
11(911) = 0.10fm?, emax = 10, ano optimal. Das jeweils linke Spektrum mit Iém) = 0.09 fm?
wurde mit der reinen Zweiteilchenwechselwirkung berechnet. Experimentelle Daten aus [30].

Kerne optimal zu beschreiben. Die Hinzunahme weiterer Basiszustande wiirde keine
weitere Verbesserung der Resultate liefern.

Nach diesen zahlreichen Untersuchungen ergeben sich zwei Parametersatze, die im
folgenden noch etwas genauer betrachtet werden sollen: Das optimale Tensorkorrela-
tionsvolumen fiir S = 1 und 7" = 1 betragt [1(911) — 0.10fm?®, die Stirke der Drei-
teilchenwechselwirkung wird auf C; = 2500 MeV fm® gesetzt und die BasisgroBe auf
émax = 10. Die Oszillatorlange apo wird fiir jeden Kern einzeln optimiert. Fiir den
Reichweitenparameter des Tensorkorrelators im S = 1, T' = 0 Kanal werden die Wer-

59



Kapitel 4 - Dreiteilchenwechselwirkung
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Abbildung 4.10: Einteilchenspektren von 5°Ni (oben) mit vergréBertem Ausschnitt (unten).
Die durchgezogenen Linien stellen die im Grundzustand besetzten Niveaus dar und die
gestrichelten die unbesetzten. Zur Berechnung wurde folgender Parametersatz verwendet:
Cy = 2500 MeV fm®, 1" = 0.10fm?, emax = 10, apo optimal. Das jeweils linke Spektrum

mit 11(910) = 0.09fm? wurde mit der reinen Zweiteilchenwechselwirkung berechnet.
te 11(910) = 0.20fm® und 11(910) = 0.30fm® naher untersucht. In Abbildung 4.8 wer-

den die Resultate dieser beiden Parametersiatze miteinander verglichen. Es hat den
Anschein, daB der Tensorkorrelator ]7(910) = 0.30fm® (Rauten) bessere Ergebnisse lie-
fert. Die Abweichungen der Bindungsenergien pro Nukleon sind etwas kleiner als fiir
[éw) — 0.20fm® (Quadrate) und die Ladungsradien geben genau die experimentel-
len Daten wieder. Allerdings gibt es auch noch andere Aspekte, die bei der Wahl der
Parameter beriicksichtigt werden miissen.

Bei den Hartree-Fock-Rechnungen werden neben den Bindungsenergien und La-
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Abbildung 4.11: Einteilchenspektren von 5°Ni (oben) mit vergroBertem Ausschnitt (unten).
Die durchgezogenen Linien stellen die im Grundzustand besetzten Niveaus dar und die
gestrichelten die unbesetzten. Zur Berechnung wurde folgender Parametersatz verwendet:
11(910) = 0.20 fm?, 11(911) = 0.10fm3, emax = 10, ano optimal. Das jeweils linke Spektrum mit

11(910) = 0.09 fm® wurde mit der reinen Zweiteilchenwechselwirkung berechnet.

dungsradien zum Beispiel auch die Einteilchenspektren der Kerne berechnet. Diese
Einteilchenspektren werden aus den korrigierten Hartree-Fock-Einteilchenenergien, die
in Kapitel 3.4 besprochen wurden, aufgebaut. In Abbildung 4.9 sind als Beispiele die
Einteilchenspektren von 0 und *°Ca dargestellt. Auf der linken Seite sind die Ener-
gieniveaus der Protonen aufgetragen und auf der rechten Seite die der Neutronen. Das
jeweils linke Spektrum wurde mit der reinen Zweiteilchenwechselwirkung und dem Ten-
sorkorrelationsvolumen Iélo) = 0.09 fm® berechnet. Fiir die mittleren Spektren wurden
die oben diskutierten Parametersatze verwendet und ganz rechts ist das experimentelle
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Abbildung 4.12: Experimentelle (gestrichelt) und berechnete (durchgezogen) Ladungsdich-
teverteilungen einiger Kerne. Zur Berechnung wurde folgender Parametersatz verwendet:
Cy = 2500 MeV fmS, 15'? = 0.20fm?, T = 0.10fm?, emax = 10, ano optimal. Experi-

mentelle Daten aus [29].

Einteilchenspektrum zu sehen. Bei den berechneten Spektren geben die durchgezoge-
nen Linien die im Grundzustand besetzten Niveaus an und die gestrichelten die unbe-
setzten. Alle berechneten Spektren sind im Vergleich zum experimentellen Spektrum zu
stark gestreckt, das heiBt, die Abstande zwischen den einzelnen Niveaus sind zu groB.
Allerdings sind die Spektren, die mit der Dreiteilchenwechselwirkung berechnet wurden,
gegeniiber dem Spektrum ohne Dreiteilchenwechselwirkung deutlich gestaucht.

Bei den Einteilchenspektren von *°Ni in Abbildung 4.10 (oben) fillt auf, daB die
Energieliicke zwischen den besetzten und den unbesetzten Zustanden sehr klein wird.
In Abbildung 4.10 (unten) ist dieser Bereich des Spektrums noch einmal vergroBert dar-
gestellt. Fiir das Spektrum, das mit dem Tensorkorrelator Iélo) = 0.20 fm® berechnet
wurde, liegen das oberste besetzte und das unterste unbesetzte Niveau sowohl bei den
Protonen als auch bei den Neutronen sehr dicht beieinander. Wird die Reichweite des
Tensorkorrelators vergroBert (]ém) = 0.30fm?), so vertauschen diese Energieniveaus
sogar ihre Reihenfolge. Dies fiihrt zum Beispiel im Rahmen der Vielteilchenstérungs-
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theorie zu unphysikalischen Ergebnissen, was in Kapitel 6 genauer diskutiert wird.

In Abbildung 4.11 sind analog zu Abbildung 4.10 die Einteilchenspektren von
%N fiir verschiedene Stirken der Dreiteilchenwechselwirkung (C5 = 2000 MeV fm®,
2500 MeV fm® und 3000 MeV fm®) aufgetragen. Dabei zeigt sich, daB fiir
Cs = 3000 MeV fm® ebenfalls einige Niveaus ihre Reihenfolge vertauschen.

Daraus folgt, daB der maximale Wert fiir die Starke der Dreiteilchenwechselwirkung
C5 = 2500 MeV fm® betragt, denn fiir groBere Werte vertauschen einige Energieniveaus
im Einteilchenspektrum ihre Reihenfolge und bei einer schwacheren AbstoBung werden
die Ladungsradien schlechter wiedergegeben. Fiir das optimale Tensorkorrelationsvolu-

) = 0.20fm®, denn fiir groBere Reichweiten vertauschen ebenfalls

men ergibt sich [1(910
einige Einteilchenniveaus ihre Reihenfolge und bei kleineren Reichweiten werden die
Bindungsenergien schlechter reproduziert.

Einen weiteren Anhaltspunkt fiir die Qualitdt der Resultate, die mit der Dreiteil-
chenwechselwirkung berechnet wurden, bietet der Vergleich von experimentellen mit
berechneten Ladungsdichteverteilungen. In Abbildung 4.12 sind gestrichelt die experi-
mentellen und durchgezogen die berechneten Ladungsdichteverteilungen fiir einige der
bereits behandelten Kerne dargestellt. Fiir die Berechnung wurde der optimale Para-
metersatz (Cs = 2500 MeVfm®, 1§ = 0.20fm?, 1" = 0.10fm®, epax = 10, ano
optimal) verwendet. Es ist gut zu erkennen, daB die Dichte im Kerninneren fiir al-
le Kerne nahezu konstant ist und zur Kernoberfliche hin abfallt. Allerdings fallt auf,
daB im Kerninneren deutliche Unterschiede zwischen den experimentellen und den be-
rechneten Verteilungen auftreten. Dabei muB jedoch beriicksichtigt werden, daB die
experimentellen Daten in diesem Bereich groBe Fehler aufweisen, die in der Abbildung
nicht dargestellt sind. Wichtig ist, daB die Verlaufe an der Kernoberflache fiir alle
Kerne gut iibereinstimmen. Dies hat zur Folge, daB auch die Ladungsradien sehr gut
wiedergegeben werden.

Insgesamt wurde in diesem Abschnitt bestatigt, daB die Dreiteilchenwechselwir-
kung die vermutete Wirkung hat. Durch die zusatzliche AbstoBung vergroBern sich
die Ladungsradien wahrend gleichzeitig die Bindungsenergien verringert werden. Diese
Abnahme der Bindungsenergien kann durch eine vergroBerte Reichweite des Tensor-
korrelators kompensiert werden. Die VergroBerung der Ladungsradien hat auBerdem
zur Folge, daB die Einteilchenspektren gestaucht werden und sich den experimentellen
Spektren anndhern.
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Kapitel 5

Kollektive Anregungen

Bisher wurden lediglich die Grundzustande einiger Kerne betrachtet. Um die Eigen-
schaften der Dreiteilchenwechselwirkung besser zu verstehen, miissen dariiber hinaus
auch Anregungseigenschaften der Kerne untersucht werden. Neben einfachen Teilchen-
Loch-Anregungen gibt es Anregungen, an denen alle Nukleonen beteiligt sind. Diese
kollektiven Anregungen, die hier am Beispiel der Riesenresonanzen untersucht werden,
konnen durch die Random Phase Approximation (RPA) beschrieben werden. Diese
Methode, die auf den Ergebnissen der Hartree-Fock-Rechnungen aufbaut, wird in Ab-
schnitt 5.1 abgeleitet. AnschlieBend werden in Abschnitt 5.2 einige Resultate fiir die
Monopol-, Dipol- und Quadrupolriesenresonanzen gezeigt und ihre Abhangigkeit von
einigen Parametern diskutiert.

5.1 Random Phase Approximation

Die Herleitung der RPA-Gleichungen erfolgt iiber die sogenannte Bewegungsgleichungs-
methode [6, 7, 8]. Als Ausgangspunkt dient die exakte Schrodingergleichung

H|V,) = E,|¥,) . (5.1)
Formal werden die Operatoren Q! mit
Qf = [,)(¥o| bzw. Qv = [Wo) (W, (5.2)
definiert, die den Grundzustand |V,) auf einen angeregten Zustand |V, ) abbilden:

W,) = Qf W) bzw. Qu[Wo) =0 (53)
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Mit Hilfe dieser Operatoren 148t sich die Schrodingergleichung (5.1) in die Bewegungs-
gleichung

[H, QJWo) = (B, — Eo)Q}|¥o) (5.4)
umformen [6, 7, 8]. Wird diese Gleichung von links mit einem beliebigen Zustand
(Wo|6Q multipliziert, so ergibt sich:

(Wo[0Q, [H, QL] |Wo) = (E, — Eo){(¥o|[6Q, Q)| ¥o) (5.5)

Dabei konnen auf beiden Seiten der Gleichung die Kommutatoren geschrieben werden,
weil (Uo|Qf = (¥o|HQ! = 0 gilt. Die Variation

0Q o) =D 3¢, QlIWo) =) de,| W) (5.6)
v#£0 V#£0
ist beliebig, aber orthogonal zum Grundzustand. Daher ist Gleichung (5.5) exakt und
dquivalent zur Schrédingergleichung (5.1).

Werden als Ansatz fiir die Operatoren Q) Einteilchen-Einloch-Anregungen des
Hartree-Fock-Zustandes verwendet, so fiihrt dies auf die Gleichungen der Tamm-Dan-
coff-Methode [6, 7, 8]. Bei der Random Phase Approximation werden die Q/, folgen-
dermaBen dargestellt:

ZXWZ) al a; — ZY(V a)a, . (5.7)

Dabei bezeichnen die Indizes 7, j Zustande unterhalb der Fermikante, also ¢;,¢; < ep,
und m,n bezeichnen Zustande oberhalb der Fermikante, ¢,,,¢, > £, wobei sich so-
wohl die Fermikante als auch die Einteilchenenergien ¢, auf den Hartree-Fock-Zustand
beziehen. Das bedeutet, daB die Operatoren afnal- und agam als Teilchen-Loch-Erzeuger
beziehungsweise -Vernichter interpretiert werden konnen.

Der Grundzustand der Random Phase Approximation ist durch Q,|RPA) = 0 de-
finiert. Dieser Zustand ist nicht gleich dem Hartree-Fock-Zustand, sondern enthilt
zusatzlich Teilchen-Loch-Beimischungen.

Die Variation

JQIRPA) =" aX"al a;|RPA) — Z §Y“ala,,|RPA) (5.8)
wird unabhangig fiir die Koeffizienten X ) und Y durchgefuhrt Daher erhalt man
aus Gleichung (5.5) zwei gekoppelte Glelchungen dle sich fiir die beiden Falle 5X(V
0 beziehungsweise 5sz‘) = 0 ergeben:

(RPA|[ala,,, [H, Qf]]|RPA) = ERPA(RPA|[ala,,, Q] IRPA) (5.9)
(RPA|[al a;, [H, Q]]|RPA) = EX"(RPA|[a] a;, Q}]|RPA) (5.10)
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mit ERPA = E, — E,. Dies sind die allgemeinen Bestimmungsgleichungen fiir die Koef-
fizienten X( und Yn(u , die die Operatoren Q festlegen. Sie sind allerdings nicht direkt
|6sbar, da der RPA-Grundzustand |RPA) unbekannt ist. Um dieses Problem zu l6sen,
wird die sogenannte Quasibosonndherung angewendet. Dabei wird angenommen, daB
der Grundzustand der Random Phase Approximation nicht zu stark vom Hartree-Fock-
Zustand |HF) abweicht. Das bedeutet, daB fiir die Berechnung von Erwartungswerten

der RPA-Zustand durch den Hartree-Fock-Zustand ersetzt werden kann:

(RPA|[ala,,, ala;]|[RPA) = 8;i6mn — Omn(RPA|ajal[RPA) — 6,;(RPA|al a,,|RPA)
~~ <HF|[aZam,aLaj]|HF) = 0;i0mn - (5.11)

Diese Naherung ware exakt, wenn es sich bei den Teilchen-Loch-Operatoren aj

a,, und
ala; um Bosonerzeuger handeln wiirde [6, 7, 8].

Die Quasibosonndherung kann mit Hilfe eines iterativen Verfahrens umgangen wer-
den. Dazu werden zunachst die Matrixelemente (5.15) und (5.16) mit dem Hartree-
Fock-Zustand berechnet. AnschlieBend werden die RPA-Gleichungen (5.14) geldst und
der RPA-Grundzustand bestimmt. Im nachsten Schritt werden die Matrixelemente mit
diesem RPA-Zustand berechnet und so weiter, bis die Losungen konvergiert sind [31].

Im Rahmen der Quasibosonnéherung geben die Betragsquadrate der Entwicklungs-
koeffizienten X( ’ und Y ) die Wahrscheinlichkeiten an, daB sich ein Zustand af L
x|RPA) be2|ehungswe|se a, am|RPA) im angeregten Zustand |V,) befindet. Das bedeu-

tet, daB die Entwicklungskoeffizienten die Einteilcheniibergangsdichtematrix festlegen:

o’ = (RPAJafa,|V,) = <RPAHa fam, Q] |RPA)

~ (HF|[ala,, QI]|HF) = x ) (5.12)
oV = (RPAJal a;|W,) = (RPA|[al a;, Qf]|RPA)

~ (HF|[al a;, QI]|HF) = Y . (5.13)

Mit Hilfe dieser Naherung ergeben sich aus den Gleichungen (5.9) und (5.10) die
RPA-Gleichungen, die kompakt in Matrixform dargestellt werden kdnnen:

A B X® 1 0 X®
= ERPA : (5.14)
B* A* y® 0 —1 y®
Die Untermatrizen A und B sind durch
Ami,nj = <HFHaTam, [H aT a]]]|HF> = (Em — Ez)(smnéz] + ij,in (515)
Boinj = <HF|[a am, [H, al an]]|HF) = Vinn.ij (5.16)
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definiert. Dabei bezeichnen die ¢, die Hartree-Fock-Einteilchenenergien und die V,,;
die Matrixelemente einer allgemeinen Zweiteilchenwechselwirkung beziiglich der Hart-
ree-Fock-Einteilchenbasis. Aus den Gleichungen (5.15) und (5.16) wird ersichtlich, daB
die Matrix A hermitesch und die Matrix B symmetrisch ist. In den RPA-Gleichungen
taucht die Metrik (§ %) auf, die zur Folge hat, daB die Eigenwerte ER"A komplex sein

konnen.
Die Losungen der RPA-Gleichungen erfiillen einerseits die Orthogonalitatsrelation

[6, 7, 8]
b = (X X0 =YY (5.17)

und andererseits die Vollstandigkeitsrelation

Sy = D (X2 XE — vy (5.18)

nj mi nj
v

Die Energie des RPA-Grundzustands
(RPA[H|RPA) = (HF|H|HF) — ZERF’AZ\ (5.19)

ist immer kleiner als die Hartree-Fock-Energie. Das Hartree-Fock-Verfahren wurde
aus dem Variationsprinzip abgeleitet (sieche Kapitel 3). Daher stellt die Hartree-Fock-
Energie eine obere Schranke fiir die exakte Grundzustandsenergie dar. Fiir die Random
Phase Approximation gilt dies nicht mehr. Die RPA-Energie kann daher auch kleiner
sein als die exakte Grundzustandsenergie [32].

Der Grundzustand der Random Phase Approximation ist durch Q,|RPA) = 0 de-
finiert. Es zeigt sich, daB der RPA-Zustand ein koharenter Zustand von Zweiteilchen-
Zweiloch-Anregungen aus dem Hartree-Fock-Zustand ist [6, 7, 8]:

1
IRPA) = N exp{5 > Zmi,njajnaia;aj}mm : (5.20)
minj
Dabei ist Ny eine Normierungskonstante und Z |aBt sich aus ZX%)*ZWM = ny;)*
bestimmen. Das bedeutet, dafl der RPA-Zustand nicht nur aus Zweiteilchen-Zweiloch-
Anregungen des Hartree-Fock-Zustandes aufgebaut ist, sondern auch Dreiteilchen-
Dreiloch-, Vierteilchen-Vierloch-Anregungen und so weiter enthalt.

RPA mit der korrelierten Wechselwirkung

Die folgenden Berechnungen werden auf der Grundlage der korrelierten Wechselwirkung
Vucowm durchgefiihrt. Dabei wird angenommen, daB die betrachteten Kerne spharisch
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symmetrisch sind. Daher konnen die einzelnen Drehimpulse zu einem guten Gesamt-
drehimpuls J gekoppelt werden, der gleichzeitig die Multipolaritat der kollektiven An-
regungen angibt [33]. In dieser gekoppelten Darstellung lauten die Operatoren

v, JM A JMT v,JM - J,—M
Q= D (XpMATME — Y M (1) M A A (5.21)

v
ph

wobei die Summe iiber alle Teilchen-Loch-Anregungen des Hartree-Fock-Zustands
lauft. Dabei wurde anstelle der einzelnen Erzeuger und Vernichter der Teilchen-Loch-

J,M]L o 2 : Jp Jn
Aph o C<mp mp

mpmp

Erzeuger

J N
) (5.22)

eingefiihrt, wobei die Indizes p und h fiir die Teilchen beziehungsweise Locher stehen.
Fiir die Berechnung der Matrizen A und B, die in den RPA-Gleichungen (5.14) auftre-
ten, wird analog zum Hartree-Fock-Verfahren der intrinsische Hamiltonoperator H;,;
verwendet. Das bedeutet, daB der Schwerpunktanteil der kinetischen Energie nicht im
Hamiltonoperator enthalten ist (vgl. Kapitel 3.3). Dann lassen sich die Matrixelemente
folgendermaBen darstellen [33]:

.
Al = <HF\[[A;;LM,Hint],Ag;%]\HF) (5.23)
Bl = —(HF|[[A]{;1M,Hint], (—I)J’MA;;,}MHHF) . (5.24)

Die Berechnung dieser Matrixelemente mit der vollen Dreiteilchenwechselwirkung ware
sehr aufwendig. Daher wird aus der Dreiteilchenwechselwirkung eine effektive Zweiteil-
der Dreiteil-
chenwechselwirkung mit der Einteilchendichtematrix o), die in Kapitel 3.2 eingefiihrt
wurde, gefaltet [34]:

chenwechselwirkung konstruiert. Dazu werden die Matrixelemente Va(li)ai)a

e 3 1
V;llif@l; - Z Va(bc),aBE Qéc) (5.25)

cc

Fiir die Berechnungen im Rahmen der Random Phase Approximation muB diese effek-
tive Wechselwirkung mit dem Faktor 3 multipliziert werden [34], so daB sich fiir den
Hamiltonoperator

Hint = Tint + Vucom + 3 Z ngg,agé Qg)alalal?aé (5.26)

cc

ergibt.
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5.2 Riesenresonanzen

In diesem Abschnitt werden einige Ergebnisse diskutiert, die sich fiir die Monopol-,
Dipol- und Quadrupolriesenresonanzen ergeben. Dabei werden nur elektrische Multi-
poliibergange betrachtet, deren Ubergangswahrscheinlichkeiten durch

T 1\<fHQTH Ol (5.27)

gegeben sind [6, 33]. Dabei bezeichnen |i) und |f) den Ausgangs- beziehungsweise
Endzustand und in das reduzierte Matrixelement (f|Q%|i) geht der betrachtete Mul-
tipoliibergangsoperator Q7 ein. Das E.J deutet an, daB es sich um den elektrischen

BT(EJ, J; — J;) =

Ubergang der Multipolaritit J handelt. In diesem Abschnitt werden isoskalare Mono-
polanregungen behandelt, deren Ubergangsoperator durch

A
2= ad Yoo, i) (5.28)
i=1
definiert ist [33], wobei Y5/ (¥, ) die Kugelflichenfunktionen sind. Des weiteren wer-
den isovektorielle Dipolanregungen mit dem Ubergangsoperator

= 627'3 zi Yin (Ui, :) (5.29)

=1

sowie isoskalare Quadrupolanregungen mit

2M —er YQM 19@,%) (5-30)

=1

diskutiert. Dabei bezeichnet e die Elementarladung und 735 die 3. Komponente des
Isospins.

Bei Rechnungen im Rahmen der Methode der unitaren Korrelatoren miissen alle
Operatoren konsistent transformiert werden. Es zeigt sich jedoch, daB die korrelierten
Anteile der Multipoliibergangsoperatoren nur sehr geringe Beitrige liefern [33]. Daher
wird an dieser Stelle mit den unkorrelierten Operatoren (5.28) — (5.30) gerechnet.

Zur iibersichtlicheren Darstellung werden die diskreten Ubergangsstarken (5.27)
mit einer Lorentzkurve (Breite 2 MeV) gefaltet, so daB sich die kontinuierlichen Uber-
gangsstarkeverteilungen R%(F) in Abhingigkeit von der Anregungsenergie E ergeben.

Als erstes Beispiel sind in Abbildung 5.1 die Starkeverteilungen der isoskalaren
Monopolriesenresonanz, der sogenannten Atmungsmode, fiir einige Kerne mit abge-
schlossenen Schalen dargestellt. Die durchgezogene Kurve zeigt jeweils die Starke-
verteilung, die sich aus einer Rechnung ohne Dreiteilchenwechselwirkung ergibt. Der
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Abbildung 5.1: Starkeverteilungen der isoskalaren Monopolanregung fiir verschiedene
Starken der Dreiteilchenwechselwirkung. (------- ): C3 = 2000 MeV fm®; (----- ). Cy =
2500 MeV fm"; (- — —-): C3 = 3000 MeV fm®. Fiir die Berechnung wurde der optimale Para-

metersatz mit Iém) = 0.20fm?, Iéu) = 0.10fm?, apo optimal verwendet. Fiir 2%8Pb betrigt
die BasisgroBe emax = 10, fiir alle anderen Kerne ist emax = 8. Die durchgezogene Kurve
zeigt als Referenz die Ergebnisse einer Rechnung mit der reinen Zweiteilchenwechselwirkung
und mit 11(910) = 0.09fm3>. Die Pfeile zeigen die Schwerpunkte der experimentellen Stirkever-

teilungen an [35, 36, 37].
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Reichweitenparameter des Tensorkorrelators betragt dabei Iélo) = 0.09fm®. Die ge-
strichelten Kurven geben die Ergebnisse fiir verschiedene Starken der Dreiteilchen-
wechselwirkung (C5 = 2000 MeV fm®, 2500 MeV fm® und 3000 MeV fm°) wieder. Da-
bei wurde der in Kapitel 4.2 bestimmte optimale Parametersatz mit [1(910) = 0.20fm?
und ]7(911) = 0.10fm® verwendet. Die BasisgroBe betragt fiir 22Pb €. = 10 und fiir
die restlichen Kerne ey, = 8. Dabei muB beriicksichtigt werden, dall die Ergebnisse
bei diesen BasisgroBen noch nicht konvergiert sind, worauf am Ende dieses Abschnitts
genauer eingegangen wird. Die Pfeile zeigen die Schwerpunkte der experimentellen
Starkeverteilungen an.

Aus Abbildung 5.1 wird ersichtlich, daB die isoskalaren Monopolanregungen be-
reits recht gut mit der reinen Zweiteilchenwechselwirkung beschrieben werden. Bei den
Ergebnissen mit der Dreiteilchenwechselwirkung liegen die Hauptmaxima der Starke-
verteilungen bei 1°0,%°Zr und 2%®Pb energetisch etwas héher und bei “°Ca, “Ca und
0N etwas niedriger als die der Zweiteilchenergebnisse. Mit zunehmender Stirke der
Dreiteilchenwechselwirkung wird bei allen betrachteten Kernen die Ubergangsstirke
zu kleineren Energien verschoben. Die einzige Ausnahme bildet 2°8Pb, bei dem der
Schwerpunkt der Starkeverteilung unverandert bleibt. Besonders bei den mittelschwe-
ren Kernen zeigt sich im Vergleich zu den Resultaten ohne Dreiteilchenwechselwir-
kung eine starke Fragmentierung der Ubergangsstirkeverteilung, die aber im wesent-
lichen unabhangig von der Stérke der Dreiteilchenwechselwirkung ist. Eine mogliche
Erklarung fiir diese Aufspaltung liegt in den Eigenschaften der Kontaktwechselwirkung,
die als Ansatz fiir die Dreiteilchenwechselwirkung gewahlt wurde, begriindet. Auf die
Besonderheiten von Kontaktwechselwirkungen wird am Ende von Kapitel 6 genauer
eingegangen.

In Abbildung 5.2 sind analog zu Abbildung 5.1 die Ubergangsstirkeverteilungen der
isovektoriellen Dipolriesenresonanz dargestellt, bei der die Protonen gegen die Neutro-
nen schwingen. Es zeigt sich wiederum, daB die Ubergangsstirken mit zunehmender
Starke der Dreiteilchenwechselwirkung zu niedrigeren Energien verschoben werden. Bei
den Kernen %0 und “°Ca zeigt sich die Dipolriesenresonanz stark ausgepragt. Sie liegt
energetisch niedriger als die Resultate ohne Dreiteilchenwechselwirkung und mit zuneh-
mender Starke der Dreiteilchenwechselwirkung auch deutlich niedriger als das Experi-
ment. Bei “Ca und °Ni sind die Stirkeverteilungen der reinen Zweiteilchenwechsel-
wirkung auf einen groBen Bereich verteilt. Durch Hinzunahme der Dreiteilchenwechsel-
wirkung werden diese Verteilungen deutlich schmaler und verschieben sich gleichzeitig
zu niedrigeren Anregungsenergien. Fiir °Zr und 2°®Pb werden die Stirkeverteilungen
ebenfalls zu niedrigeren Enerrgien verschoben und besonders die Verteilungen mit ei-
ner mittleren Starke der Dreiteilchenwechselwirkung stimmen gut mit dem Experiment
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Abbildung 5.2: Stdrkeverteilungen der isovektoriellen Dipolanregung fiir verschiedene
Starken der Dreiteilchenwechselwirkung. (------- ): C3 = 2000 MeV fm®; (----- ). Cy =
2500 MeV fm®; (- ——-): C3 = 3000 MeV fm". Fiir die Berechnung wurde der optimale Para-
metersatz mit Iém) = 0.20fm?, Iéu) = 0.10fm?, apo optimal verwendet. Fiir 2%8Pb betrigt
die BasisgroBe emax = 10, fiir alle anderen Kerne ist emax = 8. Die durchgezogene Kurve
zeigt als Referenz die Ergebnisse einer Rechnung mit der reinen Zweiteilchenwechselwirkung
und mit 11(910) = 0.09fm3>. Die Pfeile zeigen die Schwerpunkte der experimentellen Stirkever-
teilungen an [38, 39, 40, 41].
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Abbildung 5.3: Starkeverteilungen der isoskalaren Quadrupolanregung fiir verschiedene
Starken der Dreiteilchenwechselwirkung. (-=----- ): C3 = 2000 MeV fm®; (----- ). Cy =
2500 MeV fmb; (= ——-): C3 = 3000 MeV fmS. Fiir die Berechnung wurde der optimale Para-
metersatz mit 11(910) =0.20 fmg,IéH) = 0.10fm?, ano optimal verwendet. Fiir 2%8Pb betrigt
die BasisgroBe emax = 10, fiir alle anderen Kerne ist enax = 8. Die durchgezogene Kurve
zeigt als Referenz die Ergebnisse einer Rechnung mit der reinen Zweiteilchenwechselwirkung
und mit Iélo) = 0.09fm?>. Die Pfeile zeigen die Schwerpunkte der experimentellen Stirkever-

teilungen an [35, 36, 42].
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tiberein. Insgesamt zeigt sich bei der isovektoriellen Dipolriesenresonanz eine Verbes-
serung der Ergebnisse durch Hinzunahme der Dreiteilchenwechselwirkung.

SchlieBlich werden noch isoskalare Quadrupolanregungen betrachtet, die in Ab-
bildung 5.3 dargestellt sind. Wie auch bei den beiden vorangegangenen Beispielen
verschiebt sich die Ubergangsstiarke mit zunehmender Stirke der Dreiteilchenwech-
selwirkung zu niedrigeren Energien. Es zeigt sich bei allen Kernen ein stark ausge-
pragter kollektiver Zustand, die Quadrupolriesenresonanz. Bei *O und *°Ca stimmen
die Rechnungen gut mit den Experimenten iiberein, wobei die Quadrupolanregung bei
40Ca die Struktur eines Doppelpeaks aufweist. Bei den restlichen Kernen zeigt sich
zusitzlich eine Anregung bei kleinen Energien, besonders ausgeprigt bei *°Ni. Die-
se Anregungen haben allerdings keinen kollektiven Charakter, sondern sind einfache
Teilchen-Loch-Anregungen von einzelnen Nukleonen. Bei ?°Zr und 2%®Pb liegen die be-
rechneten Starken energetisch etwas hdher als die gemessenen. Allerdings muB hier
beachtet werden, daB die verwendeten BasisgroBen fiir groBe Kerne nicht ausreichend
sind, das heiBt, die Ergebnisse sind noch nicht konvergiert.

Als nichstes wird der EinfluB des Tensorkorrelators auf die Ubergangsstirkevertei-
lungen untersucht. Dazu sind in Abbildung 5.4 die drei diskutierten Anregungsarten
am Beispiel von “°Ca und Zr jeweils fiir die Werte 11(910) = 0.15fm® und 0.20 fm?® des
Reichweitenparameters dargestellt. Bei *°Ca hat die Reichweite des Tensorkorrelators
nur einen geringen EinfluB auf alle betrachteten Riesenresonanzen. Bei ®°Zr wird die
Ubergangsstirke der Monopolanregung leicht zu niedrigeren Energien verschoben. Die
Dipol- und die Quadrupolanregung werden dagegen nur wenig vom Tensorkorrelator
beeinfluBt.

AbschlieBend sind die Riesenresonanzen in Abbildung 5.5 fiir verschiedene Basis-
groBen dargestellt. Die Ubergangsstirkeverteilungen wurden fiir *°Ca fiir die Basis-
groBen emax = 6,8 und 10 berechnet, fiir °°Zr wurden die Berechnungen zusitzlich
fir emax = 12 durchgefiihrt. Bei allen betrachteten Anregungsarten zeigt sich mit
zunehmender BasisgroBe eine starkere Fragmentierung der Starkeverteilungen. Gleich-
zeitig werden die Schwerpunkte der Verteilungen zu niedrigeren Energien verschoben.
Bei keinem der Kerne zeigen sich Anzeichen von Konvergenz. Dabei muB allerdings
beriicksichtigt werden, daB bei diesen BasisgroBen selbst die Ergebnisse mit der rei-
nen Zweiteilchenwechselwirkung noch nicht vollstandig konvergiert sind. Daher konnen
auch die Resultate mit der Dreiteilchenwechselwirkung nicht konvergiert sein. Hinzu
kommt, daB es sich bei der verwendeten Dreiteilchenwechselwirkung um eine Kontakt-
kraft handelt. An dieser Stelle 138t sich noch keine Aussage dariiber treffen, ob die
fehlende Konvergenz nur in den kleinen BasisgroBen begriindet ist, oder ob die Kon-
taktkraft die Konvergenz der Resultate verhindert. Die Probleme einer Kontaktwech-
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Abbildung 5.4: Starkeverteilungen der isoskalaren Monopol, isovektoriellen Dipol- und iso-

skalaren Quadrupolanregung fiir verschiedene Reichweiten des Tensorkorrelators. (

--):

Cy = 2500 MeV fm®, 1{'% = 0.15 fm?; (- = —-): C3 = 2500 MeV fm®, 1\ = 0.20 fm?. Fiir
die Berechnung wurde der optimale Parametersatz mit 11(911) = 0.10fm?, apo optimal und
emax = 8 verwendet. Die durchgezogene Kurve zeigt als Referenz die Ergebnisse einer Rech-
nung mit der reinen Zweiteilchenwechselwirkung und mit 11(910) = 0.09 fm3. Die Pfeile zeigen
die Schwerpunkte der experimentellen Starkeverteilungen an [36, 39, 37, 40, 42].
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Abbildung 5.5: Starkeverteilungen der isoskalaren Monopol, isovektoriellen Dipol-
und isoskalaren Quadrupolanregung fiir verschiedene BasisgroBen. (------- ): Cs
2500 MeV fm®, emax = 6; (=---- ): C3 = 2500MeV fm emax = 8 (===-): C3 =
2500 MeV fm®, emax = 10; (— ——=): C3 = 2500 MeV fm®, ea = 12. Fiir die Berechnung

wurde der optimale Parametersatz mit 11(910) = O.20fm3,11(911) = 0.10fm?, apyo optimal ver-
wendet. Die durchgezogene Kurve zeigt als Referenz die Ergebnisse einer Rechnung mit der
reinen Zweiteilchenwechselwirkung und mit I5'”) = 0.09fm?. Die Pfeile zeigen die Schwer-
punkte der experimentellen Starkeverteilungen an[36, 39, 37, 40, 42].
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selwirkung werden am Ende von Kapitel 6 ausfiihrlicher diskutiert. Trotzdem zeigt sich
sowohl bei der isovektoriellen Dipolriesenresonanz als auch bei der isoskalaren Quadru-
polriesenresonanz eine deutliche Verbesserung der Ergebnisse durch Hinzunahme der
Dreiteilchenwechselwirkung.
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Kapitel 6

Vielteilchenstorungstheorie

Mit der Methode der unitdren Korrelatoren (Kapitel 2) werden nur die kurzreichwei-
tigen Anteile der Tensorkorrelationen behandelt. Die langreichweitigen Korrelationen
miissen durch die Versuchszustdnde beschrieben werden. Die Slaterdeterminanten der
Hartree-Fock-Methode sind dazu jedoch nicht geeignet. Eine einfache Moglichkeit, die-
se langreichweitigen Korrelationen einzubringen, bietet die Vielteilchenstorungstheorie.
Dabei werden die Ergebnisse der Hartree-Fock-Rechnungen als Ausgangspunkt verwen-
det.

Die Stérungstheorie ist zwar einfach anzuwenden, aber sie hat auch einige Nachteile.
So ist zum Beispiel die Konvergenz sichergestellt. Sobald in den Einteilchenspektren der
betrachteten Kerne einige Energieniveaus zu dicht beieinander liegen oder Entartungen
auftreten, ist bei der Storungstheorie keine Konvergenz zu erreichen. Trotzdem bieten
die niedrigen Ordnungen der Vielteilchenstorungstheorie eine gute Moglichkeit, den
EinfluB von langreichweitigen Korrelationen quantitativ zu untersuchen.

In diesem Kapitel werden zunachst die wichtigsten Punkte der allgemeinen Storungs-
theorie dargestellt (Abschnitt 6.1). AnschlieBend wird in Abschnitt 6.2 die zweite Ord-
nung der Vielteilchenstérungstheorie abgeleitet, die auf den Resultaten einer Hartree-
Fock-Rechnung aufbaut. In Abschnitt 6.3 werden dann einige Ergebnisse der Viel-
teilchenstorungstheorie gezeigt und die Probleme diskutiert, die auftreten, wenn die
Storungstheorie auf eine Kontaktkraft angewendet wird.
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6.1 Grundlagen der Stérungstheorie

Mit Hilfe der Storungstheorie konnen Probleme von der Form
H[®;) = (Ho + W)|®;) = Ej[Dy) (6.1)

naherungsweise gelost werden, wobei die Eigenwerte Efo) und Eigenzustande \\IIEO)) des
Hamiltonoperators Hy bekannt sind [9]: H0|\I/§O)) = Ef0)|\11§0)>. Wenn die Stérung W
hinreichend klein ist, so 1aBt sich ein Verfahren entwickeln, nach dem die Energien Ei(o)
und die Zustande |\I/§0)> Schritt fiir Schritt der gesuchten Losung E; beziehungsweise
|®;) des Hamiltonoperators H angenahert werden. Zu diesem Zweck wird der formale
Entwicklungsparameter X eingefiihrt, der spater auf den Wert 1 gesetzt wird [9]:

H=H,+ \W. (6.2)

Damit konnen die exakten Eigenenergien und -zustande in eine Potenzreihe entwickelt
werden:

E; = BV 4+ EY + NEP + ... (6.3)

1) = [0 Aoy £ A2 ey 4 (6.4)

n
1

Die Aufgabe besteht nun darin, die hoheren Ordnungen der Eigenenergien E™ durch
die Energien und Zustande der nullten Ordnung auszudriicken.

Es wird angenommen, daB die ungestérten Zustdnde normiert sind: <\I/§0)|\I/§0)> =1.
Dariiber hinaus wird die Normierung des gesuchten Zustands so gewahlt, daB gilt
<\Ifl(-0)|<I>Z-> = 1 [9]. Wird hier die Entwicklung des Zustandes |®;) eingesetzt, so folgt
aus der Annahme, daB die Gleichung fiir beliebige X erfiillt sein soll:

WOy =0 fir n>1. (6.5)
Fiir die Schrédingergleichung ergibt sich nach Einsetzen der Taylorentwicklungen (6.3)
und (6.4):
(Ho + AW) ([0 A0y 22102y )
— (E? + AEBD £ 2B+ (1wl 4 A ey 4 220y 1) (6.6)

Diese Gleichung kann nach Potenzen in \ sortiert werden:

A Holw”) = EQw )

Dy L EPOy (6.9)
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Wenn diese Gleichungen mit <\I/§0)| multipliziert werden, so ergeben sich unter Aus-
nutzung der Orthogonalitdt (6.5) die Energien der einzelnen Ordnungen [9]:

A B = (0 Hy vl (6.10)
AL BY = (w0 w el (6.11)
2 (6.12)

Die Energie der 1. Ordnung kann also direkt berechnet werden. Fiir die 2. Ordnung
missen die Zustande |\I!§1)> auf die ungestorten Zustinde |\I/§0)> zurlickgefiihrt werden.
Dazu wird |\I/§1)> nach den ungestdrten Zustande entwickelt [9]:

W) =2l e} = 31w ) (6.13)
Wird Gleichung (6.8) mit <\I/§LO)| multipliziert, so 1aBt sich folgende Beziehung ableiten:

(v (W[ e;”)
E” —EY

)

(0w = (6.14)

Zusammen mit Gleichung (6.12) und der Entwicklung (6.13) ergibt sich daraus die
Energiekorrektur der 2. Ordnung der Stérungstheorie [9]:

0 0
(WO W e ) 2

— EY - gV
n#i E

E® —

7

(6.15)

Analog lassen sich die Terme der dritten und aller hoheren Ordnungen bestimmen.

6.2 Vielteilchenstérungstheorie

Mit Hilfe der Vielteilchenstorungstheorie sollen die Grundzustandsenergien, die sich
aus den Hartree-Fock-Rechnungen ergeben (siehe Kapitel 3), verbessert werden. Der
Hartree-Fock-Zustand dient also als Ausgangspunkt fiir die Storungsrechnung. Bei der
Hartree-Fock-Methode wurde der intrinsische Hamiltonoperator

Hin = H|(r12t) + V& =T + Vycom + V& | (6.16)

verwendet, der aus dem Zweiteilchenoperator H.(th) und der Dreiteilchenwechselwirkung

V) aufgebaut ist. Stellt man Hj, in der Hartree-Fock-Basis dar, so gehen in die
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Berechnung der Hartree-Fock-Energie nur die Diagonalelemente des Hamiltonoperators
ein (siehe Kapitel 3). Daher ist es sinnvoll, den Hamiltonoperator Hy folgendermaBen
darzustellen:

1
= 55 VlV?‘Hmt|V1V2> alT/lalT/Qa’VQa’Vl

viv2

+ Z (3| VO [y 1515) 4 al al al a,a,,a,, . (6.17)

u1u2u3
In die Storung gehen ausschlieBlich die auBerdiagonalen Matrixelemente des Hamilton-
operators ein [20]:

W = —Z V1V2|Hmt\f£1/<;2> al al a,,a,.,

v1 “rg
Vv
K1KQ

1
+% Z a<1/11/21/3|V(3)|/{1/42/£3>a allaLaiBamamam , (6.18)
vivav3

wobei sich die Slaterdeterminanten |v114), und |k1k2), beziehungsweise | 1515), und
|K1KoK3), in wenigstens einem Einteilchenzustand unterscheiden miissen.

Die nullte Ordnung der Grundzustandsenergie ist gleich der Hartree-Fock-Energie:
Eéo) = Eyr und die erste Ordnung verschwindet: Eél) = 0. Daher ergibt sich die erste
Korrektur der Grundzustandsenergie aus der zweiten Ordnung der Vielteilchenstérungs-

theorie. Die allgemeine Form dieser Ordnung lautet (Gleichung (6.15)):

(W W w2
=> SO0 (6.19)
nZO

Der ungestorte Zustand |\If((]0)> ist der Hartree-Fock-Zustand und die Zustande \\II%O))
stellen Anregungszustande dar. Sie werden durch Teilchen-Loch-Anregungen des Hart-
ree-Fock-Zustands reprasentiert.

Einteilchen-Einloch-Anregungen treten hier nicht auf, da der Hamiltonoperator den
Hartree-Fock-Zustand nicht mit dieser Art von Anregungen verbindet [9]:

(HF|Hipe|HF?) = 0 . (6.20)

Dabei bezeichnet |HF?) den Hartree-Fock-Zustand, bei dem ein Teilchen aus dem
Zustand |a) entfernt wurde und ein Teilchen im Zustand |5) hinzugefiigt wurde.
Im folgenden werden zunachst getrennt die Storungsbeitrage fiir den Zweiteilchen-

anteil Hmt) des Hamiltonoperators und die Dreiteilchenwechselwirkung V) bestimmt.

82



6.2 - Vielteilchenstorungstheorie

(2)

Storungsbeitrag des Zweiteilchenoperators H, |

Dreiteilchen-Dreiloch-Anregungen liefern hier keine Beitrage, da es sich bei Hl(ft)
einen Zweiteilchenoperator handelt [9]. Es miissen also nur Zweiteilchen-Zweiloch-
Anregungen der Form |HF§§/> betrachtet werden. Daher lautet die zweite Ordnung

der Storungstheorie

| Sex >er ()| g7y 12

| HF‘Hm F a’>‘
H) = ZZ - _t . (6.21)
VAT HF HFBB/

Dabei wird iiber alle Locher o, o unterhalb der Fermikante 5 und iiber alle Teilchen
G, 3" oberhalb der Fermikante summiert. Der Energienenner kann durch die Einteil-
chenenergien der Teilchen und Locher angenadhert werden [9]:

EHF — EHFiil/ ey teEy — €3 —Ep . (622)

Die Zweiteilchen-Zweiloch-Anregungen werden durch Anwendung der Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren auf den Hartree-Fock-Zustand generiert:

IHF?%)) — a;agaa/aa|HF> : (6.23)
Der Zweiteilchenoperator lautet in zweiter Quantisierung [7, 8]:
1 o0
HY = 1 > o (112 |H) [K1Ko)a a8, ax,85, - (6.24)

viv2
K1K2

Damit [aBt sich die Energiekorrektur folgendermaBen schreiben:

SEE S | 1/11/2|Hmt|l-€1/{2> (HF|al af amamaLaL,aa/aMHFHQ

EO mt 64222 Ea T E f;;_gﬁ'

aa’ B ’2222

(6.25)
Da es sich bei den Hartree-Fock-Zustanden um Slaterdeterminanten handelt, kann der
Zahler vereinfacht werden:

o0

> a(rinlHY [16)q (HF[a, af, a0, afak 8000 HF)

viva
R1k2

o0

2
= Z a<V1V2|Hi(nt)|"{1”€2>a {0v10000/ 028018 — OvyarOvsalra6/On, 8

viva
R1K2

_5V1a511204’55255mﬁ’ + 51/104’5112&5/@265515’}
= J(ad[H2|B6). — <a a[H2 |56,
— o' HE) B B)e + o('alHR)|85), (6.26)
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Das bedeutet, daB im Bra und im Ket der Slaterdeterminante jeweils die gleichen
Zustande vernichtet beziehungsweise erzeugt werden miissen, damit das Matrixelement
von Null verschieden ist. Damit vereinfacht sich die Energiekorrektur der 2. Ordnung
zu [20]

<€F >€F ’ 2

HZ) 86", |
EPHP) = oo iy el 6.27
) Z;ﬁzg: €atEw —Ep—¢Ep (6.27)

Stérungsbeitrag der Dreiteilchenwechselwirkung V)

Fiir den Storungsbeitrag der Dreiteilchenwechselwirkung miissen sowohl Zweiteilchen-
Zweiloch- als auch Dreiteilchen-Dreiloch-Anregungen betrachtet werden. Die Energie-
korrektur der 2. Ordnung lautet

<€F >ep B8’
(HF|V®)HFZ )2
EDye)y — (
0 ( ) ;% EHF HFﬁﬁ/
Z Z i HF|v<3 HF2Z2) 2 (6.28)
ao/ o BB B HFii/i/l/l

wobei wieder iiber die Lécher a, o/, " und iiber die Teilchen 3, 3, 5" summiert wird.
Die Dreiteilchen-Dreiloch-Anregungen lassen sich durch

[HFfan) = aalyabaasawas| HF) (6.29)

aa’a!

darstellen und die Dreiteilchenwechselwirkung lautet

[e.9]

1
Ve = 36 Z o (11015 VO | Ky Ko kig) g al af al aga.,a., . (6.30)

virory
K]1KQK3

Damit 3Bt sich die Energiekorrektur analog zum Fall des Zweiteilchenoperators um-
formen. Dies liefert als Ergebnis

<ep 2

Z (ad/v|V3) |86,

60&+€O/ —56—66/

<EF >ep

B = 33 L

ao’ Bf

<€r >Er OzOz O//|V(3)|ﬁﬁ/ﬁ”> |2
Z Z Ea+€a +Eqr —Eg —Eg — Epr .

(6.31)

/ // 166 18//
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Bei den Zweiteilchen-Zweiloch-Anregungen bleibt eine der v-Summationen aus der
Darstellung (6.30) des Dreiteilchenoperators erhalten. Bei der Herleitung zeigt sich,
daB diese Summe nur iiber besetzte Zustdnde lauft, denn der Zustand |v) wird in der
Slaterdeterminante vernichtet.

Um nun die gesamte 2. Ordnung der Vielteilchenstorungstheorie fiir den Hamilton-
operator H;,; zu bestimmen, werden die Energiekorrekturen des Zweiteilchenhamilton-
operators (6.27) und der Dreiteilchenwechselwirkung (6.31) kombiniert. Als Resultat

ergibt sich
<ep 2
| <ex>er ad[HY[B8)a + 3 a{aav|[VO|B38Y),
E® _ Z v

(6.32)

§ § OéOéO//|V(3)‘ﬁﬁ/ﬁ"> ‘2
€a

aa’a” BB B + Eo/ + Eal — 65 - 66/ - 66”

6.3 Ergebnisse der Vielteilchenstérungstheorie

In diesem Abschnitt werden einige Ergebnisse der Vielteilchenstorungstheorie vorge-
stellt. Als erstes werden in Abbildung 6.1 die Bindungsenergien pro Nukleon gezeigt,
die sich aus einer Rechnung ohne Dreiteilchenwechselwirkung ergeben. Die schwarzen
Balken geben die experimentellen Werte wieder und die Punkte zeigen die Resultate
der Hartree-Fock-Rechnungen. Dabei wurde das Tensorkorrelationsvolumen auf den
optimalen Wert von ]7(910) = 0.09fm® gesetzt. Die Hartree-Fock-Energien zeigen die
bereits diskutierte Abweichung von den experimentellen Werten (siehe Kapitel 3.4).
Wird jedoch die 2. Ordnung der Energiekorrektur der Vielteilchenstorungstheorie hin-
zugenommen (Quadrate), so werden die experimentellen Bindungsenergien iiber den
ganzen Bereich von *He bis 2°2Pb sehr gut beschrieben. Fiir einige leichte Kerne wurde
zusatzlich die 3. Ordnung der Stérungstheorie berechnet (Rauten) [20], hier zeigt sich
allerdings nur eine minimale Verbesserung der Grundzustandsenergien.

Mit der reinen Zweiteilchenwechselwirkung wurde auBerdem die 2. Ordnung der
Vielteilchenstorungstheorie fiir die Ladungsradien berechnet [20]. Die Ergebnisse sind
in Abbildung 6.2 dargestellt. Die schwarzen Balken geben wiederum die experimentellen
Werte an und die Punkte zeigen die Resultate der Hartree-Fock-Rechnungen. Wie
bereits in Kapitel 3.4 erwahnt, liefert die Vielteilchenstorungstheorie nur eine leichte
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Abbildung 6.1: Energiekorrekturen der Vielteilchenstorungstheorie fiir die reine Zweiteilchen-
wechselwirkung. («): Hartree-Fock-Energien, (m): Hartree-Fock + 2. Ordnung der Stérungs-
theorie (#): Hartree-Fock + 2. und 3. Ordnung der Storungstheorie. Die schwarzen Balken
geben die experimentellen Werte wieder (aus [20]).

6 T T T T T T T T T T T T T T T T
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s B Ryr:pT2
1 4|_I|e ' 24'0 ' 40&:61I 48INi ' 78;\“ ' 9°IZr I114|Sn|146|GdI

160 348| 48Ca 56Ni SBSr lOOSn l32$n 208Pb

Abbildung 6.2: Beitrage der Vielteilchenstérungstheorie fiir die Ladungsradien. («): Hartree-
Fock-Ergebnisse, (m): Hartree-Fock + 2. Ordnung der Stérungstheorie. Die schwarzen Balken
geben die experimentellen Werte wieder (aus [20]).

Verbesserung der Ladungsradien (Quadrate). Besonders die Radien der schweren Kerne
weichen deutlich vom Experiment ab. Daraus folgt, daB die Zweiteilchenwechselwirkung
zur korrekten Beschreibung der Ladungsradien nicht ausreicht.

Im folgenden werden daher einige Ergebnisse diskutiert, die sich unter Einbezie-
hung der Dreiteilchenwechselwirkung ergeben. Dabei wird der EinfluB der Vielteil-
chenstorungstheorie nur am Beispiel der Bindungsenergien pro Nukleon untersucht. Als
erstes werden in Abbildung 6.3 die Resultate der Hartree-Fock-Rechnungen mit dem in
Kapitel 4.2 bestimmten, optimalen Parametersatz (Quadrate) gezeigt: Der Reichwei-
tenparameter des Tensorkorrelators betragt im S = 1,7 = 0 Kanal ]7(910) = 0.20 fm?®
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Abbildung 6.3: Energien der Vielteilchenstorungstheorie. (m): Hartree-Fock-Energie, (©):
Hartree-Fock 4 Zweiteilchenbeitrag der Stoérungstheorie. Zur Berechnung wurde der op-
timale Parametersatz verwendet: ayo optimal, Iéu) = 0.10fm?, 11(910) = 0.20fm3, C5 =
2500 MeV fmS, emax = 10. Die blaue Kurve («) zeigt als Referenz die Resultate einer Rech-
nung ohne Dreiteilchenwechselwirkung mit 11(910) = 0.09fm®. Die schwarzen Balken geben
die experimentellen Werte wieder [28].

und im S = 1,7 = 1 Kanal Iéll) = 0.10fm>. Die Dreiteilchenwechselwirkung hat
eine Stirke von C5 = 2500 MeV fm®. Die Punkte geben als Referenz die Ergebnisse
der Hartree-Fock-Rechnungen ohne Dreiteilchenwechselwirkung an. In diesem Beispiel
wurde die Storungstheorie nur auf den Zweiteilchenanteil des Hamiltonoperators ange-
wendet. Das heiBt, es wurde nur die Korrektur EéQ)(Hl(ft)) aus Gleichung (6.27) berech-
net (Rauten). Die korrigierten Bindungsenergien pro Nukleon liegen zwar dichter an den
experimentellen Werten, aber es fallt auf, daB sie im Gegensatz zu den Ergebnissen
ohne Dreiteilchenwechselwirkung (Abbildung 6.1) immernoch eine deutliche Abwei-
chung aufweisen. Das 13Bt sich folgendermaBen erklaren: Zum einen sind die Abwei-
chungen der Hartree-Fock-Energien bereits etwas groBer, da die abstoBende Dreiteil-
chenwechselwirkung den mittleren Abstand zwischen den Nukleonen vergroBert. Das
hat zur Folge, daB die Bindungsenergien der Kerne verringert werden. Und zum an-
deren liefert die Storungstheorie eine kleinere Energiekorrektur, denn fiir die Rech-
nungen mit Dreiteilchenwechselwirkung wurde eine gréBere Tensorkorrelatorreichweite
verwendet. Das bedeutet, daBB bereits durch die Methode der unitaren Korrelatoren
langerreichweitige Korrelationen miteinbezogen wurden. Daher bleiben weniger Antei-
le der langreichweitigen Korrelationen, die im Rahmen der Vielteilchenstorungstheorie
beschrieben werden.

Die Bestimmung der Storungsbeitrage fiir die Dreiteilchenwechselwirkung ist sehr
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Abbildung 6.4: Energien der Vielteilchenstdrungstheorie fiir die BasisgroBen epyax = 4 (oben)
und emax = 6 (unten). (m): Hartree-Fock-Energie, (*): Hartree-Fock + Zweiteilchenbei-
trag der Storungstheorie, (A): Hartree-Fock + Zweiteilchenbeitrag + Zweiteilchen-Zweiloch-
Anregungen des Dreiteilchenbeitrages, ([J): Hartree-Fock + gesamte Vielteilchenstrungs-
theorie. Zur Berechnung wurde der optimale Parametersatz verwendet: apo optimal, 11(911) =
0.10 fm?, 11(910) = 0.20fm?®, O3 = 2500 MeV fm®. Die blaue Kurve (.) zeigt als Referenz
die Resultate einer Rechnung ohne Dreiteilchenwechselwirkung mit 11(910) = 0.09 fm3. Die
schwarzen Balken geben die experimentellen Werte wieder [28].

rechenaufwendig. Daher werden nur die Kerne bis °°Zr betrachtet. In den Abbildun-
gen 6.4 und 6.5 sind die Energiekorrekturen fiir verschiedene BasisgroBen dargestellt.
Die BasisgroBen reichen von ey, = 4 und 6 in Abbildung 6.4 bis ¢y, = 8 und
10 in Abbildung 6.5. Bei der groBten Basis konnten aus rechentechnischen Griinden
nur die Kerne bis 5°Ni berechnet werden. Analog zu Abbildung 6.3 zeigen die Punk-
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Abbildung 6.5: Energien der Vielteilchenstérungstheorie fiir die BasisgroBen enyax = 8 (oben)
und emax = 10 (unten). (m): Hartree-Fock-Energie, (): Hartree-Fock + Zweiteilchenbei-
trag der Storungstheorie, (A): Hartree-Fock + Zweiteilchenbeitrag + Zweiteilchen-Zweiloch-
Anregungen des Dreiteilchenbeitrages, ([J): Hartree-Fock + gesamte Vielteilchenstérungs-
theorie. Zur Berechnung wurde der optimale Parametersatz verwendet: apo optimal, 11(911) =
0.10 fm?, Iélo) = 0.20fm?, C3 = 2500 MeV fm®. Die blaue Kurve (.) zeigt als Referenz
die Resultate einer Rechnung ohne Dreiteilchenwechselwirkung mit 11(910) = 0.09fm3. Die
schwarzen Balken geben die experimentellen Werte wieder [28].

te die Hartree-Fock-Energien ohne Dreiteilchenwechselwirkung und die Quadrate die
Hartree-Fock-Energien mit Dreiteilchenwechselwirkung, die als Ausgangspunkt fiir die
Vielteilchenstorungstheorie verwendet werden. Dabei wurde wiederum der optimale
Parametersatz verwendet.

Die Beitrage, die sich aus der 2. Ordnung der Vielteilchenstorungstheorie ergeben,
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Abbildung 6.6: Energien der Vielteilchenstorungstheorie in Abhdngigkeit von der BasisgroBe.
(«): Hartree-Fock-Energie, (m): Hartree-Fock + Zweiteilchenbeitrag der Stérungstheorie, (©):
Hartree-Fock + Zweiteilchenbeitrag + Zweiteilchen-Zweiloch-Anregungen des Dreiteilchen-
beitrages, (A): Hartree-Fock + gesamte Vielteilchenstérungstheorie. Zur Berechnung wurde

der optimale Parametersatz verwendet: apo optimal, 11(911) = 0.10 fm3, 11(910) = 0.20 fm?,
C3 = 2500 MeV fm®.

sind getrennt dargestellt: Die Rauten zeigen die Korrekturen Eé2)(Hl(3t)) des Zweiteil-
chenanteils des Hamiltonoperators (Gleichung (6.27)), die Dreiecke beinhalten zusatz-
lich die Beitrage der Zweiteilchen-Zweiloch-Anregungen der Dreiteilchenwechselwir-
kung. Sie zeigen also den ersten Term aus Gleichung (6.32). Die Kreuze geben schlieB-

) wieder. Aus den Differenzen zwischen den Rau-

lich die gesamte Energiekorrektur E((]2
ten und den Dreiecken beziehungsweise den Dreiecken und den Kreuzen kénnen also die
Beitrage abgelesen werden, die sich aus den Zweiteilchen-Zweiloch- beziehungsweise
Dreiteilchen-Dreiloch-Anregungen der Dreiteilchenwechselwirkung ergeben. Besonders
in Abbildung 6.5 ist zu erkennen, daB die Zweiteilchen-Zweiloch-Anregungen fiir die
meisten Kerne einen deutlich groBeren Beitrag liefern als die Dreiteilchen-Dreiloch-

Anregungen.

Insgesamt sind die Beitrage fiir die einzelnen Kerne sehr unterschiedlich und las-
sen keine Systematik erkennen. Aus den Abbildungen 6.4 und 6.5 wird ersichtlich,
daB mit zunehmender BasisgroBe auch die Storungsbeitrage groBer werden. Um dies
zu verdeutlichen, sind in Abbildung 6.6 die oben diskutierten Beitrage der Vielteil-
chenstorungstheorie fiir einige Kerne in Abhangigkeit von der BasisgroBe dargestellt.
Es wird ersichtlich, daB die Hartree-Fock-Energien (Punkte) konvergiert sind. Die Drei-
teilchenbeitrage der Storungstheorie (Dreiecke) zeigen dagegen keine Anzeichen von
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Konvergenz. Der Grund dafiir liegt in der Wahl der Dreiteilchenwechselwirkung. Die
hier verwendete Wechselwirkung wird durch zwei Diracsche Deltadistributionen be-
schrieben (siehe Kapitel 4):

Vg = Cg 5(3)(X1 — XQ) 5(3) (Xl — X3) . (633)

Solche Kontaktkrafte sind allgemein fiir die Stérungstheorie und auch fiir andere Viel-
teilchenmethoden, die iiber einfache Mean-Field-Beschreibungen hinausgehen, unge-
eignet. Eine Deltakraft hat die Reichweite Null. Daher wird die gesamte Starke der
Wechselwirkung in einem einzigen Punkt konzentriert.

Die Slaterdeterminanten, die bei der Hartree-Fock-Methode verwendet werden, sind
nicht flexibel genug, um vollstandig auf diese starke und sehr kurzreichweitige Absto-
Bung zu reagieren. Aus dem gleichen Grund sind sie nicht dazu geeignet, die Korrela-
tionen, die durch die nukleare Wechselwirkung erzeugt werden, zu beschreiben. Daher
liefern die Hartree-Fock-Rechnungen auch in Zusammenhang mit einer Kontaktwech-
selwirkung sinnvolle Ergebnisse. Bei der Vielteilchenstérungstheorie andert sich dieses
Verhalten. Die hier verwendeten Zustande, Teilchen-Loch-Anregungen des Hartree-
Fock-Zustandes, reagieren starker auf die starke AbstoBung der Dreiteilchenwechsel-
wirkung. Die beliebig kurze Reichweite hat zur Folge, da8 mit zunehmender BasisgroBe
auch die Beitrage zu den Energiekorrekturen weiter steigen und nicht konvergieren.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Probleme einer Kontaktwechselwirkung zu
umgehen. Zum einen kann die Starke der Dreiteilchenwechselwirkung fiir jede Basis-
groBe getrennt festgelegt werden. Oder es kann eine Regularisierung der Dreiteilchen-
wechselwirkung eingefiihrt werden. Zum anderen kann aber auch ein anderer Ansatz
mit endlicher Reichweite gewahlt werden, der zu einer realistischeren Darstellung der
Dreiteilchenwechselwirkung fiihrt. Diese drei Moglichkeiten werden in Kapitel 7 genauer
diskutiert.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurden Kernstrukturuntersuchungen mit einer Dreiteilchen-
wechselwirkung durchgefiihrt. Als Ausgangspunkt wurde dabei die Methode der unita-
ren Korrelatoren verwendet, um die kurzreichweitigen Zentral- und Tensorkorrelatio-
nen, die durch die nukleare Wechselwirkung hervorgerufen werden, explizit zu behan-
deln. Mit Hilfe dieser Methode wurde aus dem realistischen Argonne v,g3 Potential eine
korrelierte Wechselwirkung konstruiert. Auf der Grundlage dieser korrelierten Wech-
selwirkung konnen Berechnungen im Rahmen der Hartree-Fock-Methode durchgefiihrt
werden. Zunachst wurden einige Ergebnisse diskutiert, die sich aus Rechnungen mit der
reinen Zweiteilchenwechselwirkung ergeben. Dabei wurde deutlich, daB sowohl die Bin-
dungsenergien als auch die Ladungsradien der betrachteten Kerne systematisch kleiner
sind als die experimentellen Daten. Dariiber hinaus zeigt sich, daB die Einteilchenspek-
tren zwar die Reihenfolge der Niveaus richtig wiedergeben, aber insgesamt zu stark
gestreckt sind. Die fehlenden Beitrage zu den Bindungsenergien und den Ladungsradi-
en konnen einerseits aus langreichweitigen Korrelationen resultieren, die auf der Ebene
der Hartree-Fock-Rechnungen nicht beschrieben werden. Andererseits wurden sowohl
die Dreiteilchenbeitrage der Clusterentwicklung als auch die genuine Dreiteilchenwech-
selwirkung vernachlassigt. Die Untersuchungen im Rahmen der Vielteilchenstorungs-
theorie, die die langreichweitigen Korrelationen miteinbezieht, deuten daraufhin, daB
zur besseren Beschreibung der Ladungsradien eine abstoBende Dreiteilchenwechselwir-
kung notwendig ist.

Als ersten Ansatz fiir eine Dreiteilchenwechselwirkung wurde eine Kontaktkraft
gewahlt. Diese hat den Vorteil, daB ihre Matrixelemente zwischen den Eigenzustanden
des harmonischen Oszillators weitgehend analytisch ausgewertet werden kdnnen. Auf
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der Grundlage der Hartree-Fock-Rechnungen wurde die optimale Starke der Dreiteil-
chenwechselwirkung bestimmt. Dazu wurden jeweils die Bindungsenergien und die La-
dungsradien einiger Kerne mit dem Experiment verglichen. Dabei zeigt sich, daB die
Reichweite des Tensorkorrelators vergroBert werden muB, um den Verlust an Bindungs-
energie, der durch die zusatzliche AbstoBung entsteht, zu kompensieren.

Nachdem mit der Hartree-Fock-Methode die Grundzustandseigenschaften einiger
Kerne untersucht wurden, wurden als weitere Observablen kollektive Anregungen be-
trachtet. Diese konnen mit Hilfe der Random Phase Approximation beschrieben werden,
die auf den Hartree-Fock-Ergebnissen aufbaut. Dazu wird aus der Dreiteilchenwech-
selwirkung eine effektive Zweiteilchenwechselwirkung konstruiert, indem die Matrix-
elemente mit der Einteilchendichtematrix gefaltet werden. Die isovektorielle Dipolrie-
senresonanz und die isoskalare Quadrupolriesenresonanz werden nach Hinzunahme der
Dreiteilchenwechselwirkung deutlich besser wiedergegeben. Bei der isoskalaren Mono-
polriesenresonanz zeigt sich dagegen bei einigen Kernen eine starke Fragmentierung
der Ubergangsstarkeverteilung. Dies kann als mdgliches Anzeichen fiir die Grenzen der
Kontaktwechselwirkung interpretiert werden.

SchlieBlich wurde noch die Vielteilchenstorungstheorie fiir die Anwendung auf ei-
ne Dreiteilchenwechselwirkung erweitert. Bei den Berechnungen mit der Vielteilchen-
storungstheorie werden die Probleme deutlich, die aufgrund der Verwendung einer Kon-
taktwechselwirkung auftreten. Eine Kontaktwechselwirkung ist allgemein fiir Vielteil-
chenmethoden, die iiber einfache Mean-Field-Beschreibungen hinausgehen, ungeeignet.
Bei der Vielteilchenstorungstheorie duBert sich dies durch sehr unterschiedlich groBe
Korrekturen zu den Bindungsenergien fiir die unterschiedlichen Kerne, die mit zuneh-
mender BasisgroBe immer weiter anwachsen ohne zu konvergieren.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, um diese Probleme der Kontaktwechselwirkung
zu umgehen. Ein Weg besteht darin, die Starke der Dreiteilchenwechselwirkung fiir jede
verwendete BasisgroBe getrennt zu bestimmen. Hier bleibt allerdings noch zu untersu-
chen, ob sich durch ein solches Verfahren die Ergebnisse sinnvoll verbessern. Eine ande-
re Moglichkeit ist, eine Regularisierung der Kontaktwechselwirkung einzufiihren. Dabei
ware es moglich, die Regularisierung so zu wahlen, daB die Hartree-Fock-Rechnungen
mit der reinen Kontaktkraft durchgefiihrt werden konnen und die Regularisierung erst
bei weiterfiihrenden Rechnungen in Kraft tritt. Durch eine Regularisierung wird ei-
nerseits ein weiterer willkiirlicher Parameter eingefiihrt, der sinnvoll festgelegt werden
muB, und andererseits wird die Berechnung der Matrixelemente der regularisierten
Dreiteilchenwechselwirkung aufwendiger. Eine dritte Moglichkeit besteht darin, einen
anderen, realistischeren Ansatz fiir die Dreiteilchenwechselwirkung zu wahlen. Anstelle
der Kontaktkraft kann eine Wechselwirkung mit endlicher Reichweite verwendet wer-
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den, die zum Beispiel durch eine GauBfunktion beschrieben wird. Dabei tritt ebenfalls
das Problem auf, daB mehrere Parameter, wie zum Beispiel die Breite der GauBfunkti-
on, festgelegt werden miissen. Dariiber hinaus wird die Berechnung der Matrixelemente
komplizierter. Andererseits hat diese Variante den Vorteil, daB sie konsistent fiir alle
Anwendungen eingesetzt werden kann.

Insgesamt 4Bt sich zusammenfassen, daB bereits mit der einfachen Dreiteilchenkon-
taktwechselwirkung gute und vielversprechende Resultate erzielt wurden. Aber es gibt
auch noch viele Ansatzmoglichkeiten fiir weitere Verbesserungen und physikalischere
Darstellungen der Dreiteilchenwechselwirkung.
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